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Gabriel Cramer

Figura 1: Gabriel Cramer (1704-1752)
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Figura 2: Introdução à Análise das Linhas Curvas Algébricas, 1750
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Com quantos pontos se determina uma cônica?

▶ Terceiro capítulo: diferentes ordens (graus) de curvas
algébricas;

▶ Uma curva algébrica de grau n fica completamente
determinada por n·(n+3)

2 pontos;
▶ Uma reta (y = ax + b) é determinada completamente por

1·(1+3)
2 = 2 pontos;

▶ Uma cônica (ax2 + by2 + cxy + d = 0) fica completamente
determinada por 2·(2+3)

2 = 5 pontos;
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Figura 3: Excerto da p. 59 de “Introduction à L’Analyse des Lignes
Courbes Algébriques”
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Figura 4: “Creio ter encontrado para isto uma regra muito cômoda e geral,
quando se tem um número qualquer de equações e incónitas que não passam
do primeiro grau.”
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Figura 5: “Introduction à L’Analyse des Lignes Courbes Algébriques”
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Figura 6: Cramer enunciando sua regra sem ter disponível o conceito
moderno de determinante.
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Regra de Cramer


a11 · x1 + a12 · x2 + · · · + a1i · xi + · · · + a1n · xn = b1

a21 · x1 + a22 · x2 + · · · + a2i · xi + · · · + a2n · xn = b2

· · ·
an1 · x1 + an2 · x2 + · · · + ani · xi + · · · + ann · xn = bn
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=A︷ ︸︸ ︷
a11 · · · a1i · · · a1n
a21 · · · a2i · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · ani · · · ann

 ·


x1
x2
...

xn

 =


b1
b2
...

bn



det A ̸= 0

10/20



=A︷ ︸︸ ︷
a11 · · · a1i · · · a1n
a21 · · · a2i · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · ani · · · ann

 ·


x1
x2
...

xn

 =


b1
b2
...

bn



det A ̸= 0

10/20



Definição: Um conjunto de vetores-coluna, {v⃗1, · · · , v⃗m} ⊆
Rn é linearmente dependente se, e somente se, existirem
x1, · · · , xm ∈ R tais que x2

1 + · · · + x2
m ̸= 0 e:

x1 · v⃗1 + · · · + xm · v⃗m = 0⃗
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Fato: Se os vetores-coluna de uma matriz n × n, A, forem linear-
mente dependentes, então det A = 0.
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Fato: Sejam v⃗1, · · · , v⃗n os vetores-coluna de uma matriz n × n,
A, e sejam x ∈ R e b⃗ um vetor-coluna. Tem-se:

▶ det[v⃗1 · · · x · v⃗i · · · v⃗n] = x · det[v⃗1 · · · v⃗i · · · v⃗n]
▶ det[v⃗1 · · · b⃗ + v⃗i · · · v⃗n] =

det[v⃗1 · · · b⃗ · · · v⃗n] + det[v⃗1 · · · v⃗i · · · v⃗n]
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D. E. Whitford & M. S. Klamkin

x1 ·


a11
a21
...

an1

 + x2 ·


a12
a22
...

an2

 + · · · + xi ·


a1i
a2i
...

ani

 + · · · +

+ xn ·


a1n
a2n
...

ann

 =


b1
b2
...

bn


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x1 ·


a11
a21
...

an1

 + x2 ·


a12
a22
...

an2

 + · · · +


a1i · xi−b1
a2i · xi−b2

...
ani · xi−bn

 + · · · +

+ xn ·


a1n
a2n
...

ann

 =


0
0
...
0


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As colunas da matriz:
a11 · · · a1i · xi − b1 · · · a1n
a21 · · · a2i · xi − b2 · · · a2n
...

... . . . ...
...

an1 · · · ani · xi − bn · · · ann


são linearmente dependentes, de modo que seu determinante se
anula.
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det


a11 · · · a1i · xi − b1 · · · a1n
a21 · · · a2i · xi − b2 · · · a2n
...

... . . . ...
...

an1 · · · ani · xi − bn · · · ann

 =

= xi · det


a11 · · · a1i · · · a1n
a21 · · · a2i · · · a2n
...

... . . . ...
...

an1 · · · ani · · · ann

 −

− det


a11 · · · b1 · · · a1n
a21 · · · b2 · · · a2n
...

... . . . ...
...

an1 · · · bn · · · ann

 = 0
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det A ̸= 0 ⇒

∴ xi =

det


a11 · · · b1 · · · a1n
a21 · · · b2 · · · a2n
...

... . . . ...
...

an1 · · · bn · · · ann



det


a11 · · · a1i · · · a1n
a21 · · · a2i · · · a2n
...

... . . . ...
...

an1 · · · ani · · · ann


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