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Figura 1: Gabriel Cramer (1704-1752)
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i LANALY“[L
DES

LIGNES COURBES

| ALGEBRIQUES.
Par
GABRIEL CRAMER,
Profaffour de Philofiphic & de Mathématiques;
des Academies & Socierés Royales de Londres,

de Berlin, de Montpellier , de Lyon , & del A-
cadémie de I nflitut de Bologne.
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Figura 2: Introducdo a Andlise das Linhas Curvas Algébricas, 1750
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Com quantos pontos se determina uma conica?

» Terceiro capitulo: diferentes ordens (graus) de curvas
algébricas;
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Com quantos pontos se determina uma conica?

» Terceiro capitulo: diferentes ordens (graus) de curvas
algébricas;

» Uma curva algébrica de grau n fica completamente
determinada por w pontos;
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Com quantos pontos se determina uma conica?

» Terceiro capitulo: diferentes ordens (graus) de curvas
algébricas;

» Uma curva algébrica de grau n fica completamente
determinada por w pontos;

» Uma reta (y = ax + b) é determinada completamente por
w = 2 pontos;
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Com quantos pontos se determina uma conica?

» Terceiro capitulo: diferentes ordens (graus) de curvas
algébricas;

» Uma curva algébrica de grau n fica completamente
determinada por w pontos;

» Uma reta (y = ax + b) é determinada completamente por
w = 2 pontos;
» Uma conica (ax? + by? + cxy + d = 0) fica completamente

determinada por 2'(2;3) = 5 pontos;
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. A+Ba+C¢+D.m+Eu+u—-g
La condmon dcpai]?:r par B donncdc méme A+ Bb+CB+Dbb+EiB +83 —o
Celle de paffer par C, donnc e o+ o A4Bit Cy+-D+-Eecy yy—0
Celle de paffer par D, domne . . . ARBd+C8+DAd+E §438—0
Et ceile de paffer par E, donne enfin . . A4Bz4-Cs+-Dee4-Eze 4« s —0

On peut par le moyen de ces cing. €4uations trouver
les valeurs des cinq coéfficients 4, B, C, D, E, ce qui

détermine Iéq: A4 By 4 Cx =« D»v -{-Ex] +xx=o0 d¢
la Courbe cherchée.

Figura 3: Excerto da p. 59 de “Introduction a L’Analyse des Lignes
Courbes Algébriques”
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I

Je crois avoir trouvé pour crla une Régle allez commede & gé-
nérale, lorfquon a un pombre queliongue déquanions & dincon-
nués dont aucane e paile le prémaer d:a:e'. On la trogven

duas I'dppendice, N 1.

Figura 4: “Creio ter encontrado para isto uma regra muito codmoda e geral,
quando se tem um nimero qualquer de equacgdes e incdnitas que ndo passam
do primeiro grau.”
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APPENDICE

Ne L & IL
De Iévanouiffiment des inconnues.

Qum un Probleme renferme plufieurs inconnucs ,
dont ks rédations font tellement compliquécs quion
fe trouve obligé de former pluficurs équations; alors, pour
découvrir les valeurs de ces inconnues, on les fait toutes
évanouir, moins une, qui combinée feule avec les

deurs coanucs donne, fi ke Probléme eft dérerming, une
Eguation finsle , dont la réfolution faic connoitre d'abord
ceue inconnue, & enfuite par fon moyen toutes les au-

eres,

L'Algébre fournit pour cela des Régles, dont le fuc-
cés ell infaillible, pourvil qu'on ait la patience de les fixi-
vre. Mais le Cab em deviers cxtrdmibaer lpng . larfque
Ie nombre des équations & des inconaucs ¢ft fort grand,
& auffi lorfque ces inconnues. motttent dans les_ dquations
propofiées 3 des déarés Tort devés. Dans ce fecond Cas
on tombe, par les Méthodes ordinaires , dans un auire in-
conviéaient; Celt d'ére conduit 4 des dquations plus com-.
polées quil ne faut, & qui renferment dos racines fuper-
flues, quil weft pas toujours aifé de déméler de celles qui
donnent a vraye Solution du_Probléme. On f¢ propofe
dans les deux Ne. fuivanis de remédier & cos inconvé-
nicnts.

APPENDICE &7
Ne, L
Veyer pag. 59 & 6o,

Soient pl i 3,0 % 0,66, 1 équati
A =2 Ty Xx b Vuok G,
A =2 Py X'k o &re.
2 Iy - X' ope Voo B,
2o PJ;.X‘=+V'=.-|~ &
.

ot les lettres A', A*, A'; A%, &e ne mar-
quent pas, comme 4 Pordinaire, les puiffances d'A, mais
le prémier membre, fuppofé connu , de la prémicre, fe-
conde, troifiéme, quatriéme &c. équation. De méme Z',
Z*, @, font les costhcients de =; I, T*, 6. ceux de
i X', X', dv. ceux de x; V', P, de ceux de v
&c. dans la prémiére, feconde, &e. équation. .
Cetie Notation fuppoféc, s o'y a qulune équation &
’i,.s'nl y a deux équa-

qulune inconnue z; on aur z
tions & deux inconnues ¢ & 5
AT —A'T & __ 2
T —z T =TT —2'T
équations & tois inconnucs 7, y, & 3 on trouvera
ﬂ‘r‘;\"—d'?”i‘—d‘}"x‘-}-A"“x‘{»d’l"x‘—d‘l’-x‘
e
DA — TN T A XL DX D AN =D X
2P —ZTX 2V N 2N X 2T X 2T
VA e EN A —Z VA = ZV A} 2T A —2F A"
z'r-x--z’l"r.-zr'r-pz‘r'x'-f-z‘r‘x—z»!ﬂ‘k‘
Dotred. 4 I Analyfe des Lignes Conrbes, Qooo L%

on trouvera z ===
Z 4 sy ¥ atrais

Figura 5: “Introduction a L’Analyse des Lignes Courbes Algébriques”
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Lexamen de ces Formules fournit cette Régle générale.

Le nombre des équations & des inconnues éant #, on
trouvera [a valeur de chaque inconnue en formant » frac-
tions dont le dénominateur commun a autant de termes
qulil y a de divers arrangements de » chofes différentes.
Chaque terme et compolé des lettres ZYXV é. toujours
écrites dans le méme ordre, mais auxquelles on diftribue,
comme expofants, les # prémiers chiffres rangds en toutes
:s maniéres poffibles. Ainfi, lorfgu’on a trois inconnues,
dénominateur a [ 1x2x3==] 6 termes, compolts des
wrois lettres ZT X, qui recoivent fuccefivement les expo-
fants 123, 132, 213, 231, 312, 321. On donne aces
termes les fignes 4 ou —, felon la Régle fuivante. an\:’:
un expofant et fuivi dans le méme terme, médiatement
ou immédiatement , d'un expoflant plus petit que lui, j'a-
pellerai cela un dérangement. Qu'on compte, pour cha-
que terme, le nombre des dérangements: sl eft pair ou
nul, le terme aura le figne 4, s'il eft impair, le terme
aura le figoe —. Par-ex. dansle terme Z°' T P7 il n'y
a aucun dérangement: ce terme aura donc le figne 4. Le
terme Z'T' X" a aufli le figne », parce quiila deux dé-
rangements , 3 avant 1 & 3 avant 2. Mais le terme 2'T* X",
qui a trois dérangements, 3 avant 2, 3 avant 1, & 2 avant
1, avura le figne —,

Figura 6: Cramer enunciando sua regra sem ter disponivel o conceito
moderno de determinante.
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Regra de Cramer

ain-x1+an-x+---+a-xi+---+an-xp=b1
a1 x1+axn -xo+---+a-Xi+--+am x,=bp

anl X1+ am X+t anicXi+ o+ ann - Xn = by
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=A
ail aij ain
asi azj azn
danl anij dnn

X1
X2
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ail
asi

danl

aij
azj

ani

ain
a2n

ann

det A #£0
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Definicdo: Um conjunto de vetores-coluna, {vi,---,vVp} C
R"” ¢é linearmente dependente se, e somente se, existirem
X1, Xm € R tais que xZ + -+ x2 # 0 e

X1 V4t Xm V=0
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Fato: Se os vetores-coluna de uma matriz n x n, A, forem linear-
mente dependentes, entdo det A = 0.
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Fato: Sejam vj,---,V, os vetores-coluna de uma matriz n x n,
A, e sejam x € R e b um vetor-coluna. Tem-se:
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Fato: Sejam vj,---,V, os vetores-coluna de uma matriz n x n,
A, e sejam x € R e b um vetor-coluna. Tem-se:

> det[Vh - x -V Vo] = x - det[Vy - Vi-e - V]
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Fato: Sejam vj,---,V, os vetores-coluna de uma matriz n x n,
A, e sejam x € R e b um vetor-coluna. Tem-se:

> det[Vh - x -V Vo] = x - det[Vy - Vi-e - V]
> det[\71---5+\7,--~\7n]=
det[vp---b--- V] +det[vy - Vi V)
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D. E. Whitford & M. S. Klamkin

-
al11 di2 aii
an an?» azj
dnl dan2 anj

ain b1

ap b>

+ Xn - . =
ann bn
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)
a1l a1 ati - xi—by
a1 ann agi - Xi—by
xic| oL x| et . Poeoed
dnl an2 anj - Xi—bp ]
dln 0
aon 0
+ Xp - . =
ann 0
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As colunas da matriz:

sdo linearmente dependentes,
anula.

ail aij
ari aj
anl anj

- X; — by atn
- Xi — bo acn
- Xj — bp dnn

de modo que seu determinante se
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a11

a1
det

anl

= x; - det

aii- X — b
aj - Xi — bo
ani - Xi — bp
a1l
E
anl
— det

ail
ani

dnl

aij
aj

anj

an

ann

by
by

dln
a2n

dnn

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

17/20




detA#0=

X =

a1 by ain

a1 bo azn
det

anl bn ann

a aij din

ari agj azn
det

dnl ani dnn
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