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Introducao

A nocao de distancia estd indiscutivelmente presente em diversos ramos da Matemaética e
das ciéncias afins, seja de modo implicito ou explicito. Defini¢des fundamentais do Célculo
Diferencial, como as de “limite”, “ponto de acumula¢do”, “vizinhanga” e “ponto interior”,
da Geometria Analitica e da Algebra Linear, como “distancia entre vetores” estio presentes
no quotidiano de qualquer profissional da area de Exatas. Para além desses conceitos mais
gerais, a nogdo de distdncia (ou métrica) estd presente em diversos outros ramos do conhe-
cimento: por exemplo, na teoria dos Cédigos Corretores de Erros, em que é possivel definir
a distancia entre palavras de um mesmo comprimento n fixado, a “distancia de Hamming”
como o nimero de posi¢des nas quais diferem entre si; na Teoria das Distribui¢des podemos
citar a “métrica de Wasserstein”, que fornece uma nogdo de distancia entre distribui¢des de
probabilidades.

Por se tratar de uma nogao tdo presente em diversas dreas da Matemadtica, é natural que o
conceito de distancia — ou métrica — mereca ser formalizado de modo independente da natu-
reza de suas diversas ocorréncias. Tal é o propésito da Teoria dos Espagos Métricos: estudar
conjuntos em que se define uma nogdo de distancia (ou métrica). O conhecimento desta te-
oria é fundamental para a compreensdo do funcionamento de diversos métodos numéricos
(por exemplo, a fim de resolver equagdes diferenciais) bem como em Analise Matematica. O
Teorema do Ponto Fixo de Banach, por exemplo, essencial para se demonstrar a existéncia
e unicidade da solugdo de problemas de valor inicial, faz uso de diversos conceitos métricos
como os de “contracdo” e “completude”.

O estudo dos espagos métricos e de suas propriedades serve também de estudo preparato-
rio para a introducdo da Topologia (“espagos topoldgicos”, conjuntos munidos de uma nogao
de “subconjunto aberto” em vez de “métrica’, em que é possivel definir “continuidade”), a
qual fazemos uma breve menc¢do. Uma nogdo central da Topologia é a de homeomorfismo,
que corresponde a nogdo de equivaléncia entre espagos. Esta nocdo, conforme observa G.
Loibel em [Loi], nos permite obter respostas para questdes como: “por que duas curvas, com

aspectos tao diferentes, sdo designadas com um mesmo nome [curva fechada]?”.
O presente texto traz, em sua primeira parte, as defini¢des e conceitos necessdrios a seu

desenvolvimento: produto cartesiano, relagdes, fungdes, conjuntos ordenados, infimo e su-
premo dentre outros. A segunda parte trata efetivamente dos espagos métricos, introduzindo
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6 SUMARIO

de modo gradual os principais conceitos e resultados.

Comegaremos este curso apresentando um brevissimo resumo histérico e, em seguida,
apresentaremos conceitos essenciais ao desenvolvimento da teoria. Posteriormente entrare-
mos nos topicos de Espagos Métricos mais profundamente.



Capitulo 1

Breve Resumo Historico

Segundo M. Taskovi¢, em [Tas], foi o matematico francés Maurice Fréchet quem primeiro con-
cebeu possibilidade de definir no¢des como limite e continuidade em conjuntos abstratos, isto
é, que ndo fossem subconjuntos da reta ou do plano. A fim de definir essas nog¢des, Fréchet
teria proposto uma generalizagdo da nog¢do de “distdncia” — uma nogdo central no estudo
dos Espacos Métricos — para tais conjuntos mais abstratos no ambito do Célculo Funcional
em 1906, em sua tese de doutorado intitulada “Sur quelques points du calcul fonctionnel”.

Conforme pontua Taskovi¢ em [Tas|], neste trabalho, Fréchet distinguiu dois tipos impor-
tantes de “espacos generalizados”: os (por ele denominados) L—espacos (“espacgos-limites”,
hoje tratados por “espagos de convergéncia sequencial”) — em que a nogao de limite se baseava
em uma axiomatiza¢do do conceito de “sequéncia convergente” e, dentre os entdo chamados
L—espagos, aqueles nos quais se podia definir uma “funcdo distancia”. Fréchet formulou uma
generalizacdo dos conceitos de limite, derivada e continuidade para os espacos de fungdes (cf.

Figura [T)).

Em 1910, David Hilbert sugeriu axiomas para “vizinhancas” de pontos em um conjunto
abstrato qualquer, generalizando, portanto, propriedades de pequenos discos centrados em
pontos do plano. O termo especifico “espago métrico” ([der] ,metrischer Raum”) foi, final-
mente, introduzido pelo matematico alemao Felix Hausdorff (1869-1942) em 1912, enquanto
ponderava sobre o papel de conjuntos de pontos na Teoria dos Conjuntos (cf. [Tas]). O ma-
temético alemdo apresentou uma lista de axiomas em seu livro “Grundziige der Mengenlehre”
(em traducdo livre, “Nogdes Bésicas de Teoria dos Conjuntos”) (1914, pp. 211-2). O primeiro
axioma trata da propriedade simétrica que uma distancia deve satisfazer: a distancia entre
pontos x e y, denotada por ele como Xy, deve ser igual a distancia entre y e x, yx, ou seja
xy = yx. O segundo axioma expressa que xy = 0 ocorre se, e somente se, x = y e o terceiro
axioma traduz o que hoje conhecemos por “desigualdade triangular”: para quaisquer pontos
x,y e z, tem-se ¥z < Xy + yz (cf. Figura[L.2).
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Aprés avoir développé ce point de vue, je remarque que presque toutes les défi-
nitions classiques de la limite (mais non toutes) peuvent se traduire de la maniére sui-
vante: Pour la catégorie d’éléments considérée, on peut faire correspondre 4 tout couple
d’éléments 4, B, un nombre (4, B) X\ o, ayant des propriétés trés analogues 4 celles
de la distance de deux points et tel que: 1° B coincide avec 4 si (4, B)==o0 et
2° B tend vers A si (4, B) tend vers zéro. En adoptant cette hypothése moins géné-
rale, mais cependant trés étendue, on obtient des résultats plus précis et plus nombreux.

La voie que nous venons dindiquer nous a conduit & la géndralisation de presque
tous les théorémes sur les ensembles linaires et sur les fonctions continues (du woins, de
ceux qu'on peut énoncer d'une maniére indépendante de la nature des éléments que Ion
considére).

Figura 1.1: Excerto da péagina 2 de “Sur quelques points du calcul fonctionnel”, em que Fréchet
generaliza o conceito de distancia entre elementos que nao sio pontos de R?.

Unter einem metrischen Raume verstehen wir eine Menge E,
in der je zwei KElementen (Punkten) z, s eine reelle nichtnegative

Zahl, ihre Entfernung zy =0 zugeordnet ist; und zwar verlangen
wir iiberdies die Giiltigkeit der folgenden

Entfernungsaxiome:
(e) (Symmetrieaxiom). Es ist stets gﬁ:z—y.
)
(

y) (Dreiecksaxiom). Es ist stets zy +yx = xx.

(Koinzidenzaxiom). Es ist 1'_'_?} = 0 dann und nur dann, wenn z = y.

Figura 1.2: Excerto da pdgina 211 de “Grundziige der Mengenlehre”, em que Hausdorff apre-
senta sua lista de “axiomas de afastamento” — e portanto apresenta a nogdo de espago métrico
utilizada até hoje.

De acordo com V. Katz em [Katz], Hausdorff foi capaz de isolar trés conceitos bédsicos sobre
0s quais se baseia a nogdo de espaco topoldgico: as nog¢des de distancia, de vizinhanga e de
limite. Segundo Katz, Hausdorff teria observado que Fréchet fez uso (apenas) dos conceitos
de “distancia” e de “limite”. Enquanto as nogdes de “vizinhanga” e de “limite” podem ser
definidas em termos da noc¢do de “distancia”, observou Hausdorff, a nogdo de limite pode ser
formulada exclusivamente em termos da nog¢ao de “vizinhanca”.

Os axiomas de Hausdorff que descrevem a separagdo (ou “afastamento”, do alemao ,die
Entfernung”) foram baseados no tratamento dado por Maurice Fréchet de “I’écart” (a distan-
cia, o “afastamento”) em sua obra. Hausdorff também propds, em seguida, axiomas que



Umgebungsaxiome:

(A) Jedem Punkt z entspricht mindestens eine Umgebung U ;
jede Umgebung U, enthilt den Punkt z.

(B) 8ind U, V, zwei Umgebungen desselben Punktes z, so gibt
es eine Umgebung W, die Teilmenge von beiden ist (W, < D(U,, V).

(C) Liegt der Punkt y in U, so gibt es eine Umgebung U,, die
Teilmenge von U, ist (U, = U)).

(D) Fiir zwei verschiedene Punkte z, y gibt es zwei Umgebungen
U,, U, ohne gemeinsamen Punkt (D(U,, U)=0).

m? g

Figura 1.3: Excerto da pdagina 212 de “Grundziige der Mengenlehre”, em que Hausdorff apre-
senta os axiomas de vizinhangas.

capturassem a nogdo de “vizinhangas” ( [die] Umgebunsaxiome), como na Figura

A. K. M. Libardi, T. Melo e J. P. Vieira, em [Lib], apontam que a ideia de espago métrico ja
era conhecida e usada por Henri Poincaré (1854-1912) desde 1895, conforme constam em seus
diversos artigos denominados Analysis Situs.

H. Domingues, em [Doml, ressalta que forma de apresentagdo da teoria dos espagos mé-

tricos que se estuda atualmente foi desenvolvida pelo menos uma década depois, pelo mate-
matico russo Pavel Urysohn, em 1924.

Convencao sobre Notacdes
Ao longo deste texto, subentenderemos as seguintes notagdes:
Se X,Y, A e B sdo conjuntos taisque A C X,BC Ye X i> Y é uma funcéo, entdo:
e X \ A denotard o complementar do conjunto A em X, ouseja, X\ A={xe X |x ¢ A};
e fl[A] ={f(a) €Y |ae€ A} CY denotara a imagem direta de A por f;
e f[B] = {x € X | f(x) € B} C X denotar4 a imagem inversa de B por f;
e f 41 AC X — Y denotard a restricdo de f ao subconjunto A;

e Se A C B, denotaremos por li : A — B ainclusido de A em B;
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e Dado um conjunto A qualquer, ©(A) denotard o conjunto das partes de A, ou seja, o
conjunto de todos os subconjuntos de A;

R denotara o corpo dos niimeros reais.
N=1{1,23---,n,---} denotaré o conjunto dos niimeros naturais;
Ry = {x € R| x > 0} denotard o conjunto dos ntiimeros reais ndo-negativos;

Q denotara o corpo dos niimeros racionais.



Capitulo 2

Conceitos Preliminares

Nesta secdo apresentamos de modo mais detalhado os conceitos necessarios ao desenvolvi-
mento da teoria dos Espagos Métricos. Fazemos uma recapitulagdo dos conceitos de produto
cartesiano, relagdes e fun¢des, bem como diversas interpretagdes geométricas nos casos em
que tomamos subconjuntos dos nlimeros reais.

2.1 Produto Cartesiano e Rela¢oes

Um conceito sobre o qual toda a teoria das fungdes é construido é o de produto cartesiano,
que apresentamos em seguida:

Definicdo 2.1 (produto cartesiano). Dados A, B conjuntos, o produto cartesiano de A por
B, denotado por A x B (lé-se “A cartesiano B”), é o conjunto:

AxB={(xy)|(xeA)&(yc B)}

Exemplo 2.2. Ao conjunto de todos os pares ordenados de niimeros reais - ou seja, ao produto cartesiano
R x R, denominamos R? (16-se “RR-dois”). Assim,

R* = {(x,y) | (x € R)&(y € R)}.

No decorrer do texto lidaremos frequentemente com o produto cartesiano R?, que nos
servira de “contraparte algébrica do plano geométrico”. A fim de visualizar este conceito,
daremos alguns exemplos de produtos cartesianos entre subconjuntos da reta real, R, junta-
mente com suas representacdes geométricas.

Exemplo 2.3. Sejam A = [1,4[ e B =|2,4]. Entio:
R=[14[x]2,4] ={(x,y) e R> | (1 <x <4)&2 <y <4)}.

11
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Sua representagio grdfica é a regido sombreada a sequir, incluindo pontos pertencentes a linhas
“cheias” e excluindo pontos das linhas pontilhadas:

Y
47 |
B| 3+ ;AXB
A i
11
IR
: " [

Exemplo 2.4. Sejam A = [1,2[U]3,5[ e B =]2,3].

AxB={(x,y) eR?|[1<x<2)&2<y<3)|V[B<x<5)&2<y<3)]}

Sua representagio grifica é a regido sombreada a seguir, incluindo pontos pertencentes a linhas
“cheias” e excluindo pontos das linhas pontilhadas:

v,
5*
4*
Mﬂ[ : i :
2Ak ____I __________ 1
1*
1 2 3 4 5 X
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Exemplo 2.5. Se A=ReB=1{2}, AxB=Rx {2}.
Sua representagdo grdfica é a reta horizontal dada a seguir:

U

la}
~

R x {2}
1Ak

1 2 x

Exemplo 2.6. A = {—1},B = {2}, A x B = {(—1,2)}. Sua representagio grdfica é o ponto (—1,2),

dado a sequir:

Y,
(-1} x {2} y--2-4

1t
-1 1 2 X
—14+

Exemplo 2.7. O conjunto <= {(x,y) ERxR | (Iz € R)(y — x = z2)} C R x R é representado

pela regido sombreada:

IA
N
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Certamente que o grifico desta relacdo ndo se restringe apenas a esta regido limitada do plano:
ao contrdrio, a regido sombreada se estende para cima e para a esquerda indefinidamente. Como é
impossivel representar todos esses pontos, o grdfico fica subentendido quando pontilhamos os segmentos
de reta vertical e horizontal que delimitam nossa regido sombreada.

Sempre que (x,y) €<, escreveremos x < y. Assim, por exemplo, escrevemos —1 < le —2 <1

para denotar (—1,1) €< e (—2,1) €<, respectivamente.

Exemplo 2.8. Todos os conjuntos descritos nos Exemplos e[2.6]sdo relagdes planas.

Exemplo 2.9. O conjunto do qual nada é elemento, ou seja, o conjunto vazio, &, por estar contido em
qualquer conjunto, em particular satisfaz @ C R x R, de modo a ser uma relagdo plana.

Como ilustrado no Exemplo quando tratamos de relagdes, convém nos utilizarmos
de uma notacdo ligeiramente diferente para indicar a pertinéncia de pares ordenados, como
vemos nha seguinte:

Observagio 2.10. Seja R C R x R wuma relagdo plana. Escrevemos xRy para denotar (x,y) € R, e
dizemos “x estd na relagdo R com y”.

Exemplo 2.11. O conjunto: S = {(x,y) € Rx R | x2 +y? < 1} C R x R é uma relagio plana com
dom. (S) ={xeR|-1<x<1}=]-11[eim(S)={yeR|-1<y<1}=]-11. 0
grdfico desta relagdo estd dado na figura a seguir, pela regido sombreada:

Y,
2__
N -

: { ! —
-2 1 1 2%
-4

21

Exemplo 2.12. O conjunto T = {(x,y) € RxR | 2x > y} C R X R é uma relagio plana com
dom. (T) = Reim (T) = R. Uma porgio (finita) do grdfico de T estd representada na figura abaixo,
como a regido sombreada:



2.1. PRODUTO CARTESIANO E RELACOES 15

Exemplo 2.13. O conjunto H = {(x,y) € RxR | xy = 1} C R x R é uma relagdo plana com
dom. (H) = R\ {0}, im (H) = R\ {0}, cujo grdfico no plano (uma porgio finita representativa
dele) é dado abaixo:

yA 1
o1y
1__

Exemplo 2.14. O conjunto P = {(x,y) E Rx R |y < x> +1} C R x R é uma relacio plana com
dom. (P) = Reim (P) = R, cujo grifico (uma porgio finita que o representa) é representado pela
regido sombreada abaixo, incluindo a pardbola y = x> + 1:
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y=x>+1

Definicdo 2.15 (relacdo total). Sejam A e B dois conjuntos. Uma relagio R C A x B é total
se para todo a € A existir b € B tal que aRb. Simbolicamente, R é total se, e somente se:

(Va € A)(3b € B)(aRb).

Observacao 2.16. Ao longo deste texto usaremos certos simbolos que ocorrerdo com certa frequéncia, de
modo que convém fazermos certas elucidagoes acerca da notagdo. O simbolo “V” (trata-se de uma letra A
[a inicial da palavra inglesa “all”] de ponta-cabega) é denominado o “quantificador universal”, e pode
ser lido como “para qualquer que seja”. Assim, lemos (Va € A) como “para qualquer que sejaa € A”.
Por sua vez, o simbolo “3” (trata-se de uma letra E [inicial da palavra inglesa “exists” ] de ponta-cabega)
é denominado “quantificador existencial”, e pode ser lido como “existe pelo menos um”. Assim,
lemos (Jb € B) como “existe pelo menos um b € B”. Os bloquinhos de forma (Va € A) e (3b € B)
serdo denominados por nds como “expressoes de quantificacio”. A férmula ¢ que colocamos depois das
expressoes de quantificacio deve ser lida de uma das seguintes formas: se ¢ for uma implicagdo [i.e.,
uma férmula do tipo o = B, ou seja, da forma “se ocorrer - - - entdo - - - "], é-se simplesmente a propria
implicagdo. Se ¢ ndo for uma implicagio, nds a lemos como se estivesse precedida da locugdo “tal que”.
Assim, na Defini¢do lemos (Ya € A)(3b € B)(aRb) como “para qualquer que seja a € A,
existe pelo menos um b € B tal que aRb”.

Exemplo 2.17. Dados A = {1,4} e B = {—2,—1,1,2},arelacioR = {(1,-1),(1,1),(4,-2),(4,2)}
é total. Note que sua representagio por setas e baldes é tal que a todo elemento do domini, A, corresponde
pelo menos um elemento de B.

E mais fdcil, em certos casos, determinar se uma relagio é total analisando sua representacio dia-
gramdtica:
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Nota-se que no diagrama acima, todos os elementos do dominio (A) sdo base de alguma seta da relagdo:
ou seja, todos os elementos de A constam como primeira coordenada de algum par ordenado da relagio.

Defini¢ao 2.18 (relagdao univoca). Sejam A e B dois conjuntos e R C A x B uma relagio.
Dizemos que S é uma relagdo univoca se para todo a € A existe no mdximo um elemento
b € B tal que aSb. Simbolicamente, S é univoca se, e somente se:

(Va € A)(Yb € B)(WY € B)(((aSh)&(aSb')) = (b = b))

Observagio 2.19. Lemos (Va € A)(Vb € B)(Vb' € B)(((aSb)&(aSb")) = (b =1")) como: “para
qualquer que seja a € A, para qualquer que seja b € B e para qualquer que seja b’ € B, se aSb e aSb’
entdo b = b'". O que isto significa é simplesmente que, para qualquer que seja o elemento a € A, se a
estiver relacionado com elementos b, b’ € B, entio obrigatoriamente b = b’ - ou seja, todos os elementos
do dominio estdo relacionados a apenas um elemento do contradominio, B.

Exemplo 2.20. Sejam A = {a,b,c} e B= {x,y,z,w}. A relacio S = {(a,w), (b,y)} é uma relagio
untvoca, uma vez que a cada elemento de A corresponde, no mdximo, um elemento de B. E mais fdcil,
em certos casos, determinar se uma relagdo é univoca analisando sua representagdo diagramdtica:

A B
a X
b Y
c z

w

Nota-se que no diagrama acima, que de cada elemento do dominio (A) é base de no mdximo uma
seta da relacdo: ou seja, a qualquer elemento de A corresponde, no mdximo, um elemento de B.

Pergunta: A relacdo dada no Exemplo é univoca? A relagdo do Exemplo é total?
Justifique.
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Resposta: A relacdo R dada no Exemplo ndo é univoca. Para nos convencermos
disto, basta observarmos que ha elementos no dominio aos quais correspondem
mais do que um elemento do contradominio: como (1,—1),(1,1) estdo ambos na
relacdo, segue que ao elemento 1 correspondem dois elementos do contradominio, e
portanto ndo € univoca.

Por sua vez, a relagdo S dada no Exemplo ndo é total, uma vez que ha um ele-
mento do dominio que ndo corresponde a nenhum elemento do contradominio: ndo ha
nenhum par na relagdo cuja primeira coordenada seja c.

2.2 Funcgoes

Pode-se dizer que o problema em se definir claramente o que é uma fungdo surgiu como
uma necessidade de se responder a questdes importantes acerca de certas séries trigonomé-
tricas. Foi somente em 1837 que Dirichlet separou o conceito de “funcdo” de sua “expressado
analitica”. A partir de entdo, uma fungdo passa a ser uma correspondéncia entre duas va-
ridveis que, a qualquer valor da varidvel independente fazia corresponder um, e apenas um
valor da varidvel dependente. Esta formulagdo nos permite estender o conceito de funcdo
entre quaisquer conjuntos, ndo apenas entre subconjuntos de R, como veremos.

Definicdo 2.21 (funcdo). Sejam A e B conjuntos quaisquer. Uma relagdo f C A X B denomina-
se fungdo se, e somente se:

(F1) f é uma relagdo total (sem excegoes):
(Vx € A)(3y € B)((x,y) € f);
(F2) f é uma relagcdo univoca (sem ambiguidades):

(Vx € A)(Vy € B)(vVz € B)((((x,y) € /)&((x,2) € f)) = (y = 2)).

Utilizamos as notagoes f : A — B ou A /B para expressar que f C A X B é uma fungdo.

Em se tratando de fung¢des, em vez de escrevermos (x,y) € f, escrevemos f(x) = y. Dize-
mos, ainda, que x é a varidvel independente da fun¢do e que y é sua varidvel dependente.
Assim, as condi¢des da Definig¢do se expressam, cOmo segue:
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(F1) f é uma relagdo total (sem excegoes):

(Vx € A)(3y € B)(y = f(x));

Coloquialmente: a todo valor atribuido a varidvel independente (x) corresponde
pelo menos um valor da varidvel dependente (y).

(F2) f é uma relagdo univoca (sem ambiguidades):

(Vx € A)(Yy € B)(vVz € B)(((f(x) = n)&(f(x) = 2)) = (y = 2))-

Coloquialmente: a todo valor atribuido a varidvel independente, x, corresponde
no maximo um valor da varidvel dependente ().

Exemplo 2.22. Seja A um conjunto. A fungdo identidade de A é a fungio com dominio e contrado-
minio iguais a A e que, a cada elemento a € A faz corresponder a € A.

Pergunta: O dominio de uma fung¢do pode ser o conjunto vazio? E o contradominio? Jus-
tifique.

Resposta: O dominio de uma funcdo pode ser o conjunto vazio, uma vez que as
clausulas (F1) e (F2) que uma relagdo deve satisfazer para ser fungdo nos exigem que
todos os valores do dominio satisfacam certa propriedade. Se o dominio da relacdo é
vazio, ndo hd nenhum elemento do dominio que infrinja a cldusula (F1) ou a cldusula
(F2). Como ndo ha nenhuma “testemunha” de que a relagdo em aprego ndo é funcao,
dizemos que as cldusulas (F1) e (F2) valem por vacuidade.

Por outro lado, o contradominio de uma fun¢do nao pode ser o conjunto vazio. Se uma
relacdo tem contradominio vazio, ela ndo pode ser total, pois a nenhum elemento do
dominio corresponderd qualquer elemento do contradominio.

Ainda com as notagdes introduzidas na Definicao sendo f uma relacdo, segue-se que
seu dominio de definigdo é o conjunto:

dom. (f) ={xe A| By € B)(y = f(x))}

e que sua imagem é:

im (f) = flA] ={y € B| Bx € A)(y = f(x))},
ou seja, é o conjunto de todos os valores do contradominio que “sdo oriundos” de algum
elemento do dominio.
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Definicao 2.23. Sejam A e B conjuntos, e f : A — B uma fungio. Dado qualquer subconjunto
C C B, a pré-imagem de C por f (ou a imagem inversa de C por f) é o conjunto:
fllCl={xeA|f(x) eC}C A.

Em linguagem coloquial, a pré-imagem (ou imagem inversa) de C C B por f é o conjunto de
todos os elementos do dominio que sio associados por f a algum elemento de C.

Exemplo 2.24. Sejam A = {a,b,c,d} e B = {1,2,3,4}, e considere a relagiio:

f=1(a,4),(b,2),(c1),(d3)}

que pode ser esquematizada pelo diagrama:

A B
a 1
b > 2
c 3
d 4

f é uma funcgio. Com efeito, a todo elemento de A corresponde pelo menos um elemento de B (ao ele-
mento a corresponde o elemento 4, ao elemento b corresponde o elemento 2, ao elemento c corresponde
o elemento 1 e ao elemento d corresponde o elemento 3), de modo que f cumpre a cldusula (F1). Ade-
mais, a todo elemento de A corresponde um tinico elemento de B (ao elemento a corresponde somente o
elemento 4, ao elemento b corresponde somente o elemento 2, ao elemento ¢ corresponde somente o ele-
mento 1 e ao elemento d corresponde somente o elemento 3), de modo que f também cumpre a clausula
(F2) e, portanto, é fungdo.

Neste exemplo, tem-se:

dom. (f) ={a,b,c,d} = A e cod (f) = {1,2,3,4}.

O conjunto-imagem de f é o conjunto de todos os elementos do contradominio que sio oriundos
de algum elemento do dominio. Assim, 1 € f[A], pois 1 é oriundo, por f, de c (isto é, f(c) = 1),
2 € f[A], pois 2 é oriundo, por f, de b (isto é, f(b) = 2), 3 € f[A], pois 3 é oriundo, por f, de d (isto
é, f(d) =3)ed € f[A], pois 4 é oriundo, por f, de a (isto é, f(a) = 4). Assim,

flA] ={1,2,3,4}.
Vamos determinar a pré-imagem dos sequntes subconjuntos de B: {1},{1,2},{2,4} e {2,3,4}.
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A pré-imagem de {1} C B por f é o conjunto de todos os elementos do dominio que sio aplicados,
por f, em algum elemento de {1} - neste caso especifico, trata-se do conjunto de todos os elementos do
dominio que sio aplicados, por f, no elemento 1. Assima ¢ f7[{1}], pois f(a) =4 #1,b ¢ f[{1}],
pois f(b) = 2 # 1, c € f[{1}], pois f(c) = 1ed ¢ f'[{1}], pois f(d) = 3 # 1. Logo,
£ = {o.

A pré-imagem de {1,2} C B por f é o conjunto de todos os elementos do dominio que sio aplicados,
por f, em algum elemento de {1,2} - neste caso especifico, trata-se do conjunto de todos os elementos
do dominio que sio aplicados, por f, no elemento 1 ou no elemento 2. Assima ¢ f7[{1,2}], pois
fla) =4 #1ef(a) =4 #2bec f{1,2}], pois f(b) =2 € {1,2}, c € f[{1,2}], pois
fley=1¢€{1,2}ed ¢ f[{1,2}], pois f(d) =3 # 1e f(d) =3 # 2. Logo, f'[{1,2}] = {b,c}.

A pré-imagem de {2,4} C B por f é o conjunto de todos os elementos do dominio que sio aplicados,
por f, em algum elemento de {2,4} - neste caso especifico, trata-se do conjunto de todos os elementos
do dominio que sio aplicados, por f, no elemento 2 ou no elemento 4. Assim,a € f[{1,2}], pois
fla) =4 € {2,4}, b e f[{1,2}], pois f(b) =2 € {2,4}, c ¢ f[{2,4}], pois f(c) =1 ¢ {2,4} e
4 ¢ f[{2,4)], pois f(d) =3 ¢ {2,4}. Logo, f[{2,4}] = {a, b}.

Finalmente, a pré-imagem de {2,3,4} C B por f é o conjunto de todos os elementos do dominio
que sdo aplicados, por f, em algum elemento de {2,3,4} - neste caso especifico, trata-se do conjunto de
todos os elementos do dominio que sdo aplicados, por f, no elemento 2, no elemento 3 ou no elemento
4. Assima € f[{2,3,4}], pois f(a) = 4 € {2,3,4}, b € f[{2,3,4}], pois f(b) = 2 € {2,3,4},
c ¢ f1{2,3,4}], pois f(c) =1 ¢ {2,3,4} ed € f[{2,3,4}], pois f(d) = 3 € {2,3,4}. Logo,
f{2.4}] = {a,b,d}.

Funcdes, portanto, subentendem trés dados: um dominio de defini¢do (conjunto de saida),
um contradominio (conjunto de chegada) e uma regra, que a cada elemento do dominio de
defini¢do associa um, e somente um elemento do contradominio. Esta regra ndo precisa

ser uma férmula matematica fechada. Considere, por exemplo, a funcdo IN N tal que
f(1) =2,f12) =3,f3) =5,f4) =7f5) =11,f(6) = 13,---, f(n) = n—ésimo namero
primo. Esta fun¢do ndo admite uma “férmula analitica fechada”, ou seja, uma férmula ¢(x)
que nos permita calcular, para qualquer 7, 0 n—ésimo niimero primo simplesmente por subs-
tituicdo de n em ¢, ¢(n). No entanto, f é fungdo, pois a cada nimero natural corresponde
um, e somente um ndmero primo.

Em virtude de ser uma “amalgama” de trés informagdes (um conjunto denominado “do-
minio”, um conjunto denominado “contradominio” e uma “lei” que associe a cada elemento
do dominio um tnico elemento do contradominio), usamos uma notagdo especial para deno-
tar uma funcdo cujo dominio de defini¢do é A, cujo contradominio é B e cuja “lei” é x — f(x),
a saber:
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dom. (f) cod (f)
~ N =~
f A — B
x o= oy=f)
regra

que traz todas as informagdes que definem a funcéo.

Em posse de todos os dados que determinam uma fungdo, estamos em condi¢des de de-
terminar quando duas fungdes sado iguais:

Definicdo 2.25. Duas fungoes sdo iguais se, e somente se, tiverem a mesma lei, o mesmo dominio
e 0 mesmo contradominio.

Exemplo 2.26. As fungoes:

f: R - R
x = x|
e
g: R —- R
x = Va2
sio iguais, uma vez que dom. (f) = R = dom. (g), cod (f) =R = cod (g) e

Exemplo 2.27. As fungoes:

sio diferentes, uma vez que embora tenhamos dom. (h) = R = dom. (¢) e (Vx € R)(h(x) = |x| =
Vx2 = {(x)), temos cod (h) = Ry # R = cod (¥).

Exemplo 2.28. Sejam A = {«,pB,7v,0} e B = {1,2,3}. A funcgio de A em B dada por f =
{(«,1),(B,1),(7,3),(9,2)} é denotada por:
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L™ R
111314
N W =W

e diagramaticamente representada por:

BN

N
W
7

Note que: f[{1}] = {a, B}, uma vez que f(a) =1 € {1} (logo « € f[{1}])) e f(B) =1 € {1}
(logo p € f[{1}]), mas f(v) =3 ¢ {1}, f(0) =2 ¢ {1} (logo 7,6 ¢ f[{1}]);

Também, f[{2}] = {0}, pois f(a) = 1 & {2} (logoa & f'[{2}]) e f(B) =1 & {2} (logo
B fH{2}D, f(v) =3¢ {2} (logoy & f[{2}) e f(6) =2 € {2} (logo & € f[{2}]);

Vale que f7[{3}] = {7}, pois f(a) = 1 & {3} (logo o ¢ f[{3}]) e f(B) = 1 & {3} (logo
B¢ f{BY), f(v) =3 € {3} (logoy € f[{3}) e f(6) =2 ¢ {3} (logo 6 ¢ f[{3})];

Temos f[{4}] = @, uma vez que f(a) =1 ¢ {4} (logo & ¢ f[{4}]), f(B) =1 & {4} (logo
B fH{4YD, f(v) =3 ¢ {4} (logo v & f[{4}]) e f(6) =2 & {4} (portanto & ¢ f[{4}]).

Também tem-se im (f) = f[A] = {1,2,3}, pois 1 = f(a) = f(B), 2= f(),3 = f(y) ed ndo é
oriundo de nenhum dos elementos do dominio.

S R ™R
=W N | T

2.2.1 Funcdes de Uma Varidvel Real a Valores Reais

Nesta secao comecamos a estudar o conceito de funcdo de uma variavel real a valores re-
ais, que sdo, formalmente, subconjuntos de R2. Em virtude da “robustez estrutural” de R?,
pode-se estudar intimeros aspectos destas fun¢des sob um olhar geométrico, e portanto mais
intuitivo.

Comecamos apresentando sua definigdo e expressando um modo de interpreta-las geome-
tricamente mediante seus graficos. Veremos como identificar se certas regides planas sdo ou
nao graficos de fungdes.
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Defini¢ao 2.29 (funcdo de uma variavel real a valores reais). Uma fungio f : A — B é
uma fungdo de uma varidvel real a valores reais se, e somente se A CIR, BC Re f éuma
fungdo.

Como exemplo de uma funcdo de uma varidvel real a valores reais, temos a relacio H
dada no Exemplo Nos demais exemplos ndo temos funcdes de uma variavel real a valo-
res reais, pois a cada valor de x correspondem infinitos valores pelas respectivas relagdes.

Como um teste prético para verificar se certa regido do plano é ou ndo grafico de funcao,
temos a seguinte:

Proposicio 2.30 (Critério Geométrico para Grifico de Fungao). Seja R C A x B C R?
uma regido do plano. R é grdfico de uma fungdo com dominio A e contradominio B se, e somente
se, toda reta vertical (paralela ao eixo Oy) contendo o ponto (a,0), para todo a € A, intercepta
R em exatamente um ponto;

Demonstragio. Suponhamos, primeiramente, que R € A X B C R? seja gréafico de funcgao.
Dado qualquer a € A, sendo R gréfico de fung¢do, existe um tnico b € B tal que (a,b) € R.
Logo, a intersecdo de qualquer reta vertical de equagdo x = a intercepta R em exatamente um
ponto de R.

Reciprocamente, suponhamos que toda reta vertical (paralela ao eixo Oy) contendo o ponto
(a,0), para todo a € A, intercepte R em exatamente um ponto. Dado qualquer a € R, a reta
de equagdo x = a intercepta R em (por hipbtese) exatamente um ponto, obrigatoriamente da
forma (a,b) para algum b € B. Como a cada ponto de a corresponde um tnico ponto de b
por R, segue que R ¢, de fato, gréfico de uma fun¢do de uma varidvel real a valores reais. [

Consideremos os conjuntos A = {x ¢ R | 0 < x < 4}, ,ea
regido G do plano esbocada abaixo:

y
4,,
3,,
51 G
1<,
-2 -1 1 2 3 47
_1_
A
72,,
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A regido G acima, esbocada em vermelho, ndo é gréafico de nenhuma funcdo de dominio
A e contradominio B, uma vez que ndo satisfaz o critério estabelecido na Proposicao De
fato, tem-se % € A mas a reta de equagdo x = 1/2 intercepta G em dois pontos, P; e P, de
modo que G ndo cumpre a cldusula (F2):

Yy '
o1 G
Py
10
-2 -1 1 2 *
IR DN
P,
—folx:1/2

Sejam y1,y2 € R os pontos (1 # y2) tais que P1(1/2,y1) e P2(1/2,y2). De fato, pelo ex-
posto acima, como (1/2,y1),(1/2,y2) € G e y1 # Y2, segue que G ndo representa nenhuma
funcdo de dominio A e contradominio B.

Consideremos agora a seguinte regido H do plano xy:

e consideremos os conjuntos A = {x € R | 0 < x < 4} e . Vamos
aplicar o Critério Geométrico para Gréfico de Funcdo a fim de decidir se H é grafico de
alguma func¢do de dominio A e contradominio B.
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Aqui notamos que existe a € A - a saber, a2 = %, tal que a reta vertical x = % ndo intercepta

H em nenhum ponto. H ndo representa uma fungdo de A em B porque ndo representa uma

relagdo total: ao ponto 3 € A ndo corresponde nenhum elemento de B, logo ndo se cumpre a
clausula (F1).

E comum nos depararmos com “expressdes” que subentendem fun¢des, como por exemplo

y=+xouy= %, sem que o dominio ou o contradominio estejam devidamente explicitados.

Nestes casos, recorremos a seguinte:

Observacao 2.31. Quando o dominio de uma fungdo ndo é dado explicitamente, convencionamos que
seu dominio é o maior subconjunto de R no qual a fungio f pode ser definida. Quanto ao contradomi-
nio, se ndo for explicitado, convencionaremos ser R.

Exemplo 2.32. (1) O dominio da fungio dada por f(x) = x* é R, pois para qualquer x € R tem-se
2 € R;

(2) O dominio da fungdo dada por f(x) = /x é Ry = {x € R | 0 < x}, pois tem-se \/x € R se, e
somente se x € IR;

(3) O dominio da fungdo dada por f(x) = % ¢ R\ {0}, pois tem-se % € R se, e somente se x # 0;
Exemplo 2.33. Determine o dominio de definicdo das fungdes dadas pelas segquintes leis:

(@) f(x) =x/(x=1);

(b) y=2/(x*+x);

(@ f(x) =Vx=3;

(d) y=+v6—2x
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Solucao:

Ad (a): para determinarmos o dominio de f(x) = ;%5 devemos determinar todos os valo-
res de nimeros reais que x pode assumir tais que, ao serem substuidos por x nos fornecerado
um numero real. No caso em apreco hd somente uma obstru¢do ao conjunto de valores ao
qual x pertence: tal conjunto ndo pode conter nenhum x € R tal que x —1 = 0 (afinal, ndo
existe divisdo por zero). O tnico 6bice, portanto, é x = 1. Assim, dom. (f) = {x e R | x #

1} =R\ {1}.
2

Ad (b): para determinarmos o dominio de y = e devemos determinar todos os valores
de nimeros reais que x pode assumir tais que, ao serem substuidos por x nos fornecerdo um
nimero real. No caso em apreco hd a seguinte obstrugdo ao conjunto de valores ao qual x
pertence: tal conjunto ndo pode conter nenhum x € R tal que x?> + x = 0 (afinal, ndo existe
divisdo por zero). Mas x> + x = x(x + 1), de modo que x*> + x = x(x + 1) = 0 ocorre se, e
somente se x = 0 ou x = —1. Assim, dom. (f) = {x e R| (x # 0)&(x # —1)} = R\ {—1,0}.

Ad (c): para determinarmos o dominio de f(x) = v/x — 3 devemos determinar todos os
valores de ntimeros reais que x pode assumir tais que, ao serem substuidos por x nos forne-
cerdo um numero real. No caso em aprego hd a seguinte obstrugdo ao conjunto de valores ao
qual x pertence: tal conjunto ndo pode conter nenhum x € R tal que x — 3 < 0 (afinal, a raiz
quadrada de um ntmero estritamente menor do que zero ndo é um namero real). Logo, o
dominio de f consistird de todos os valores “atribuiveis” a x tais que x —3 > 0, o que ocorre
se, e somente se x > 3. Assim, dom. (f) ={x € R | (x > 3)} = [3,00].

Ad (d): para determinarmos o dominio de y = /6 — 2x devemos determinar todos os va-
lores de ntimeros reais que x pode assumir tais que, ao serem substuidos por x nos fornecerdao
um numero real. No caso em apreco héd a seguinte obstrucdo ao conjunto de valores ao qual
x pertence: tal conjunto ndo pode conter nenhum x € R tal que 6 —2x < 0 (afinal, a raiz
quadrada de um ntmero estritamente menor do que zero ndo é um namero real). Logo, o
dominio de y consistird de todos os valores “atribuiveis” a x tais que 6 —2x > 0, o que ocorre
se, e somente se x < 3. Assim, dom. (y) = {x € R| (x <3)} =] — 0, 3].

Um objeto geométrico que protagoniza o estudo das fungdes, permitindo-nos deduzir
diversas propriedades destas, é o dado na seguinte:

Definicdo 2.34 (grafico de uma func¢iao de uma varidvel real a valores reais). Sejam A,B C R

e A i> B uma fungdo. O grdfico de f é o sequinte subconjunto do plano xy:

Graf (f) = {P(x,y) € planoxy | y = f(x)} C plano xy
Uma vez que o plano xy é identificado com R?, tem-se:

Graf (f) = {(x,y) € R? |y = f(x)} = {(x, f(x)) € R? | x € dom. (f) = A}.
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2.2.2 Injetividade, Sobrejetividade e Bijetividade

Veremos, agora, propriedades que fungdes podem ter de modo a caracteriza-las como relacdes
entre a quantidade de elementos de seu dominio e de seu contradominio.

Definicao 2.35 (funcao injetora). Sejam A, B conjuntos e A i) B uma fungdo. Dizemos que
f é injetora se, e somente se:

(Vx1 € A)(Vx2 € A)((x1 # x2) = (f(x1) # f(x2)))

ou, equivalentemente:

(Vxp € A)(Vxa € A)((f(x1) = f(x2)) = (11 = x2)).

Coloquialmente, uma fungdo é injetora se “preserva diferencas” ou, equivalentemente, se “reflete”

igualdades. Para indicar que f : A — B é uma fungio injetora, escrevemos A >£> B.

Quando tratamos de fung¢des de uma variavel real a valores reais, podemos enunciar um
critério que nos permite determinar se sdo injetoras em termos de seus gréficos, que sdo obje-
tos geométricos.

Proposicao 2.36. Sejam A,B C Re A i> B uma fungdo injetora. Entdo para todo b € B, a
reta de equagio y = b intercepta Graf (f) em, no mdximo, um ponto.

Demonstragido. Suponhamos, por absurdo, que f seja injetora, mas que exista algum by € B
tal que a reta de equacgdo y = by intercepta Graf (f) em dois pontos distintos, digamos em
P(ay,bo) e Q(az, by). Como P # Q e by = by, obrigatoriamente tem-se a; # a;. Como
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P(ay,by),Q(az, by) € Graf (f), segue que f(a1) = by e, simultaneamente, f(ay) = by, com a; #
a, contrariando a hipé6tese de ser f uma fungdo injetora. O absurdo vem de supor que exista
algum by € B tal que a reta de equacdo y = by intercepta Graf (f) em dois pontos distintos.
Logo, se f é injetora, entdo para todo b € B, a reta de equagdo y = b intercepta Graf (f) em,
no maximo, um ponto. 0

Coroldrio 2.37 (teste grafico para injetividade). Sejam A,B CRe A i> B uma fungdo. Se
existir algum by € B tal que a reta de equagdo y = by intercepta Graf (f) em mais de um ponto,
entdo f é uma fungdo injetora.

Aplicando o Teste Gréfico de Injetividade, vamos ver que a fungéo:

f: R - R
x = X0

é injetora.

De fato, observe que para qualquer nimero real yp € R = cod (f), a reta de equagdo
y = o intercepta Graf (f) em, no maximo, um ponto:

U

Graf (f)
Yo

Pelo mesmo critério, podemos concluir que a fungéo:

g: R - R
x = xr4+1
ndo ¢ injetora. De fato, qualquer reta horizontal de equagdo y = yp, com yg > 1 interceptard o
grafico de ¢ em dois pontos, P; e P; (logo, ndo é o caso da interse¢do ocorrer em, no maximo,
um ponto):
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y

Graf (g)
Yo P.
0 X

Definicao 2.38 (funcao sobrejetora). Sejam A, B conjuntos e A i) B uma fungdo. Dizemos
que f é sobrejetora se, e somente se:

(Vy € B)(Ix € A)(y = f(x))
ou, equivalentemente:

o . f
Para indicar que uma fungio f : A — B é sobrejetora, escrevemos A — B.

Novamente, para fungdes de uma varidvel real a valores reais podemos deduzir sua sobre-
jetividade observando sua representacdo geométrica, ou seja, seu grafico.

Proposicao 2.39. Sejam A,B CRe A i) B uma fungdo sobrejetora. Entdo para todo b € B, a
reta de equagdo y = b intercepta Graf (f) em, no minimo, um ponto.

Demonstragido. Suponhamos, por absurdo, que f seja sobrejetora, ou seja, que:

flA] =im (f) = B,

mas que exista algum by € B tal que a reta de equacdo y = by ndo intercepta Graf (f). Neste
caso, by € B mas by ¢ f[A], uma vez que f[A] = {b € B | (Ja € A)(f(a) = b)}, ou seja,
f[A] # B. Disto segue que f ndo é sobrejetora, o que contraria nossa hipétese. O absurdo

provém de supormos que existe by € B tal que a reta de equagdo y = by ndo intercepte
Graf (f). O



2.2. FUNCOES 31

Corolario 2.40 (teste grafico para sobrejetividade). Sejam A,B C Re A i) B uma fungdo.
Se existir algum by € B tal que a reta de equagio y = by nio intercepta Graf (f), entdo f ndo é
uma fungio sobrejetora.

Consideremos a fungdo:

g: R - R
x = x2+1
e vejamos, aplicando o teste grafico para sobrejetividade que tal fungdo ndo é sobrejetora.
De fato, para qualquer yop € R = cod (g) tal que yo < 1, a reta horizontal de equacéo
Yy = yp ndo intercepta nenhum ponto do grafico de g. Isto significa que nenhum yp € R tal
que yo < 1 é oriundo de algum elemento do dominio - logo ¢ ndo pode ser sobrejetora.

Graf (g)

Yo

No entanto, se considerarmos a fungao:
h: R — [1,00]
x = x241

veremos que toda reta de equacdo y = vy, para qualquer yp € cod (h) = [1, 00| intercepta o
grafico de h em, pelo menos, um ponto. Logo, & é sobrejetora.

Uma funcdo simultaneamente injetora e sobrejetora é de importancia central na compara-
¢do entre conjuntos. Apresentamos a seguinte definigdo:

Definicao 2.41 (funcdo bijetora). Sejam A,B C Re A i> B uma fungdo. Dizemos que f

é bijetora se, e somente se, for simultaneamente injetora e sobrejetora. Para indicar que uma

fungdo f : A — B é bijetora, escrevemos A i;» B.
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Pense nisto: enuncie um critério grafico para bijetividade de uma funcdo f : A — B,
similar aos critérios enunciados anteriormente para injetividade e sobrejetividade.

2.2.3 Operagdes com Funcdes a Valores Reais

Dada uma fung¢do de uma variavel real a valores reais, A i> B,como A C Re B C R, podemos
operar os elementos de A e de B - e em particular podemos somar, subtrair, multiplicar e, sob
certas circunstancias, dividir elementos do contradominio de f, pois este é parte do conjunto
dos ntimeros reais, onde podemos efetuar estas opera¢des. Em vista disto, podemos “operar”
com fungdes de uma varidvel real a valores reais que admitam elementos na interse¢do dos
seus dominios simplesmente por operar, para cada x, as respectivas imagens das fun¢des.

Temos, portanto, a seguinte:

Defini¢do 2.42. Sejam f : dom (f) - Re g : dom(g) — R duas fungdes tais que dom (f) N
dom. (g) # @.
(i) A fungdo:
f+g: dom.(f)Ndom.(g) — R
X = flx) +g(x)

é denomidada a soma de f e g;

(il) A fungdo:

f—g: dom.(f)Ndom.(g) — R
X = f(x) —g(x)
é denomidada a diferenca de f e g;
(iii) A fungdo:
f-g: dom.(f)Ndom.(g) R

UK}
Pl
a3
o
\a¥

X

é denomidada a produto de f e g;
(iv) Se k € R é um niimero qualquer, entdo a fungio:

k-f: dom.(f) - R
x — k- f(x)

é denomidada o produto de f pela constante k;
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(iv) Se (Vx € dom. (g))(g(x) # 0), entdo a fungdo:

f

=: dom.(f)Ndom.(g) — R
: £(x)
X — m

é denomidada o quociente de f e g;

Definicdo 2.43 (composicao de fungdes). Sejam A,B,C C R, A i> BeBS C fungoes (note bem

que cod (f) = dom. (g)). A composigdo de g com f é a fungio:

gof: A — C
x = g(f(x))

ou seja, é a fungdo g o f tal que:

(Vx € dom. (f))((go f)(x) = g(f(x))).

Sempre que cod (f) = dom. (g), dizemos que g e f sdo componiveis, e podemos definir g o f.

Em termos diagramadticos, costumamos dizer que “o diagrama a sequir comuta”:

Isto significa que:

e f tem como dominio o conjunto A e como contradominio o conjunto B;
e g tem como dominio o conjunto B e como contradominio o conjunto C;
e g o f tem como dominio o conjunto A e como contradominio o conjunto C;

e Para qualquer x € A, obtemos o mesmo elemento em C calculando (g o f)(x) ou calculando
primeiramente f(x) e, em seguida, calculando g(f(x)).
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A B C

F(x) S (F(x)

Exemplo 2.44. Considere:

h: R\{3} - R

X

g: R - R
y + si

fr[-1,1] = R
z = e*
Entdo, uma vez que cod (§) = R # [—1,1] = dom (f), ndo podemos definir f o g, ou seja, f nio
é componivel com g. No entanto, como cod (f) = R = dom. (), de modo que g é componivel
com f, e podemos definir:

gof: [-1,1] — R
z = g(f(z)) = g(e*) =sin(e?)

Como cod (go f) = R # R\ {3} = dom. (h), ndo definimos ho (g o f), h ndo é componivel
com g o f. No entanto, como cod (h) = R = dom. (g), g é componivel com h, e definimos:

goh: R\ {3} — R
X — X3 = sin X+
S\x—3)~ x—3
Exemplo 2.45. Sejam:
fl R — IR+
x = x*+1
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g: ]R.|_ - R
y o= VY
Uma vez que cod (f) = dom. (g), g é componivel com f, e tem-se:
gof: R — R
x = g(f(x))=vx2+1
Como cod (g) = dom. (f), f é componivel com g, e pode-se definir também:
fog: IR+ — R+
y = fgW)=f(vy) =y +1=y+1

Este exemplo ilustra que, em geral, ainda que f o g e g o f estejam ambas definidas, f o g # go f.

Exemplo 2.46. Considere as fungoes:

f: R R
X

_>
— x2—5x+6

¢: R\{0} —» R
1

H —_
/ Yy

Neste caso, nio estd definida g o f, uma vez que cod () = R € R\ {0} = dom. (f) (pois
0€cod(f)e0¢ dom. (g)).

Por outro lado, podemos definir f o g, uma vez que cod (¢) = dom. (f):

)
fog: R\ {0} — R
1 1 5
— f(=)==-2+6
! d <y> U
Observagao 2.47. Sejam A,B,C conjuntos e A 5% B B ENNG fungdes. Entdo dom. (f og) =
dom. (g) e cod (f o g) = cod (f).

Definicdo 2.48 (composicao de fungdes). Sejam A,B,C C R, A % BeB i> C fungoes (note bem
que cod (g) = dom. (f)). A composi¢do de f com g é a fungio:

fog: A — C
x = f(glx))

ou seja, é a fungio g o f tal que:

(Vx € dom. (f))((go f)(x) = g(f(x)))-
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Em termos diagramadticos, costumamos dizer que “o diagrama a sequir comuta”:

A-2.B

N
C
Isto significa que:

e ¢ tem como dominio o conjunto A e como contradominio o conjunto B;

e f tem como dominio o conjunto B e como contradominio o conjunto C;

e f o g tem como dominio o conjunto A e como contradominio o conjunto C;

e Para qualquer x € A, obtemos o mesmo elemento em C calculando (f o g)(x) ou calculando
primeiramente g(x) e, em seguida, calculando f(g(x)).

Sob certas condi¢des adequadas, podemos compor vérias fungdes. Sejam A LN B,B3C
e C i) D trés fungdes. Entdo podemos obter fog : B - D e goh : A — C. Como
cod (h) = dom. (f o g), define-se:

(fog)oh: A— D,

e como cod (g oh) = dom. (f), define-se:

fo(goh): A—D.

A proposicdo a seguir nos mostra que, em ambos os casos, obtemos a mesma funcao:

Proposicao 2.49 (Associatividade da Composicao de Fungdes). Sejam A, B,C e D con-
juntos, esejam f : C — D,g: B — Ceh: A — B fungoes. Tem-se:

fo(goh)=(fog)oh

ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Demonstragio. Ja sabemos que dom (fo (goh)) = A =dom. ((fog)oh) e quecod(fo(go
h)) = cod ((f o g) oh), de modo que para demonstrar a identidade, basta verificarmos que,
para qualquer x € A tem-se:

fo(goh)(x) = (fog)oh(x).
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Por um lado, tem-se fo (goh)(x) = f((goh)(x)) = f(g(h(x))), e por outro lado tem-se

(
(fog)oh(x)=(fog)(h(x)) = f(g(h(x))), o que prova o resultado. -

Proposicao 2.50. Sejam A, B conjuntos e A L. B uma fungdo. Tem-se:

(foida = f)&(idgo f = f)

Demonstragio. Tem-se, naturalmente, que dom. (foidy) = dom. (f)ecod (foids) = cod (f).
Logo, basta mostrarmos que para qualquer a € A tem-se (f oid4)(a) = f(a). De fato, dado
qualquer a € A, tem-se (foid)(a) = f(ida(a)) = f(a), e segue o resultado. A demonstragdo
de que idp o f = f é andloga, portanto a omitiremos. O

2.2.4 Inversas Laterais de uma Fungao: Se¢des e Retracoes

Definicao 2.51 (inversa a esquerda). Sejam A e B conjuntos, e seja f : A — B uma fungdo.
Uma fungdo g : B — A é uma fungdo inversa de f a esquerda se, e somente se:

(gof = idA).

Definicao 2.52 (secdo). Uma se¢do é uma funcio que admite inversa a esquerda.

Definic¢do 2.53 (inversa a direita). Sejam A e B conjuntos, e seja f : A — B uma fungio.
Uma fungdo g : B — A é uma fung¢do inversa de f a direita se, e somente se:

(fog:idB).

Definicdo 2.54 (retracdo). Uma retragdo é uma funcio que admite inversa a direita.

Proposicao 2.55. Toda fungio sobrejetora é uma retragio.

Demonstragio. Seja f : A — B uma sobreje¢ao, de modo que para cada y € B existe pelo menos

um x € A tal que f(x) = y. Podemos construir uma inversa a esquerda para f simplesmente
escolhendo, para cada y € B um tnico elemento x € A tal que f(x) =y. Seja g: B - A uma
tal aplicacdo. Tem-se:

(Vy € B)((fog)ly) = f(x) =y)
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Vif

2.2.5 A Inversa de Uma Funcao

Definic¢do 2.56. Sejam A e B conjuntos, e seja f : A — B uma fungio. A fungdo inversa de
f, quando existir, é uma fungio g : B — A tal que:

(fog=idp)&(go f=ida).

Proposicao 2.57. Sejam A e B conjuntos, e seja f : A — B uma fungdo. Se f admite uma
fungdo inversa g : B — A, entdo g é vinica.

Demonstragdo. Suponhamos que g,¢’ : B — A sejam duas fungdes inversas de f. Mostraremos
que ¢ = g’. Como g e ¢’ ttm 0s mesmos dominios e contradominios, pela Defini¢io basta
mostrarmos que g e ¢’ tém a mesma lei.

Como g é inversa de f, segue que para qualquer y € B:

(fog)ly) =idp(y) =y

Aplicando g’ aos dois membros da igualdade acima e observando que ¢’ o f = idy4, segue
que:

g o(fog)(y) =g oidp(y) =¢&'(y)
(&' of)ogly) =8y
idgog(y) = ¢'(v)

s(y) =¢'(y)

Uma vez que (Vy € B)(g(y) = §'(y)), segue do que observamos anteriormente que ¢ = g’. [
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Teorema 2.58. Sejam A,B C Re A i> B uma fungio bijetora. Entdo existe uma tnica fungdo

=1
B — A tal que:

foft=idp (2.1)

flof=ids (2.2)

Demonstragido. Suponhamos, primeiramente, que f : A — B seja bijetora e, em seguida, vamos
construir uma inversa para f. A inversa de f deve ter, como dominio, o conjunto B, e como
contradominio o conjunto A. Devemos, portanto, estabelecer uma relacdo univoca e total,
g:B— Atalque fog=idpegof =ida.

Dado y € B qualquer, como f é bijetora e, em particular, sobrejetora, existe x € A tal que
f(x) = y. Como f é bijetora e, em particular, injetora, segue que este x tal que f(x) =y é
Unico. Assim, estabelecemos uma funcao:

g: B — A
y ~— o unico x tal que f(x) =y

Note que a totalidade de g provém do fato de ser f sobrejetora, e a univocidade de g
provém do fato de f ser injetora. Note que:

(Vx € A)(g(f(x)) = x)

e que:

(Vy € B)(f(8(¥)) = v),

de modo que go f =id4 e f o ¢ = idg. Outrossim, note que, por construcao, esta fungdo g é
tinica. Segue que g = f 1.
O

Observacao 2.59. Em termos diagramdticos, dizemos que o “diagrama a seguir comuta”

Isto significa que:



40 CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES
e gof =idy;
e fog=idp;

e foidy =idpo f;

Definicio 2.60 (funcio inversa). A fungio f ' : B — A dada no Teorema é denominada

a fungdo inversa de A i> B.

Da defini¢do de fungdo inversa segue a:

Proposicdo 2.61. Dada uma fungio f : A — B bijetora, temos:

(Va € A)(Vb e B)(f(a) =b < a= f1(b)).

Demonstragio. Sejam a € A e b € B tais que f(a) = b. Aplicando f~! aos dois membros desta
igualdade, obtemos (pelo fato de f~! ser funcao):

e como flo f =idu, tem-se:

a=ida(a) = f7'(f(a)) = f1(b).

Reciprocamente, sejam a € A e b € B tais que a = f~!(b). Aplicando f aos dois membros
desta igualdade, obtemos (pelo fato de f ser fungdo):

e como f o f~! = idg, tem-se:

Teorema 2.62. Se f : A — B é uma funcio de uma varidvel real a valores reais invertivel, com
inversa {1 : B — A, entdo Graf (f) e Graf (f 1) sdo simétricos em relagio a primeira bissetriz
(i.e., a reta de equagio y = x).
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Graf (f)

Demonstragio. Seja P(x,y) um ponto de Graf (f), ou seja, tal que y = f(x). Pela Propo-
sicdo [2.61, tem-se f~!(y) = x, de modo que (y,x) € Graf(f~!). Devemos mostrar que
P'(y,x) € Graf(f~!) é simétrico de P em relagdo a reta r de equacdo y = x, ou seja, que
P(x,y) e P'(y, x) sdo equidistantes da reta r.

Observamos na figura a seguir que:
e RP = RP’, pois ambos medem y — x;
e /(PRQ) = Z(QRP’), pois ambos medem 77/4, ja que r é a primeira bissetriz;

e RQ é um lado comum aos triangulos APQR e AP'QR;
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Segue das trés observagdes acima, pelo caso lado-angulo-lado de congruéncia de tridngu-
los, que APQR = AP'QR. Segue disto que a distancia de P a Q, d(P, Q), é igual a distancia de
P'aQ,d(P,Q). Segue, portanto, que os pontos P e P’ sdo simétricos pela primeira bissetriz.

O

Ao removermos a hipétese de invertibilidade de f no teorema anterior, ndo podemos
garantir que a reflexdo de Graf (f) - que denotamos abaixo por Graf (f)°P. pela primeira
bissetriz seja grafico de alguma funcdo. Veja o seguinte exemplo:

y

N

Graf (f)

AN

Graf (f)°P

N\

Usando-se a Proposicao verifica-se que embora f seja uma fungdo, seu gréfico refle-
tido pela primeira bissetriz, Graf (f)°P ndo é grafico de nenhuma fungéo.
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2.3 Relagoes de Equivaléncia

Até este ponto estudamos as relagdes entre conjuntos quaisquer. Nesta subsecdo, veremos as
relagdes de um conjunto, A, nele mesmo, ou seja, relagdes R C A x A.

Quando trabalhamos com rela¢gdes de um conjunto nele mesmo continuam vélidas todas
as defini¢des e propriedades vistas até agora, bastando trocar A x B por A x A. Uma relagao
de A em A sera denominada por “relacdo em A”.

Definicao 2.63 (diagonal de um conjunto). Dado um conjunto A qualquer, a diagonal de
A, denotada por A(A), é o conjunto:

A(A) ={(a,a) | a € A}.

Definicao 2.64 (relacao reflexiva). Sejam A um conjunto e R C A X A uma relagido em A.
Dizemos que A é uma relagdo reflexiva quando:

(Vx € A)((x,x) € R),
ou, equivalentemente, se A(A) = {(x,x) | x € A} CR.

Exemplo 2.65. Seja A = {a,b,c,d}. Arelagio R, = {(a,a),(a,b), (b,1),(b,c),(c,c),(c,d),(d,4d)}
é reflexiva, enquanto que R, = {(a,a),(b,b),(b,c),(c,d),(d,d)} ndo é reflexiva, uma vez que
(c,c) ¢ Ro.

Exemplo 2.66. Seja R o conjunto de todas as retas de um plano, e considere a relagio {(r,s) € R x R |
r L s}. Como nenhuma reta é perpendicular a si mesma, segue que esta relagio nio é reflexiva

Exemplo 2.67. Sejam E o conjunto de todos os tridngulos coplanares de R?, e considere em E a relagdo:

R ={(t1,t2) € E X E | t; é congruente a t,}
é uma relagdo reflexiva, uma vez que todo tridngulo é congruente a si proprio.

Exemplo 2.68. Considere em IN a relagio {(m,n) € N x N | p|(n —m)}, para algum niimero
primo p € IN. Como p|0, seque que esta relagdo é reflexiva — afinal, para qualquer n € N, p|(n —n) e
portanto (n,n) € {(m,n) € N x N | p|(m —n)}.

~

Definicao 2.69 (relacdo simétrica). Sejam A um conjuntoe R C A X A uma relagdo. Dize-
mos que ‘R é uma relagdo simétrica se:

(Vxe A) My e A)((x,y) e R= (y,x) € R)
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Isto significa que, se o par (x,y) pertence a relagdo, obrigatoriamente o par (y, x) também
deve pertencer a relagdo. Uma relagdo R C A x A é ndo simétrica se existir (x,y) € R com

x # y tal que (y,x) ¢ R.

Exemplo 2.70. Seja R o conjunto de todas as retas de um certo plano, e considere a relagio {(r,s) €
R x R | r//s}. Esta relagdo é simétrica, uma vez que se r/ /s entdo forcosamente s/ /1.

Exemplo 2.71. Sejam A = {0,1,2,3,4} e R = {(m,n) € Ax A | m|n}. A relacio R é nio-
simétrica, uma vez que embora (2,4) € R, (4,2) ¢ R.

Definicdo 2.72 (relacdo antissimétrica). Seja A um conjunto. Uma relagio R C A X A é
antissimétrica se:

(Vx € A)(Vy € A)((((x,y) € R)&((y,x) €R)) = (x =y))

Definicdo 2.73 (relacdo transitiva). Seja A um conjunto. Uma relagio R C A x A é transi-
tiva se:

(Vxe A)(Vye A)(Vz € A)(((x,y) € R)&((y,z) € R) = ((x,z) € R))

Exemplo 2.74. No conjunto IN considere a relagdo:

<={(mn) e NxN|(FreN)(n=m+r)}
é transitiva, uma vez que dados m,n,p € N, sem < nen < p, podemos concluir que m < p.
Exemplo 2.75. Dado um conjunto A, considere p(A) = {X | X C A}. A relagio:

C={(X,Y) € p(A) x p(A) | (Vx e A)((x € X) = (x € Y))}

¢ uma relacdo transitiva.

Definicdo 2.76 (relacao de equivaléncia). Dados um conjunto A e uma relagio R C A x A,
dizemos que R é uma relagdo de equivaléncia se, e somente se R for reflexiva, transitiva e
simétrica, ou seja, se, e somente se, valerem o0s seguintes axiomas:

R) (Vx € A)((x,x) € R) (propridade reflexiva);

(T) {(jV;c f A)(;Vy)e A)(Vz € A)((((v,y) € R)&((y,z) € R)) = ((x,z) € R)) (proprie-

S) (vx e A)(Vy € A)(((x,y) € R) = (y,x) € R) (propriedade simétrica).
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Exemplo 2.77. Seja A o conjunto de todas as retas coplanares e R a relagdo de paralelismo, ou seja,
R={(r,s) € Ax A|r//s}. R éuma relagio de equivaléncia. De fato, dadas quaisquer r,s,t € A,

tem-se:
(R) (Vre A)(r//r);
(T) (Vrec A)(Vsc A)(Vte A)((r//s)&(s//t) = (r//1));

S) (VMre A)(Nse A)(r//s=s//r);
Observagao 2.78. E bastante comum usar o simbolo ~ para denotar uma relagdo de equivaléncia em
um conjunto A qualquer. Também costumamos escrever a ~ b para denotar (a,b) €~. Lemos a ~ b

como “a é equivalente a b”.

Definicdo 2.79 (classe de equivaléncia). Sejam A um conjunto, R C A x A uma relagio de
equivaléncia em A e a € A um elemento. A classe de equivaléncia de a, que denotamos por

[a], é o conjunto de todos os elementos de A equivalentes a a, ou seja:

[a] ={be A| (ab) € R}

Exemplo 2.80. Com respeito ao Exemplo dada uma retar € A,

r|={s€A|r//s}

Costumamos denominar a classe de equivaléncia acima como “a diregdo de r”

Definicao 2.81 (conjunto quociente). Sejam A um conjunto e R C A x A uma relagio de
equivaléncia em A. O conjunto quociente de A por R é o conjunto de todas as classes de

equivaléncia:
e ={dlxea)

\.

Exemplo 2.82. Quanto ao Exemplo ao conjunto quociente:

A

R

denominamos plano projetivo real.

Teorema 2.83. Sejam A um conjunto e R C A X A uma relagdo de equivaléncia. Tem-se:

(a) Todo elemento de A pertence a alguma classe de equivaléncia de A/ R;

(b) Cada elemento de A pertence a uma vnica classe de equivaléncia de A/R, ou seja, se
a,b € A forem tais que (a,b) ¢ R, teremos [a] N [b] = @
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Demonstragido. Ad (a): [Estrutura da prova: prova direta] Como R é uma relacdo de equi-
valéncia, tem-se que R é, em particular, uma relacdo reflexiva. Desta forma, dado a € A,
obrigatoriamente tem-se (a,4) € R, de modo que a € [a].

Ad (b): [Estrutura da prova: prova direta] Como R é uma relacdo de equivaléncia, tem-se
que R é, em particular, uma relagdo transitiva e simétrica. De fato, se x € [a] N [b], tem-se
x € [a] — de modo que (x,a) € R —e x € [b] — de modo que (x,b) € R. Pela simetria de R,
tem-se que (x,4) € R = (a,x) € R, e pela transitividade, segue que ((2,x) € R)&((x,b) €
R)) = (a,b) € R. Decorre dai que [a] = [b]. O

2.4 Relac¢des de Ordem: Supremo e Infimo

Para compreender diversos conceitos a respeito de métricas — como, por exemplo, para defi-
nirmos distancias entre pontos e conjuntos — faremos frequente uso dos conceitos de supremo
e de infimo. A fim de que este material seja auto-contido, dedicamos esta subsecdo a apresen-
tar estes conceitos e algumas de suas propriedades.

Definicao 2.84 (relacdo de ordem parcial). Seja A um conjunto. Uma relagdo de ordem
parcial < em A é uma relagio entre elementos de A satisfazendo as seguintes condigoes:

(PO1) (Va € A)(a = a), ou seja, A(A) C= (reflexiva);
(PO2) (Vaec A)(Vbe A)(Ve € A)((a 2 b)&(b < ¢) = (a < ¢)) (transitiva);

Lemos a < b como “a precede b”.

Exemplo 2.85. Seja A um conjunto nio vazio. O par (p(A), C) é um conjunto parcialmente orde-
nado. De fato, dado qualquer X € p(A) (isto é, X C A) tem-se A C A, edados X,Y,Z € ©(A), caso
tenhamos X C YeY C Z, teremos X C Z.

Exemplo 2.86. Considere o par 9t = (N, |),em que | = {(m,n) e NxN | (3g € N)(n =m-q)}.
Denotamos (m,n) € | por m|n, o que lemos como “m divide n”. Vamos verificar que 1 é um conjunto
parcialmente ordenado: de fato, como todo niimero natural divide a si préprio ((¥n € IN)(n|n)) e, se
m,n,p € N sdo tais que m|n e n|p, entdo m|p. De fato, como m|n, existe g € N tal quen =m-q, e
como n|p, existe r € IN tal que p = r - n. Desta forma, p = (v - q) - m, donde m|p.

Definic¢ao 2.87 (conjunto parcialmente ordenado). Um conjunto parcialmente ordenado
é um par, (A, =),em que A é um conjunto e < é uma ordem parcial em A.

Seja A = (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dados dois elementos a4,b € A,
dizemos que sdo comparaveis se ocorrer, pelo menos, uma das seguintes situagdes: 2 < b ou
b<a.
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Exemplo 2.88. No conjunto parcialmente ordenado dado no Exemplo dado qualquer X € p(A),
@ e X sdo compardveis, uma vez que & C X.

Exemplo 2.89. No Exemplo dados quaisquer primos distintos p,q € IN, tem-se que p e q ndo
sido compardveis, pois nio ocorre p|q nem q|p.

Definicao 2.90 (relacdo de ordem). Dado um conjunto A, uma relagdo de ordem é uma
ordem parcial = antissimétrica, ou seja, tal que vale:

01 (Vae A)(a =Za);
(02) (Vac A)(Vbe A)Vee A)((a 2 b)&(b <c¢) = (a <X¢));

(03) (Yae A)(Ybe A)((a < b)&(b < a) = (a = b)).

Exemplo 2.91. Dado um conjunto A qualquer, C é uma relagdo de ordem em ©(A), uma vez que
seque do Axioma da Extensionalidade que (A C B)&(B C A) = (A = B).

Defini¢do 2.92 (conjunto ordenado). Um conjunto ordenado é um par, A = (A, <),em
que A é um conjunto qualquer e =< é uma relagio de ordem em A.

Definicao 2.93 (conjunto totalmente ordenado). Um conjunto totalmente ordenado é
um par, (A, =),em que A é um conjunto e < é uma ordem em A na qual quaisquer dois elementos
de A sdo compardveis.

Definig¢do 2.94 (cota inferior). Sejam A = (A, <) um conjunto ordenado, X C Aea € A.
Dizemos que a é uma cota inferior de X se:

(Vx € X)(a < x).

Uma cota inferior, a, de X serd denominada um minimo de X caso a € X, e neste caso escreve-
mos a = min X.

Em um conjunto ordenado 2 = (A, <), dizemos que X C A é limitado inferiormente se
existir em A uma cota inferior de X.
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Definigdo 2.95 (cota superior). Sejam 2 = (A, <) um conjunto ordenado, X C Aea € A.
Dizemos que a é uma cota superior de X se:

(Vx € X)(x =2 a).

Uma cota superior, a, de X serd denominada um mdximo de X caso a € X, e neste caso
escrevemos a = max X.

Em um conjunto ordenado 2 = (A, <), dizemos que X C A ¢é limitado superiormente se

existir em A uma cota superior de X.

Defini¢do 2.96 (conjunto limitado). Sejam A = (A, <) um conjunto ordenado e X C A.
Dizemos que X é um conjunto limitado se X admitir uma cota superior e uma cota inferior.

Sejam 2 = (A, <) um conjunto ordenado e X C A. Denotaremos por A(X) o conjunto de

todas as cotas inferiores de X, ou seja:

AMX)={aeA|(Vxe X)(a=<x)},

e denotaremos por A(X) o conjunto de todas as cotas superiores de X, ou seja:

AX)={ac A|(Vxe X)(x <a)}.

Nestes termos, podemos enunciar as seguintes:

Definicdo 2.97 (infimo). Sejam A = (A, <) um conjunto ordenado e X C A um conjunto
limitado inferiormente. O infimo de X, denotado por inf X, é a maior das cotas inferiores de X,
ou seja:

inf X = max A(X).

Defini¢do 2.98 (supremo). Sejam A = (A, <) um conjunto ordenado e X C A um conjunto
limitado superiormente. O supremo de X, denotado por sup X, é a menor das cotas superiores
de X, ou seja:

sup X = min A(X).

Neste texto frequentemente lidaremos com supremo e infimo de subconjuntos de R. As-
sim, no que segue, consideraremos o conjunto ordenado (R, <).
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Exemplo 2.99. O conjunto sem elementos, @, é limitado, por vacuidade.
Exemplo 2.100. Para quaisquer a,b € R, qualquer intervalo da forma | — co,a| ou | — 00, a] é limitado
superiormente, mas nio inferiormente. Todo intervalo da forma [b, oo ou |b, oo[ é limitado inferior-
mente, mas ndo superiormente. Finalmente, se a < b, entio os intervalos [a,b],a,b],a,b[, [a, b[ sdo
todos limitados (superior e inferiormente).
Exemplo 2.101. O conjunto:
2
X
=< —-——|x€eR
7<)
é limitado superiormente e inferiormente. De fato, para qualquer x € R tem-se:
x2 < 241

de modo que:

e X é limitado superiormente.

Para ver que A é limitado inferiormente, basta observarmos que 0 < x> < x> + 1, ou seja,

x2

0< ——.
—x24+1

Assim,

x2
(¥x € R) <0§x2+1§1>

donde segue que X é limitado.

Exemplo 2.102. Qualquer conjunto finito de niimeros reais é limitado. De fato, considere F =
{x0,x1,- -+ ,xn} C R. Como R estd totalmente ordenado, existe em F um elemento minimo, que
denotaremos por min(F) e um elemento mdximo, que denotaremos por max(F). Tem-se, assim:

(Vx € F)(min F < x < maxF).

Abaixo apresentamos as caracteriza¢des do supremo e do infimo de certos subconjuntos
de R que serdo utilizadas frequentemente ao longo do curso.
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Teorema 2.103. Seja X C R um conjunto limitado superiormente, ou seja, tal que existe K > 0
tal que:

(Vx € X)(x < K).
O niimero real S € R é o supremo de X se, e somente se:
(S (Vx € X)(x <S);
(S2) (Ve>0)(Fx € X)(S—e<x<8S)

S =sup X r } } E >

Demonstragido. Suponhamos satisfeitas as condi¢des (S1) e (S2) e mostremos que S é a menor
das cotas superiores. [Estrutura da prova: consequentia mirabilis: (—a — ) — a.

Seja S’ uma cota superior de X e suponhamos S’ < S. Tomando € = S — 5" > 0, existir4,
por hipétese, x5 g € X tal que S—e = S’ < x, < S — 0 que contradiz o fato de S’ ser cota
superior de X.

[Estrutura da prova: contraposi¢do ((«# — B) <> (= — —a))] Reciprocamente, suponha-
mos que S seja o supremo de X. Por defini¢do, S serd uma cota superior, logo (S1) esta
automaticamente satisfeita. Basta mostrarmos que vale (S2).

Suponhamos que dado & > 0 tivéssemos, para todo x € X, x < S —e. Seguiria dai que

S — e seria uma cota superior de X menor do que S, e haveria uma contradi¢do com o fato de S
ser a menor das cotas superiores. Assim, para todo ¢ > 0 existe x, € X tal que S —e < x; < S.
O

Exemplo 2.104. O conjunto X = {x €¢ R | 0 < x < 1} = [0, 1] é ndo-vazio (por exemplo, 0 € X)
e limitado superiormente (por exemplo, pelo nmiimero 1, uma vez que (Vx € [0,1])(x <1 < 1)). Para
determinarmos o supremo deste conjunto, devemos encontrar a menor de todas as cotas superiores.
Vemos que todo niimero maior ou igual a 1 é cota superior de [0,1], o que nos sugere que a menor
dessas cotas seja exatamente 1. Temos o sequinte “palpite”:

sup[0,1[= 1.

Vamos ver que este é mesmo o caso.

(S1) estd satisfeita, pois conforme observamos acima, 1 é cota superior;
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(52) Vamos ter que demonstrar, agora, que se tirarmos qualquer quantia positiva € > 0 de 1, por
menor que seja essa quantia, 1 — ¢ ndo é cota superior de X = [0, 1] (ou seja, nenhum niimero menor
que 1 é cota superior de X). De fato, dado qualquer € > 0, hd (pelo menos) um elemento x, € [0,1] que
“testemunha” que 1 — € ndo é cota superior: basta tomarmos o ponto médio entre 1 — e e 1, ou seja,
basta tomarmos:

ngl—*.
Temos, assim,
€
1—e<1—§:x5<1.

Como este arqumento pode ser replicado para qualquer € > 0, tem-se:
(Ve > 0)(Fxe € [0,1])(1 —e < xe < 1), ewvale(S2).

X
I I

-
L
1—81_% 1

v

Om

O teorema a seguir pode ser provado de modo anélogo a prova do Teorema [2.103

Teorema 2.105. Seja X C R um conjunto limitado inferiormente, ou seja, tal que existe K > 0
tal que:

(Vx € X)(K < x).
O niimero real s € R é o infimo de X se, e somente se:
(I (Vx e X)(s < x);
(I2) (Ve>0)(Ix; € X)(s < xe <s+e¢)

1)
|
—-
=
ey
>~
m
m
v

Proposicao 2.106. Sejam A,B C R conjuntos limitados superiormente. Se A C B, entdo
sup A < sup B.

Demonstragdo. [Estrutura da prova: prova direta. A ideia é demonstrar que sup B é uma cota
superior para A, e como sup B é a menor de todas as cotas superiores de B, seguird que
sup B <sup A.]
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Seja xp = sup B, de modo que, em particular, (Vb € B)(b < xp). Note que como A C B,
tem-se a € A = a € B, e portanto:

(Va e A)(a < xq),

sendo xp uma cota superior para A. Por defini¢do, sup A é a menor de todas as cotas superiores
de A, de modo que:

sup A < xop = sup B.

Proposicao 2.107. Sejam A,B C R conjuntos limitados inferiormente. Se A C B, entdo
inf B <inf A.

Demonstragio. [Estrutura da prova: prova direta. A ideia é demonstrar que inf B é uma cota
inferior para A, de modo que como inf A é, por definigdo, a maior das cotas inferiores, seguird
que inf B < inf A.]

Seja xo = inf B, de modo que, em particular, (Vb € B)(xp < a). Note que como A C B,
tem-se a € A = a € B, e portanto:

(Va e A)(xo <a),

sendo xp uma cota inferior para A. Por defini¢do, inf A é a maior de todas as cotas inferiores
de A, de modo que:

inf B < inf A.

Proposicgao 2.108. Sejam A, B C R ndo vazios. Se:

(Va € A)(Vb € B)(a < b),

entdo:

sup A <infB

Demonstragio. [Ideia da prova: desdobramento natural das defini¢des] De fato, por hipétese,
cada b € B é uma cota superior para A. Como sup A é a menor das cotas superiores de A,
segue-se que para todo (Vb € B)(sup A < b).

Decorre da discussdo acima, portanto, que sup A é uma cota inferior para B, e como inf B
é a maior das cotas inferiores de B, segue que:

sup A <infB.
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Proposicao 2.109. Sejam A, B C IR conjuntos limitados superiormente. Seja:

A+B={a+b|(ac A)&beB)}

Entdo:

sup(A+B) =supA+supB

Demonstragio. [Ideia da prova: aplicagdo direta do Teorema [2.103] De fato, sejam & = sup A e
B = sup B. Mostraremos que « 4 8 é a menor das cotas superiores de A + B.

Seja v € A + B qualquer, de modo que existem a € A e b € B tais que vy = a + b. Temos
certamente a < w e b < B, de onde segue que:

y=a+b<a+p=supA+supB

de modo que « + 8 é uma cota superior para A + B.
Dado ¢ > 0, mostremos que (« + B) — € ndo é cota superior de A + B.

De fato, podemos escrever (v + ) —¢ = (¢ —5) + (B —5). Uma vez que a é supremo
de A, a — 5 nio € cota superior de A, de modo que existe a; € A tal que a — 5 < ag < a.
Analogamente, como $ é supremo de B, B — 5 nio é cota superior de B, de modo que existe
be € B tal que f — 5 < be < B. Desta forma, tem-se vz = asz +b: € A+ B tal que:

(a+p)—e<ag+Ps<a+p

Logo, nenhum ntmero menor do que a + 8 é cota superior de A + B. Segue, portanto,
que « + B é a menor das cotas superiores de A + B, ou seja, sup(A + B) = a + B. O

Convém registrar alguns fatos sobre o conjunto ordenado (R, <):

Axioma 2.110 (Axioma do Supremo). Existe um corpo ordenado, que denotamos por R, que
contém Q enquanto subcorpo, tal que todo conjunto X C R ndo vazio limitado superiormente
admite supremo em R.

Segue diretamente do axioma acima o seguinte:

Teorema 2.111. Se X C R é ndo-vazio e limitado inferiormente, entdo X admite infimo em R.
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Demonstragio. Considere o conjunto:

~X={-x|xeX}

Uma vez que X é limitado inferiormente, existe N € R tal que:
(Vx € X)(N < x)

e portanto:

(Vx € X)(—x < —N),

de modo que —X é limitado superiormente. Como X # @, segue que —X # o, e pelo Axioma
do Supremo existe « € R tal que & = sup(—X).

Afirmamos que inf X = —a.

De fato, como « é cota superior para —X tem-se, para todo x € X:

—x <
donde:
—un < Xx,

e portanto —«a é cota inferior para X (i.e., vale (I1)).
Para qualquer ¢ > 0, como & = sup(—X), existe x; € X tal que a — e < —x; < @, oy,
equivalentemente:

—n < x. < —a—+¢
e vale (I2). Logo —a = inf X. [

Propriedade Arquimediana de R (versdao 1): Se x > 0 e y sdo dois nimeros reais
quaisquer, entdo existe pelo menos um g € IN tal que:

np-x >y

Demonstragio. Suponhamos, por absurdo, que para todo n € IN tenhamos nx < y; considere-
mos entdo o conjunto:

A={n-x|ne€N}

A certamente ndo é vazio, uma vez que 1 € A (pois 1-x = x € A), e é limitado supe-
riormente por y. Pelo Axioma do Supremo, existe « € R tal que « = sup A. Como x > 0,
a —x < «; assim, « — x ndo é cota superior de A (por ser menor que o supremo). Logo, existe
m € NN tal que:

x—x<m-x
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e dai segue que:

a<(m+1)-x,

0 que é um absurdo, pois & é o supremo de A e (m+1)-x € A. Deste modo, supor que
(Vn € N)(n-x <y) nos leva a um absurdo. Logo deve existir ny € N tal que np-x >y. O

Teorema 2.112 (Propriedade Arquimediana de R (versao 2)). Em R, dado qualquer e > 0
existe ng € IN tal que:

1
0<—<e
no

Demonstragio. Consideremos, na Propriedade Arquimediana (versdo 1), x como sendo € e y
como sendo 1. Assim, existe 19 € IN tal que:

np-e>1,

ou seja,

1
£ > —.
no

]

Note que o fato de considerarmos X como subconjunto de R é essencial para garantir a
existéncia do supremo (que é um elemento do conjunto no qual X esta imerso). A propriedade
dada pelo Axioma do Supremo ndo é valida, em geral, se ndo estivermos trabalhando em RR.
Consideremos o seguinte exemplo que nos ilustra que em Q, nem todo conjunto ndo vazio e
limitado superiormente admite supremo em Q.

Exemplo 2.113. Considere:

X={xcQ|x*<2}CQ.

Note que X é limitado superiormente, pois o niimero 2 é uma cota superior para X. Com efeito, se
x? < 2 entdo, em particular, x < 2.

Observe, também, que X # &, pois 1 € X.

Vamos demonstrar que embora este conjunto seja nio vazio e limitado em Q, X ndo admite supremo

em Q.

Faremos isto decompondo Q como reunido de dois subconjuntos, a saber, X e Q \ X.



56 CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES

Afirmagdo (1): Nenhum elemento de X é supremo de X;

Com efeito, para todo d € X, mostraremos que existe h > 0 tal que d +h € X - de modo que
nenhum elemento de X é cota superior de X e, muito menos o supremo de X.

Dado qualquer niimero racional d € X, ou seja, tal que d> < 2, é sempre possivel obter um niimero
racional d + h, com h niimero racional positivo, tal que (d + h)? < 2. Esta desigualdade se verifica se,
e somente se:

d* +2dh + h* < 2,
ou seja, se, e somente se:
2dh + h* < 2 —d%.
Note que como d € X, 2 —d? > 0. Assim, a desigualdade anterior fica:
h-(2d+h) <2—d?
ou seja:

2—d?
2d+h
Como h < 1, seque que 2d + h < 2d 41 e que:

h <

2 — 4?2 _ 2 —d?
2d+1 ~2d+H

de modo que se exigirmos que:
2 —d?
2d +1
teremos, consequentemente, h < (2 —d?)/(2d + h) e, portanto (d + h)? < 2.

O<h<

Afirmagdo (2): Nenhum elemento de Q \ X é a menor das cotas superiores de X;

Seja o € Q\ X, de modo que a é uma cota superior para X. Mostraremos que existe € > 0 tal que
« — € ainda é cota superior para X.

Um tal & > 0 deverd ser tal que 2 < (« — €)?, ou seja, tal que:

2<oc2—20cs—|—82,

e como a® > 2, segue que:
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2ae— 2 < a? -2

(2a —¢) e < a®—2

e portanto bastaria tomarmos e satisfazendo:

_ a’—2
€ )
200 — €
Como e > 0, tem-se 20 — € < 2w e, assim:
1 1
— <

) < )
2x 200 — ¢

Basta, portanto, tomarmos & = , e teremos que (x — €) ainda é cota superior de X - de modo

que x ndo é a menor das cotas superiores de X e, muito menos o supremo de X.

Das afirmacdes (1) e (2) segue que nenhum elemento de X U (Q \ X) = Q pode ser supremo de X.
Logo, embora X C Q seja ndo vazio e limitado superiormente, X ndo admite supremo em Q.

Vamos, agora, comparar os dois conjuntos ordenados R = (R, <) e Q = (Q, <). Observe
que ambos, R e Q tém a relacdo de ordem compativel com a estrutura de corpo. Isto significa
que, para K € {Q, R} tem-se:

a<b= VMceK)(a+c<b+c)

(0<a)&(0<b)=(0<a-b),

onde +, - e 0 sdo, respectivamente, as operagdes de soma, produto e o elemento neutro da
soma do corpo K.

A relagdo de ordem, tanto em Q quanto em IR, é total, ou seja, para quaisquer dois ntime-
ros racionais p e g, podemos sempre afirmar que p < g ou que 4 < p, e para quaisquer dois
nimeros reais r e s, podemos sempre afirmar que r < sous <.

As relacoes de ordem em R e em Q sdo densas: isto significa que, dados quaisquer r,s € R
tais que r #ser <s, existe t € R tal que r < t <5, e dados quaisquer p,q € Q tais que
p # q, existe algum u € Q tal que p < u <.
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O Axioma do Supremo vem, portanto, distinguir R de Q, uma vez que todo conjunto
ndo-vazio e limitado superiormente em R admite supremo em R mas nem todo conjunto
ndo-vazio limitado superiormente em Q admite um supremo em Q. Isto é o que nos da a
continuidade (no sentido de auséncia de lacunas) do conjunto dos ntimeros reais.



Capitulo 3

Espacos Métricos

3.1 Motivacao: o que é distancia?

Conforme apontado por G. Loibel em [Loil], um dos conceitos mais importantes da Matema-
tica utilizado também em muitas outras ciéncias e na tecnologia é a noc¢do de fungdo continua.
Nos cursos de Célculo, ela geralmente se apresenta da seguinte forma:

Sejam A C R", xp = (x1,--- ,xn) € A. Dizemos que f : A C R" — RP? é continua em
xp se, dado &€ > 0, for possivel tomar J > 0 tal que para todo X € A, cuja distancia até xp
seja menor do que 4, tenha-se que a distancia de f(X) a f(xp) seja menor do que e.

Coloquialmente, podemos dizer que “f é continua em X se, a fim de se obter valores de
f(X) arbitrariamente pr6ximos de f (X)), bastar escolher X suficientemente préximo de xp.”

A distancia entre dois pontos de IR"” geralmente é medida pela “distancia euclidiana”, que
generaliza a expressdo da distancia da Geometria Analitica plana ou espacial em coordenadas
ortogonais.

No entanto, ndo utilizamos locug¢des deste tipo somente no caso de fung¢des definidas e
com valores em espagos euclidianos. Considere os seguintes exemplos, apresentados por G.
Loibel em [Loi]:

Exemplo 3.1. Vocé concordard facilmente com a afirmacdo de que “as 3 horas os ponteiros de um
reldgio estdo mais proximos entre si do que as 6 horas”, ou que”conforme chega meio-dia, o ponteiro dos
minutos aproxima-se arbitrariamente do ponteiro das horas.”

Uma formulagdo matemadtica mais precisa da primeira das afirmagdes do exemplo acima
seria dizer “duas semirretas perpendiculares estdo mais proximas entre si do que duas que
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formam um angulo raso.” A distancia entre as semirretas seria, entdo, medida, pelo menor
angulo entre elas.

Exemplo 3.2. Seja I uma curva e seja P um de seus pontos. Seja Q um ponto varidvel de I'. Para
cada Q; # P, consideremos a reta secante r; = PQ;. Costuma-se dizer que “quando Q; tende a P, a
reta secante r; tende a reta tangente, t, a I' no ponto P”, ou entdo que “para que a secante PQ; fiqgue
arbitrariamente proxima da tangente t, basta que Q; esteja suficientemente proximo de P”.

, reta secante rq

7z
- - reta secante
-

reta tangente ¢

No exemplo acima, a distancia entre P e Q; é, novamente, medida pela distancia euclidi-
ana. No entanto, o que significa dizer que “a reta r; estd proxima da reta t”?

E claro que para qualquer que seja o ponto ponto Q; # P, a reta r; correspondente corta a
reta t no ponto P e, portanto, encontramos nela pontos arbitrariamente afastados da reta ¢ e,
reciprocamente, em t existem pontos arbitrariamente distanciados de r;. Devemos, portanto,
medir a proximidade das retas, mas ndo pela proximidade de seus pontos. Usa-se, neste caso,
a medida do angulo (em graus ou radianos, por exemplo).
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Exemplo 3.3. Seja K o conjunto das circunferéncias de um plano: podemos convencionar que uma
circunferéncia varidvel I' se aproxima de uma outra circunferéncia fixa A se, ao mesmo tempo, o centro
da primeira se aproxima do centro da sequnda e o valor do raio de I, r, se aproxima do valor do raio de
A, s. Dessa forma, podemos definir a distdncia entre as duas circunferéncias como a soma da distdncias
entre seus centros com o niimero |r — s|.

Exemplo 3.4. Seja RN o conjunto de todas as sequéncias de niimeros reais. Dadas duas sequéncias de
niimeros reais, (Xn)neN € (Yn)neN, 4 fungio:

1 |Xn — |
5L sy

d ((xn)nelN/ (]/n)neN) = n 14 |x, — yn|

define uma métrica em R".

Exemplo 3.5. Seja M C R" um conjunto. Suponhamos que dois quaisquer dos pontos de M possam
ser unidos por, pelo menos, um caminho poligonal. Vamos definir em M uma métrica d da sequinte
forma: dados P, Q € M, considere o conjunto:

Cpo = {{(Cpq) | Cpg é um caminho poligonal unindo P e Q}

onde £(Cpg) é o comprimento do caminho poligonal Cpg. Definimos:

d: MxM — IR+
(P,Q) — il’lprQ

Verificaremos que d, definida acima, é uma métrica.
Como Cpq € limitado inferiormente pela distincia euclidiana entre P e Q, segue que d(P,Q) > 0

sempre que P # Q. A propriedade simétrica é trivial. Quanto a desigualdade triangular, observamos o
seguinte: dados P, Q e R, para cada caminho unindo P e Q e cada caminho de Q a R podemos considerar
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o caminho poligonal composto que vai de P a R, cujo comprimento é a soma dos comprimentos dos dois
anteriores; isso mostra que d(P, R) ndo pode exceder d(P,Q) + d(Q, R). E claro que d(P, R) pode ser
menor do que a soma, pois podem existir caminhos poligonais de P a R que ndo passam por Q.
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3.2 O que é um espaco métrico?

A Topologia é a disciplina que tem por finalidade estudar conjuntos dotados de uma es-
trutura onde fagam sentido conceitos como “vizinhanga” ou “proximidade” — de modo que
nestes conjuntos se possa conceituar “continuidade”. Isto permite conceituar opera¢des com
limites e continuidade. Uma das maneiras mais naturais de se introduzir estes conceitos é as-
sumir a existéncia de uma funcdo que, a cada par de pontos, associa uma distancia entre esses
pontos. Conjuntos munidos de uma tal estrutura sio denominados os “espagos métricos”.

3.3 O que é uma métrica?

Uma vez que um espaco métrico serd um conjunto munido de uma nogao de distancia, con-
vém introduzirmos a defini¢do precisa de “métrica”:

Definicao 3.6 (métrica). Seja M um conjunto. Uma métrica é uma fungio:

d: MxM — Ry
(xvy) = dxy)
que satisfaz as sequintes propriedades:

M1) (Vx € M)(Vy € M)(d(x,y) =0 < (x =v));
M2) (Vx € M)(Vy € N)(d(x,y) =d(y,x));
M3) (Vxe M)(Vy e M)(Vz e M)(d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)).

Denominamos as propriedades (M1) (originalmente, “Koinzidenzaxiom”) por positividade defi-
nida, (M2) por “simetria” (originalmente, “Symmetrieaxiom”) e (M3) é denominada a “desi-
gualdade triangular” (originalmente, “Dreiecksaxiom”).

Yy

o

™

d(x,z)
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Esta ndo é a tinica defini¢do de métrica. Temos o seguinte:

Teorema 3.7. Sejam M um conjunto e:

d: MxM — R
(x,y) = dxy)

uma fungdo tal que:
(i) (Vx € M)(Vy € M)(d(x,y) =0 <= (x=1v));
(ii) (Vx € M)(Vy € M)(Vz € M)(d(x,z) <d(x,y) +d(z,y))
Avrelagio d' = {((x,y),d(x,y)) € (M x M) x Ry | (x € M)&(y € M)} é uma fungdo, e

d: MxM — Ry
(xy) = dlxy)

¢ uma métrica.

\.

Demonstragdo. A relacdo d’ é, evidentemente, univoca, uma vez que d é uma fungdo. Resta-nos
apenas verificar que d’ é uma relacdo total, ou seja, que a todo par (x,y) € M x M corresponde
um ndmero real ndo negativo (ou seja, um elemento do contradominio que, neste caso, é R, e

nao ]R_|_)
Dado qualquer par (x,y) € M x M, fazendo x = z no item (ii) tem-se:

0=d(x,x) <d(x,y)+d(x,y) =2-d(x,y)
ou seja,
(Vx € M)(Vy € M)(0 < d(x,y))
(Vx € M)(Vy € M)(0 < d'(x,y))
Assim, d’ é uma fungéo e satisfaz (M1) (pois satisfaz (i)).
Note que, tomando x = y em (ii), segue que:

(Vy € M)(vz € M)(d(y,z) < d(zy))

Desta forma valem, para quaisquer w,t € M:

d(w,t) <d(t,w), fazendow =y e t =z (3.1)
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d(t,w) <d(w,t), fazendot=y e w=z (3.2)
De e (3.2), segue que:
(Vw € M)(Vt € M)(d'(w,t) = d'(t,w)).

Finalmente, segue da propriedade (M2) que acabamos de demonstrar e de (ii) que:

(Vx € M)(Vy € M)(Vz € M)(d'(x,z) <d'(x,y) +d'(y,2)).

Assim, d’ é uma métrica sobre M. O

Definicao 3.8 (espago métrico). Um espago métrico M é um par:

M=(M,d:MxM—=Ry,),

em que M é um conjunto qualquer e d : M x M — R, é uma métrica sobre M.

Exemplo 3.9. Em IR temos a fungio:

d: RxR — Ry
(v y) = |x=yl
que é uma métrica em R, denominada “a métrica usual” de R. Verifique que d é, de fato, uma métrica,
ou seja, que d satisfaz (M1), (M2) e (M3).

Nos espacos vetoriais R"”, n € IN, temos, no minimo, trés generaliza¢des dessa métrica.
Exemplo 3.10 (métrica euclidiana). Consideremos a fungio:
dg : R" x R" — R+
(e, xn), (1)) = V(a—y)> -+ (xn — yn)?

Vamos verificar que esta fungdo é uma métrica.

(M1): Sejam (x1,- -+ ,xn), (y1,- -+ ,yn) € R" pontos tais que dg((x1,- -, xXn), (Y1, ,Yn)) =
0, de modo que:

V=2 (= )2 =0
Elevando os dois membros da igualdade acima ao quadrado, seque que:
(x1 =y1)* -+ (xn —yn)* =0

Disto decorre que x1 —y1 = 0,- -+ , x4, —yn = 0, logo (x1,- -+ ,xn) = (Y1, ,Yn). A reciproca
vale trivialmente.
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(M2): Dados (x1,- - ,%n), (y1,- -+ ,yn) € R", temos:

dp((vy, %), (e ) = 3 (=) (= ) =

V=324t e —x0)? = de( - yn), (31,7, 2)

(M3): Consideremos um terceiro ponto, (z1, - ,zn) € R3, e 0s miimeros a; = x; — Yi, b =
yi —zi,i € {1,--- ,n}. Temos assim, para todo i € {1,--- ,n}, a; + b; = x; — z;. Demonstrar que
vale a desigualdade triangular é, portanto, equivalente a demonstrar que:

\/i(a,-—l-bi)z < \/iaf—i— \/ibzz
i=1 i=1 i=1

Para verificarmos a veracidade desta desigualdade, basta verificarmos que ao elevar os dois membros
ao quadrado temos uma desigualdade vdlida. Fazendo isto, obtemos:

n

Z(ai—i—bi)z < iaiszZ\/ia?- \/ib?+ib%
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

n n n n n n n
Zu?—i—Z'Zai'bi—l—Zb? < Za?—i—Z\/Zaf- \/Zb?—i—Zb?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

que serd vdlida se, e somente se:

que é a conhecida Desigualdade de Schwarz.

Por satisfazer (M1), (M2) e (M3), segue que dg é uma métrica. NOs costumamos nos referir a esta
métrica como a “métrica euclidiana”.

Exemplo 3.11 (métrica do taxista). Consideremos a fungio:

dr : R" x R" — R4+
(e xn), (o)) = =yl 4+ X0 — vl
Verifiquemos que dt é uma métrica.

(M1): Dados (x1,- -+ ,xn), (y1,- - ,Yn) € R" tais que:
dT((xll e /xTZ)/ (]/1, e /yﬂ)) =0

X1 —y1|+ -+ [xn—yu| =0
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A soma de niimeros ndo negativos é zero se, e somente se, todos os niimeros jd forem zero, ou seja:

|x1_y1| :0/"'1|x1/l_y1’l| :OI

de modo que x1 = y1,- -+ ,Xn = Yn, e portanto (x1,- -+ ,xXn) = (Y1, , Yn)-
(M2): Como, para qualquer i € {1,--- ,n} tem-se |x; — y;| = |y; — x;|, vale:

dT((Xl,"',xn),(yl,"',yn)): |xl_y1|+"'+|xn_yn| = |y1—x1|+---+|yn—xn| =

=dr((y1, -, Yn), (X1, -+, X))

(M3): Sejam (x1,- -+ ,%n), (Y1, ,yn) € R™. A desigualdade triangular seque diretamente do
fato de que, dado qualquer (z1,- - - ,z,) € R", para todoi € {1,--- ,n} vale:

lxi — il < |xi —zi| + |zi — yil

De fato, dai seque que:

n n n
Yo lxi—yil <Y lxi—zil+ ) |zi — il
=1 i=1 i=1

dr((x1, -, %), (Y1, yn)) <dr((xn oo xn), (20,00 20)) +Hdr((20 -+ 20), (Y1, S Yn))

Como dr satisfaz (M1), (M2) e (M3), segue que dr é uma métrica, denominada a “métrica do
taxista”.

Exemplo 3.12 (métrica do maximo). Considere a sequinte fungao:

dut - R" x R” — R
(1, xn), (Y- o yw)) = maxtfx —yil [ie€{1,--- n}}

Verifiquemos que d g é uma métrica.

(M1): Sejam (x1,- -+ ,xn), (Y1, ,yn) € R" tais que dpg((x1,- -+ ,xn), (y1,- -+ ,Yn)) = 0. En-
tao max{|x; —y;| | i € {1,---,n}} = 0. Como {|x; —y;| | i € {1,---,n}} é um conjunto de
niimeros ndo negativos, isto implica que para todo i € {1,--- ,n} temos |x; — y;| = 0, de modo que
X1 =Y1,° ", Xn = Yn, € portanto (x1, -+, xn) = (Y1, Yn)-

(M2): Dados (x1,--- ,%n), (Yy1,- -+ ,yn) € R", temos, para todo i € {1,--- ,n}, |x; —yi| =
ly; — x|, de modo que:

dm((xe, - x), (Y1, - yn)) = max{fx; —yil [ i€ {1,---,n}} =
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= max{ly; — x| | i€ {1, np} = dm((yr, - yn), (x1, - xn))

(M3): Finalmente, dados (x1,--- ,%n), (Y1, ,Yn) € (21, - -2zn) em R", temos, para qualquer
ie{l,---,n}k

|xi = yil < |xi = zi + |2i — yil
donde segue que:

Observe que sempre vale, para quaisquer X = (x1,--- ,x,) € R" e ¥ = (y1,--- ,yn) € R™

dm(%,9) <dr(%,7) <dp(X,7) <n-du(X, )

Para o caso de n = 2, consideremos o caso de dois pontos (x1,y1) e (x2,y2) que tém ambas
as coordenadas distintas. Juntamente com o ponto (y1,x2), (x1,¥1) € (x2,y2) determinam
um tridngulo retangulo, do qual dg((x1,y1), (x2,¥2)) mede a hipotenusa, dr((x1,y1), (x2,Y2))
mede a soma dos catetos e dp((x1,y1), (x2,¥2)) mede o maior dos catetos. Neste caso, as
desigualdades se interpretam facilmente.

Exemplo 3.13 (métrica discreta, ou métrica zero-um). Seja X um conjunto qualquer, e defina em
X a seguinte fungdo:

dp: XxX — R
1, se x #
(xy) = {0 _y
, e X =1y

Defini¢do 3.14 (norma). Neste exemplo, seja K € {R,C}. Recorde que, dado um K—espagco
vetorial ¥V = (V,+, k), uma norma em V é uma funcio:

[V = Ry
v = o

que satisfaz as sequintes condiges:
(N1 (Vo e V)(Jlv|| =0+ v=0)
(N2) (YA € K)(Vo € V)([[A kol = [Allo])

(N3) (Yu € V)(Vo € V)([lu+ ol < [lu] +l[])

Exemplo 3.15 (espagos vetoriais normados). Seja V = (V,+, ., || - ||) um K—espago vetorial
normado. Podemos dotar V da estrutura de espaco métrico definindo a sequinte fungdo:

d||.H: VxV — Ry
(#,7) = |u—7d
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Verificaremos que d .| é uma métrica.

(M1): Sejam x,y € V quaisquer tais que d.(x,y) = 0, ou seja, tais que ||[x —y| = 0. Da
propriedade (N1) seque que x —y = 0, de modo que x = y.

(M2): Sejam x,y € V quaisquer. Tem-se:

di(xy) =lx—yl=1I-y-x)==-1ly—xl| = lly — x| =dj (v, %)
(M3): Dados x,y,z € V quaisquer, tem-se, por (N3):

di(xz) =lx—zl| =lx—y+y—z| < llx—yll + lly -zl =4 (x,y) + 4. (v, 2)

Assim, a toda norma || - || em um espago vetorial estd associada uma métrica, d .\, denominada “a
métrica associada com a norma || - ||”.

Definicdo 3.16 (métrica induzida). Sejam M = (M,d) um espaco métrico e N C M.
Podemos definir em N a métrica induzida dy = d [N«N:

dv: NxN — Ry
(xy) — dxy)

Neste caso, dizemos que (N, dy) é subespago métrico do espago (M, d).

MxM-2 R,

lM><N
NxN dN

N x N

.

Exemplo 3.17 (estrela de retas de centro O). A estrela de retas de centro O,E = Ey no espaco
tridimensional é o conjunto de todas as retas que passam por O. Definimos a distincia entre duas retas
como sendo o menor dngulo entre estas. As propriedades (M1) e (M2) sdo imediatas. A desigualdade
triangular é obtida mediante o sequinte teorema da Geometria Elementar: “num triedro, a medida do
angulo da face maior é menor que a soma das medidas dos dngulos das outras faces”. Enunciamos este

teorema em sequida:

Teorema 3.18. Em todo triedro, qualquer face é menor que a soma das outras duas. Assim, , sendo
f1, f2 e f3 as faces de um triedro, temos:

h<fotfs
h<fitfs
fa<h+f
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Exemplo 3.19 (estrela de planos). O conjunto de todos os planos passando por um ponto O do

espago é uma estrela de planos. Podemos usar o dngulo entre dois planos como a distdncia. Para tal,
basta medirmos o dngulo entre as perpendiculares a estes pontos.

Exemplo 3.20. Sejam K um corpoe ¥V = (V,+, K, (-,-)) um K—espago vetorial com produto in-
terno. Seja, ainda, H(V) o conjunto de todos os subespagos de codimensio 1 de V. O complemento
ortogonal de um hiperplano é um subespago de dimensdo 1. Isto nos permite introduzir em H(V) uma
métrica medindo a distdncia de dois hiperplanos pela distdncia entre seus complementos ortogonais.
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Seja K € {R,C}. Em K3\ {(0,0,0)}, considere a seguinte relacdo de equivaléncia:

X~y = (3K € K)((k £ 0)&(y = k)

Definicao 3.21 (plano projetivo). O plano projetivo é o conjunto das classes de equivaléncia
de K3\ {(0,0,0)} pela relagio de equivaléncia acima, e é denotado por P?(IK).

A cada uma destas classes corresponde uma reta de K> passando pela origem e reci-
procamente. Dado um ponto P = (xg,x1,x2) € K3\ {(0,0,0)}, sua classe de equivaléncia
P = (xo : x1 : xp) sdo as coordenadas homogeéneas do ponto P (usamos os dois pontos
para lembrar do fato que que a trinca acima estd definida a menos de multiplicacdo por uma
constante ndo nula).

Exemplo 3.22. Sejam K um corpoeV = (V,+, -k ) um K—espaco vetorial. Seja P(V') o conjunto de
todos os subespagos de V de dimensdo 1. P(V) é chamado de espago projetivo associado ao espago
vetorial V. Se V for um espago vetorial real munido de produto interno, podemos munir P(V) de uma
métrica usando o Angulo entre estes subespacos. Para obter a desigualdade triangular, basta observar

A "

que trés “pontos” de P(V) sio dados por trés retas que determinam um espago tridimensional, no qual
podemos usar o raciocinio do Exemplo

Exemplo 3.23. Seja C([a, b],R) o espaco vetorial de todas as fungdes continuas de [a,b] em R. Defi-
namos:

d: C([a,b],R) x C([a,b,R) — R,
(f.8) = sup{|f(t) —g(t)| [ t € [a,b]}

Vamos verificar que d é, de fato, uma métrica.

(M1): Sejam f,g € C([a,b],R) tais que d(f,g) = 0, de modo que sup{|f(t) —g(t)| | t €
[a,b]} = 0. Sendo o supremo um limitante superior, temos para todo t € [a, b]:

0<|f(t) —g(t)[ <0

de modo que (¥t € [a,b])(f(t) = g(t)). Uma vez que estas funcdes tém mesmo dominio e mesmo
contradominio, segue que f = g. A reciproca é trivialmente vilida.

(M2): Como é vdlido que, para todo t € [a,b], |f(t) — g(t)| = |g(t) — f(t)], segue que:

d(f,8) = sup{|f(t) —g(t)| | t € [a,b]} = sup{|g(t) — f(t)| [ t € [a,b]} = d(g, f).
(M3): Dados f,g,h € C([a,b],R), para todo t € [a, ] vale:

[F(#) = h()] < [£(8) = g(8)] + [g(t) = h(t)]
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Logo,

sup{|f(t) =h(t)| [ t € [a,b]} < sup{[f(t) —g(t)[ +|g(t) —h(t)| [ t € [a,b]}
Devido a propriedade do supremo dada na Proposigdo segue que:

sup{|f(t) — g(t)] +[g(t) —h(t)| [ t € [a,b]} =
= sup{[f(t) —g()| [ t € [a,b]} +sup{|g(t) —h(t)[ | t € [a, b]}

Portanto, segue que:

sup{|f(t) = h(t)[ | t € [a,b]} <
< sup{[f(t) —g(t)| [ £ € [a,b]} + sup{|g(t) — h(t)| | t € [a,b]}

ou seja,

d(f,h) <d(f,g) +d(gh).
Por satisfazer (M1), (M2) e (M3), seque que d define, de fato, uma métrica em C([a, b], R).

Exemplo 3.24. Considere um sistema de coordenadas cartesianas, Oxy em um certo plano mergulhado
no espaco R3. Cada reta desse plano pode ser descrita por uma equagio do tipo:

ax+by+c=0,

em que a®> + b? # 0. Duas tais equacdes ax + by +c = 0 e a’x + b'y + ¢’ = 0 representam a mesma
reta se, e somente se, {(a,b,c),(a’,b',c')} C R3 for um conjunto linearmente dependente, ou, ainda,
se, e somente se, ({(a,b,c)}) = ({(a’,V',c")}). Desta forma, a cada elemento de P(IR®) corresponde
uma reta do plano, exceto o subespago gerado pelo vetor (0,0,1). Munindo R3 do produto interno
usual, podemos definir a distancia entre duas retas do plano como a distdncia dos elementos de P(IR®)
que lhes correspondem.

Defini¢do 3.25 (subespago métrico). Dado um espaco métrico M = (M, d), podemos tornar
qualquer de seus subconjuntos N C M em espago métrico ao definirmos em N a fungdo:

dy: NxN — R,
(xv,y) = d(x,y)

denominada a métrica induzida por d em N. Um tal espaco N' = (N, dy) é denominado um
subespaco métrico de N
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3.4 Conceitos Métricos

Nesta secdo introduziremos alguns conceitos tipicos dos espacos métricos juntamente com
alguns exemplos, e em seguida estudaremos suas principais propriedades.

Definic¢do 3.26 (bola aberta). Sejam M = (M, d) um espaco métrico, xo € Mer > 0. A
bola aberta de centro xg e raio r é o conjunto:

B(xo,7r) ={x € M |d(x,x9) <r}

No espaco métrico (R?,dg), uma bola aberta de centro em (xo, 1) e raio r tem o seguinte
aspecto:

U

/7
/ r \
i \
l
Yo === |

Exemplo 3.27. Esbogar a bola aberta de centro (0,0) e raio 1 no espaco métrico (R?,dr), onde dr é a
métrica do taxista.

Solugdo: sabemos que B((0,0),1) = {(x,y) € R? | dr((x,y),(0,0)) < 1} = {(x,y) €
R? | |x| + |y| < 1}. Vamos, primeiramente, determinar a curva que delimita a bola aberta:
ela é constituida dos pontos (x,y) € R? tais que |x| + |y| = 1. Aqui, temos quatro casos a
considerar:

(1) (x,y) estda no primeiro quadrante: neste caso, x > 0 e y > 0, de modo que a curva que
delimita a bola aberta é dada por |x| + |y| =x+y =1, 0useja, y =1—x;

(2) (x,y) estda no segundo quadrante: neste caso, x < 0 e y > 0, de modo que a curva que
delimita a bola é dada por |x|+ |y| = —x+y =1, ouseja, y =1+ x;

(3) (x,y) estd no terceiro quadrante: neste caso, x < 0 e y < 0, de modo que a curva que
delimita a bola é dada por |x|+ |y = —x —y =1, 0ouseja, y = -1 —x;

(4) (x,y) estd no quarto quadrante: neste caso, x > 0 e y < 0, de modo que a curva que
delimita a bola é dada por |x|+ |y =x—y=1,0ousegjay =x—1;
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Portanto, no espago métrico (IR?,dr), uma bola aberta de centro em (0,0) e raio 1 é constituida
por todos os pontos (x,y) internos a curva obtida pela concatenagdo dos quatro segmentos
acima. A bola tem o seguinte aspecto:

yﬂ
{(x,y) e R? | [x| +[y| < 1}

Exemplo 3.28. Esbocar B((0,0),1) no espaco métrico (R?,dy;),em que dyy é a métrica do mdximo.

Solugao: Tem-se:

B((0,0),1) = {(x,y) € R* | dum((x,),(0,0)) < 1} = {(x,y) € R* | max{|«|, [y|} <1}

Vamos, primeiramente, determinar a curva que delimita a bola aberta: ela é constituida
dos pontos (x,y) € R? tais que max{|x|, |y|} = 1. Mas max{|x|,|y|} = 1 ocorre exatamente
para pontos da forma (x,1) e (x,—1), com —1 < x < 1, e da forma (1,y) e (—1,y), com
—1 <y < 1. Logo, a curva é o quadrado de vértices em (—1,—1),(—1,1),(1,1) e (1,—-1).
Portanto, no espago métrico (IR?,dr), a bola aberta de centro em (0,0) e raio 1 é constituida
por todos os pontos do plano interiores a esse quadrado, ou seja:

R | {(x,y) € R? | max{|x],ly|} < 1}

Exemplo 3.29. Consideremos o espaco métrico (C([a, b],R),d),em que d(f,g) = sup{|f(t) — g(t)] |
t € [a,b]}. Dados uma fungdo g : [a,b] — R e um niimero ¢ > 0, a bola aberta de centro em g e raio
e>0é:
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B(g,e) = {f:[a,b] = R | (f ¢ contimua)&(sup{|f(t) - g(H)| | t € [a,]} < £)}
Neste caso, a bola aberta é constituida por todas as fungdes continuas f : [a,b] — R cujo grdfico

se encontra contido inteiramente acima da curva {(x,g(x) —¢) | x € [a,b]} e abaixo da curva
{(x,8(x)+¢€) | x € [a,b]}, como esbocamos a seguir:

=

Defini¢do 3.30 (bola fechada). Sejam M = (M, d) um espaco métrico, xo € Mer > 0. A
bola fechada de centro xg e raio r é o conjunto:

Blxo,r] ={x € M | d(x,x9) <r}

No espaco métrico (R?,dr), uma bola fechada de centro em (x, o) e raio r tem o seguinte
aspecto:

Y,

Yo -
B[(x0,y0),7]

Definicdo 3.31 (esfera). Sejam M = (M, d) um espaco métrico, xo € M er > 0. A esfera
de centro xg e raio r é o conjunto:

S(xg,7) ={x €M |d(x,x) =r}
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No espago métrico (R?,dE), a esfera de centro em (xg, o) e raio 7 tem o seguinte aspecto:

yﬂ

Yo - -

Evidentemente tem-se:

Blxo, 7] = S(xq,7) UB(xo,7)
Dependendo das métricas, o “aspecto” das bolas pode ser o mais variado do ponto de
vista da Geometria Elementar (como vimos no Exemplo 3.29). Em muitos casos, pode ser
dificil ou mesmo impossivel fazer uma imagem mental desses objetos.

3.5 Propriedades Basicas das Bolas Abertas

Sejam M = (M, d) um espago métrico, xo,yo € M, 8,61,5, > 0.

[ Proposicdo 3.32. Se 41 < &, tem-se B(xg,61) C B(x,d2).

Demonstragdo. [Estrutura da prova: prova direta] De fato, dado qualquer x € B(xo,61), temos
d(x,x0) < 61 < &y, ou seja, d(x,x9) < Jp, de modo que x € B(xp,d,). Assim, B(xp,d1) C
B(XQ, 52) O]

Proposi¢do 3.33. Dado yo € B(xo,6), existe 7 > 0 tal que B(yo, 1) C B(xo,9).

Demonstragdo. [Estrutura da prova: prova direta] Considere 7 = 6 — d(yo, x0) > 0. Afirmamos
que B(yo, ) C B(xo,0).

De fato, dado x € B(yo, ), tem-se d(x,yo) < 1 = 6 —d(yo, x0), de modo que pela Desi-
gualdade Triangular tem-se d(x,xo) < d(x,yo) + d(yo, x0) < d(yo,x0) +J = & —d(yo,x0) +
d(yo,x0) = ¢, de modo que x € B(xp,6). Como x € B(yo,y) é arbitrdrio, segue que
B(yo,11) C B(xo,9).
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Proposicdo 3.34. Sejam B(xo, 1) e B(yo,d2) duas bolas abertas nio disjuntas. Se zy €
B(x0,91) N B(yo, 62), existe n > 0 tal que:

B(Zo,?]) C B(JCO,51) N B(yo,éz)

Demonstragio. [Estrutura da prova: prova direta] Dado zg € B(xg,d1) N B(yo,d2) tem-se, em
particular, zg € B(xo,d1) e zo € B(yo,6). Pela Proposigdo existem 11 > 0 tal que
B(zo,m1) C B(xo,61) e 72 > 0 tal que B(zo,72) C B(yo,d2). Basta, portanto, tomarmos
7 = min{#y, 72}, e teremos:

Proposicao 3.35. Se xo # yo, entdo existe 6 > 0 tal que:

B(XO,CS) N B(yo, (5) = d.
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Demonstragio. [Estrutura da prova: prova direta] De fato, seja ¢ = d(xg,y9) > 0, e tomemos

J= % Afirmamos que:

) Bvo, %)

B(xorél)

De fato, suponhamos por absurdo que exista z € B (xo, E) N B (yo, %) Por um lado,

2
tem-se:
€
x€B (xo, E) (3.3)
e por outro:
€
xeB (yo, 5) (3.4)

Por (3.3) tem-se d(x,xg) < 5 e por (3.4) tem-se d(x,yo) < 5. Mas tem-se:

e = d(xo0,Y0)

e pela Desigualdade Triangular, temos:

d(xo,y0) < d(xg,x) +d(x,y0) < % + % =,

donde conclui-se que € < ¢, que é um absurdo. Logo, segue o resultado. O

Proposicdo 3.36. Se 61 + 9y < d(xg,Yyo), entio:

B(XO,(Sl) N B(]/o,52) = .

Demonstragido. Suponhamos, por absurdo, que exista x € B(xp,d1) N B(yo,¢2), de modo que
d(x,xg) < dpe d(x,yo) < 0p. Assim,

d(XQ,y()) < d(X(), x) + d(x,yo) <0 +o< d(xo,yo)

ou seja,

d(xOI ]/0) < d(x01 yO)r

0 que é um absurdo. O
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3.5.1 Pseudo-métricas e Seminormas

Definicao 3.37 (pseudo-métrica). Uma pseudo-métrica em um conjunto M é uma fungio:

d: MxM — Ry
(vy) = d(xy)
que satisfaz os seguintes axiomas:

(PM1) (Vx € M)(d(x,x) = 0);
(PM2) (Vx € M)(Vy € M)(d(x,y) =d(y,x));
(PM3) (Vx e M)(Vy € M)(Vz € M)(d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)).

Observe que, diferentemente do que se exige para fungdo ser uma métrica, aqui ndo requeremos
que x # y implique d(x,y) > 0: podem existir pontos distintos, x # y, tais que d(x,y) = 0.

Exemplo 3.38. Sejam @ #S C Re Fs = {f : R — R | (3K > 0)(Vx € S)(|f(x)| < K)}, e
considere a fungdo:

d: FsxFs — Ry
(f,8) = sup{[f(x) —g(x)[|x e S}

Afirmamos que d é uma pseudo-métrica.

Ad (PM2): Dadas f,g € Fs, tem-se:

(Vx € S)(If(x) —g(x)[ = [g(x) = fF(x)])

de modo que:

d(f,8) = sup{|f(x) —g(x)| | x € S} = sup{|g(x) — f(x)[ | x € S} = d(g, f)-
Ad (PMB3): Sejam f,g,h € Fg. Temos:

(Vx € S)(If(x) —h(x)[ = [f(x) = g(x) + g(x) = h(x)| < [f(x) = g(x)| + [g(x) = h(x)])
Assim, pela Observagdo 2.106}

sup{|f(x) —h(x)| | x € S} <sup{[f(x) —g(x)| + |g(x) —h(x)| | x € S}
e pela Observagio 2.109;

sup{|f(x) =h(x)| | x € S} <sup{|f(x) —g(x)| [ x € S} +sup{[g(x) —h(x)[ | x € S}
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logo,
d(f,h) <d(f,g) +d(gh).

Observe que:

f: R —
1sexES
X
0, sexeR\S
g: R - R
x — 1

sdo elementos distintos de Fg tais que:

d(f,8) = sup{|f(x) — g(x)| | x € §} = 0.

= (V,+, —, ) um K—espago vetorial.

Defini¢do 3.39 (seminorma). Sejam K € {R,C} eV
Uma seminorma é uma fungio:

V—)IRJr
x = x|

|-
que satisfaz:
(SN1) (Vx € V)(|x| > 0)
(SN2) (VA e K)(Vx € V)(|A-x| = |A] - |x]);

(SN3) (Vx € V)(Vy € V)(|x +y| < |x| + |y])

Exemplo 3.40. Considere no R—espago vetorial R = (R",+,-), para certoi € {1,--- ,n} fixado, a

fungdo:
R" — IR+

|- i
(xl,' c /xn) = ‘xi‘

Vamos verificar que, de fato, | - |; é uma seminorma.

Ad (SN1): Dado qualquer (x1,--- ,x,) € R", tem-se |(x1,- -+, xn)|; = |xi| > 0 (propriedade do

valor absoluto, | - |).
Ad (SN2): Dados A € Re (x1,---,x,) € R", temos |A-(x1,-- ,xn)|i = [(A-x1,-++,A-
Xn)|i = A2l = (AL x| = AL [ (1, xn) i

Ad (SN3): Dados (x1,- -+ ,xn), (Y1, - ,yn) € R", tem-se:
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(21, xn) + (W, oy li=1(xa+y1, - X+ yn)li =
=[x +yi| < x4yl = (e, x)li - ym)li

Observe que é possivel que se tenha |(x1,--- ,x,)|; = 0 sem que (x1,---,x,) = (0,---,0).
Consideremos a n—upla (1,0,---,0) € R", que certamente é diferente do vetor nulo. Tem-se, no
entanto, [(1,0,---,0)|; = 10| = 0.

Proposicado 3.41. Em todo K—espago vetorial V = (V,+,-), uma seminorma | - | : V. — Ry induz
uma pseudo-métrica:

d|| : MxM — ]R_|_
(vy) = [x—yl
Observagido 3.42. Seja M = (M, d) um espaco pseudo-métrico. Definamos a relagio:
~={(x,y) e Mx M | d(x,y) =0}.

Mostraremos que ~ é uma relagdo de equivaléncia.

Reflexividade: Pelo axioma (PM1), tem-se para todo x € M, d(x, x) = 0 — e portanto, para todo
x € M tem-se x ~ x;

Simetria: Pelo axioma (PM3) tem-se, para quaisquer x,y € M d(x,y) = d(y,x). Assim, se
x ~y, e portanto d(x,y) = 0, seque que d(y,x) = d(x,y) = 0, e portanto y ~ x.

Transitividade: Sejam x,y,z € M tais que x ~ y (e portanto d(x,y) = 0) e y ~ z (e portanto
d(y,z) = 0). Pelo axioma (PM4) temos:

0<d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) =0+0=0

de modo que d(x,z) =0e x ~ z.

Consideremos, para cada x € M, o conjunto:

={yeMlx~y} ={yeM|d(x,y) =0},
e tomemos:
M= {[x] | x € M}
Podemos munir M de uma relacdo:

d = {(([x], [y]),d(x,y) | ([x], [y]) € M x M} C (M x M) x Ry
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Primeiramente, observe que d é uma fungdo, ou seja, é uma relagdo univoca e total.
Univocidade: Dado ([x],[y]) € M x M, sejam x1,%3,y1,y2 € M tais que ([x1],[y1]) =

([x2], [y2]). Como [x1] = [x2] tem-se x1 ~ xp, ou seja, d(x1,x2) = 0, e como [y] = [y»] tem-se
Y1 ~ Yo, ou seja, d(y1,y2) = 0. Assim, temos:

d(x1,y1) < d(x1,x2) + d(x2, 1)

e também:
d(x2,y1) < d(x2,y2) +d(y2,y1)
e portanto:
d(xy1,y1) < d(xq,x2) +d(x2,y2) +d(y2,y1) = d(x2,y2)
ou seja,
d(xlrl/l) S d(le]/z)-
Também,
d(xa,y2) < d(x,x1) +d(x1,12)
e também:
d(xy,y2) < d(x1,y1) +d(y1,v2)
e portanto:
d(xg,y2) < d(x,x1) +d(x1,y1) +d(y1,y2) = d(x1,y1)
ou seja,

d(xz,y2) < d(x1,y1)-

Segue, assim, que d(x1,y1) = d(x2,Y2).
~ Portanto, se ([x1], [y1]) = ([x2], [y2]), entdo (([x1], [y2]), d(x1,x2)) = (([x2], [y2]),d(x2,42)), e
d é uma relagio univoca.

Totalidade: Seque do fato de que dom (d) = M x M.

Temos, desta forma, uma fungdo:

d: MxM — R,
(], y]) = d(xy)
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Vamos verificar que d é, de fato, uma métrica.

(M1): Para qualquer [x] € M temos d([x],[x]) = d(x,x) = 0. Também, dados quaisquer
[x], [y] € M, se d([x], [y]) = d(x,y) = 0 entdo x ~ y, de modo que [x] = [y].

(M2): Dados quaisquer [x], [y] € M, temos:

d([x], [y]) = d(x,y) = d(y, ) = d([y], []).
(MB3): Para quaisquer [x],[y], [z] € M tem-se:

d([x], [z]) = d(x,2) < d(x,y) +d(y,z) = d([x], [y]) + d(ly], [2])

Desta forma, a todo espago pseudo-métrico, (M, d) estd associado um iinico espago métrico (M, d).

Exercicios sobre Métricas

1.1. Considere o conjunto X = {x,y,z, w}, e defina:

d: XxX
(x,y)

g
N

%\/-\
€ € 8N

N N N N N N /N — —

~ ~ ~

A~
N = =
~ ~

~

e Y YR Y e e e NN

S NN NEE R
N R NE Re R R
S— N

g8
O»—\Hb—\ONNOI\)O»—\b—\b—\NI\JI\JF

TII31313333111111114

R
£

Verificar que d é uma métrica sobre X.

1.2 Seja M = (M, d) um espago métrico. Mostrar que as seguintes fun¢des sdo métricas:

@)
a: MxM — R
(x,y) +— min{l,d(x,y)}
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(ii)
B: MxM — R
(x,y) = d(xy)

(iii)
vi MxM — R,

d(x,y)
(x’y) 1_|_d(x,y)
1.3 Seja C([0,1],R) o conjunto de todas as fung¢des continuas de [0, 1] em R. Mostrar que a
funcéo:
d: B([0,1,R) x B([0,1],R) — R,
(.8) = Jo 1F(B) = g(t)ldt

¢ uma métrica. Interprete esta métrica geometricamente.
1.4 Mostrar que se f : R — R é uma fungdo estritamente crescente entao:

dri: RxR — R,
(xy) = [f(x) = f(y)l

é uma métrica sobre R.
1.5 Seja G = (G, +¢, —g, eg) um grupo abeliano, ou seja, valem:
(Abl)
(Ab2)

(Ab3)
(Ab4)

Vg1 € G
Vg € G)
Vg € G)
Vg1 € G

(Vg2 € G)(Vg3 € G)(g1 +c (82 +6 83) = (81 TG &2) +6 83);
§+cec=g=ectcg);

§+c(—c8) =ec=(-c8) +c &)

(Vg2 € G)(81+Gc &2 = &2 +t:c 81)

N N N /N
~— o~ o~ —

e suponha que exista uma funcao:
f:G—=R

satisfazendo as seguintes propriedades:

@ fleg) =0
(b) (Vx € G)((x # ec) = f(x) > 0)
(©) (Vx € G)(f(=cx) = f(x));
(d) (Vx € G)(Vy € G)(f(x +cy) < f(x) + f(y))-
Mostrar que:
d: GxG — R+
(v y) = flx—cy)

é uma métrica em G.
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1.6 Seja M = {a; | i € N} um conjunto tal que i # j = a; # a;. Verifique que a fungao:

d: MxM — Ry
0, sei=j
(ai,a;) ?+7, it ]

é uma métrica sobre M.
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1.7 Construir um modelo no plano do espago métrico 7 = ({4,b,c},d),em que d é a métrica

Zero-um.

1.8 Numa folha de papel marque seis pontos quaisquer, de preferéncia ndo todos alinhados.
Construa triangulos com esses pontos. Dé valores as distancias entre os pontos man-
tendo a propriedade da desigualdade triangular: todo lado é menor que a soma dos

outros dois. A figura que vocé obteve é um espago métrico?

3.6 Espacos Métricos e Funcdes Limitadas

Defini¢do 3.43 (espago métrico limitado). Um espago métrico M = (M, d) é limitado se
existirem um ponto xo € M e um niimero real r > 0 tais que:
M = B(x(), 1’).

Equivalentemente, um espago métrico (M, d) é limitado se, e somente se, {d(x,y) | (x €
M)&(y € M)} é um conjunto limitado superiormente.

Note que, se na defini¢do acima s > r, temos também M = B(xy,s).

Lema 3.44. Se M = (M, d) é um espago métrico limitado e y € M, entdo existe s > 0 tal que
M = B(y,s).

Demonstragdo. [Estrutura da prova: prova direta] Como M é limitado, existem xg € Mer > 0

tais que M = B(xo, r). Basta, portanto, tomarmos s = 2r e teremos, para qualquer z € M:

d(z,y) <d(z,x0) +d(y,x0) <r+r=2r=s.
Assim, M = B(y, s).

]

Utilizando o lema acima, vemos que se M for um espago métrico limitado, entdo existe
um namero K > 0 tal que a distancia entre quaisquer dois pontos de M nunca supera K. Isto

motiva a seguinte:
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Definic¢do 3.45 (didmetro). Seja M = (M, d) um espago métrico limitado. O didmetro de
M é:
diam (M) = sup{d(x,y) | (x € M)&(y € M)}

O didmetro de um subconjunto N C M serd o didmetro do espago métrico N = (N,d [NxnN),
munido da métrica induzida.

Exemplo 3.46. Consideremos o espaco métrico M = (R, d),em que d é dada por:

d: RxR — R,
(xy) = [x—yl
O diametro do conjunto [a,b] C R ¢ o didmetro do espago métrico N = ([a, b],d [(4 ] x[a,5])
diam ([a,b]) = sup{|x —y| | (x € [2,b])&(y € [a,b])} = [b —a]

Exemplo 3.47. Sejam M = (M, d) um espago métrico, xo € M e r > 0. Entdo:

diam (B(xp, 7)) < 2r.

Com efeito, dados qualquer x,y € B(xo,r) tem-se:

d(x,y) <d(x,x0) +d(y,x0) <r+r=2r

de modo que 2r é uma cota superior para o conjunto X = {d(x,y) | (x € B(xo,7))&(y €
B(xp,r))}. Como diam (B(xg,)) é a menor de todas as cotas superiores de X, segue imediata-
mente que:

diam (B(xq,7)) < 2r

A desigualdade, diam (B(xg,7)) < 2r pode efetivamente acontecer. De fato, consideremos
um conjunto M # @ munido da métrica zero-um. Dado, entdo, um ponto xop € M e tomando
um namero 6 > 0 tal que 0 < § <1, tem-se:

B(.’JCO,(S) = {XO},

cujo diametro é zero, e portanto estritamente menor que 24.

Exemplo 3.48. Sejam K € {R,C} eV = (V,+v, —v, 'k, 0y, || - ||v) um espago vetorial normado.
Ao considerarmos o espago métrico (V,d|.).em que d. (x,y) = ||x —v yl|, para qualquer xo € V
temos:

diam (B(xp,0)) = 26
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De fato, suponhamos, por absurdo, que exista 17 < 26 tal que diam (B(xp,0)) = 1 < 2J. Seja A
tal que n < A < 26. Dado um vetor nio nulo, x € V \ {0y}, tem-se:

A
Yy=xo+ s Xez=xX0— 77— X
2| 2| x]]

pertencentes a B(xo, ), uma vez que:

A A
d”'”v(y/x()) - HZ_HxH - X S = E <0
A A
d\|‘||v(zfx0) = me ) =5 <0
Mas,
A
digy (W,2) = lly —zllv = me _ Ay
1%

de modo que y e z sio pontos de B(xo,d) cuja distdncia entre si é maior que o didmetro da bola — o que
é um absurdo.

Este absurdo garante, portanto, que ndo existe § < 26 tal que diam (B(xo,0)) = 3. Sabe-se que
diam (B(xo,6)) < 29, logo tem-se:

(diam (B(xg,d)) & 26)&(diam (B(xq,d)) < 26)
e portanto:

diam(B(xg,9)) = 2.

Definicdo 3.49 (fungio limitada). Sejam X um conjunto e M = (M, d) um espago métrico.
Dizemos que f : X — M é uma fungdo limitada se, e somente se o conjunto f[X] C M for
limitado. Equivalentemenre, a fungio f : X — M é limitada se, e somente se, existirem xo € M

e R > 0 tais que:

(Vx € X)(d(f(x),x0) <R)

As fungdes que ndo sdo limitadas sido denominadas fungoes ilimitadas.

Exemplo 3.50. Consideremos R = (R,d),em que d(x,y) = |x —y| e a fungio:

f+r R - R
1

X

1+ x?
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Neste caso, verifica-se que f[R] =]0,1]. Esta fungio é limitada, bastando tomarmos xo = %,

1
<--1
<31

1
R = —, e teremos:

2
1 1 1 1] 1 |1—x2
R)(d|—— ) =|—— —Z|=Z.| %
(Vx € )< (1+x2'2> ’1+x2 2‘ 2 ‘1+x2

Por sua vez, a fungio:

g: R R
x x

_>
H
é ilimitada, uma vez que f[R] = R, que é ilimitado.
3.7 Meétricas Equivalentes

Seja M # @ um conjunto. Consideraremos duas métricas em M:

d:MxM— R,

d:MxM— R,

ndo necessariamente iguais. Nestas condi¢des, dados xg € M e § > 0, para evitar confusdes,
denotaremos por B;(xp,d) a bola aberta de centro em x e raio J segundo a métrica d, ou seja:

Bd(XQ,é) = {x eM | d(x,xo) < 5}

e denotaremos por By (xo, ) a bola aberta de centro em xj e raio § segundo a métrica d’, ou
seja:

Bd/(XO,é) = {x eM ‘ d’(x,xo) < 5}

Definicdo 3.51. Sejam M # & e d e d’ duas métricas. Dizemos que d e d' sdo métricas
equivalentes se, para cada xy € M, dado qualquer 6 > 0 existir um 1 > 0 tal que:

By (x0,1) C Bg(x,9)

e vice-versa, ou seja, dado qualquer n > 0 existir um { > 0 tal que:

Ba(x0,C) C Bar(xo0,17)-

Se d e d’ sdo métricas equivalentes, escreveremos d ~ d’.
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Exemplo 3.52. Em IR? consideremos as métricas:

dr : R? x R? — Ry
(x1,y1), (x2,12)) = V(x2=x1)% + (y2 — y1)?

dp : R? x R? o R
((x1,91), (x2,42)) = max{|xy —x1, ly2 — y1l}

Vamos verificar que estas duas métricas sdo equivalentes. Sejam (xo,1o) € R? qualquer e 5 > 0.
Sabemos que By, ((xo,Y0),d) é o circulo (sem a circunferéncia) centrado em (xo,Yo) e com raio igual
a d. Queremos encontrar 7 > 0 tal que By, ((x0,Y0),11) € Bg.(x0,0), que sabemos ser o interior
de um quadrado cujo centro geométrico coincide com (xo,yo) e cujo lado mede 2y, esteja inteiramente
contida em By, ((x0,Y0),8). A diagonal do quadrado By, ((x0,v0),7) mede 2v/25, de modo que para
Ba,,((x0,y0), 1) estar inteiramente contido em By, ((xo,Yo),d), basta que tomemos 2/2y < 25, ou

seja, n < @5. Como basta que escolhamos um valor para v, podemos tomar 11 = @, e teremos:

I

-~
- — =
|
|
|
|
> |
|
-

/

Reciprocamente, dado 17 > 0, sabe-se que By, ((x0,Y0),1) é um quadrado cujo centro geométrico
coincide com (xg,yo) e cujo lado mede 2y. Assim, se tomarmos qualquer { < n — ou, em particular,
{ = n — teremos:

B, ((x0,40), V217) C Ba,,((x0,%0),7)
v,

> =T~
e

1, A

' 4 /BN

i "

Yo +-4---- |
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Seque, assim, que dp; ~ dE.

A seguir, apresentamos uma condicdo suficiente para que duas métricas sobre um mesmo
conjunto sejam equivalentes:

Proposicao 3.53. Sejam M um conjunto nio vazio e dy,dy : M x M — R duas métricas
sobre M. Se existirem niimeros reais « > 0, 8 > 0 tais que:

(Vx € M)(Vy € M)(a-di(x,y) < da(x,y) < B-di(x,y))

entdo dy ~ d,.

Demonstragdo. [Estrutura da prova: prova direta] Sejam xop € M um ponto qualquer e r > 0
dado. Mostremos que:
By, (xo,&-7) C By, (xo,7)
Dado x € By, (xo,a -r), tem-se dp(x,x9) < a-r, e como, por hipétese, a - di(x,xp) <

da(x,xp), tem-se & - d1(x,x9) < « - r. Segue dai que dy(x, xp) < r e, portanto, x € By, (xo,7).

Reciprocamente, provaremos que:

r
Bd1 (Xo, E) C de(xo,r).

Dado x € By, (xg, %), tem-se por definicao:
dq (x, X()) <

r
ﬁ/
de onde segue que B - d1(x,x9) < r. Porém, dp(x,x9) < B-dy(x,xp), e portanto dp(x,x0) < 7,
0 que garante que x € By, (xo, 7).
Desta forma, segue que d; ~ ds. O

Observacao 3.54. [Estrutura da arqumentagdo: a fim de mostrar que B /+ «, mostra-se que p N\ —u]
A reciproca da Proposi¢do é falsa, ou seja, se dy,dy sdo métricas equivalentes sobre um conjunto
M, pode nio existir &« > 0 tal que (Vx € M)(Vy € M)(a-dq1(x,y) < da(x,y)) ou pode nio existir
B > 0 tal que (Vx € R)(Vy € R)(d2(x,y) < B-d1(x,y)) (ou ambos). Considere em R as métricas:

__|x—yl
MV = Ty

e a métrica usual, dp(x,y) = |x —y|.
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Afirmagdo 1: d ~ dg;

Sejam 6 > 0 e xg € R. Jd sabemos que By, (x,0) =]xo — 9, x0 + J|, entdo vamos buscar uma
descrigdo para By(xo, 7). Tem-se:

|x — xo]
€ Balon) = T <7
Para 0 <5 < 1, vale:
|x — x| U
—— <1 = |x—Xx| < —— 3.5
T4 |x—xo| ! ¥ =l < 7 (35)

)
Assim, escolhendo um n tal que 0 < 1 < 170 tem-se:

5 n

, teremos i <de:

0
2-(1+490) 1—y
By (x0,7) C Bg,(x0,90),

Em particular, escolhendo 1 =

pois:

|x — xo]

x € By (x0,1) & —————
a (Xo,1) 1+ |x — x|

<y |x — xo] <%<5:>xEBdE(xo,§).

Agora, dado n > 0 devemos exibir { > 0 tal que By, (xo,{) C By(xo,7).

Jd vimos que se 0 < 1 < 1, vale:

|x — x| U
1+|x_x0|<17<:> |x x0|<1_17 (3.6)
1

e teremos:
2:(1=n) 1-9

Assim, dado 0 < n < 1, basta tomarmos { =

|x — x|

By (x0,0) < |x— =
x € By, (x0,¢) [x —xo| < ¢ T pEp—

<n < d(x,x9) <1 <= x € By(xo,7).

Tendo em vista que, para quaisquer x,y € R tem-se d(x,y) < 1, 0 caso em que 1 < y se torna
mais simples de analisar: By(xo, 1) = R, logo para qualquer { > 0 tem-se:

By, (x0,0) =]x0 — {,x0 + {[C R = By(xo, 7).
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Assim, seque que d ~ dF.
Afirmagdo 2: Nio existem constantes «, f > 0 tais que:

(Vx € R)(Vy € R)(a-de(x,y) < d(x,y) < p-de(x,y))
Para demonstrar isto, basta provarmos que ndo é possivel encontrar « > 0 tal que:

(Vx € R)(Vy € R)(a-de(x,y) < d(x,y))
Note, por um lado, que dados quaisquer x,y € R tem-se:

x —y| <1+ [x—y|

de modo que:
[x — Yl
—— <1
T+Tx—yl
ou seja,
(Vx € R)(Vy € R)(d(x,y) < 1) (3.7)

Afirmamos que a sentenga abaixo é falsa:

(Ja > 0)(Vx € R)(Vy € R)(a-de(x,y) <d(x,y)).

, 1
De fato, dado qualquer « > 0, é possivel tomar pontos xo,yo € R tais que — < |xg — yo| =

QR

dr(xo,Y0), e assim:

(Va > 0)(3xp € R)(Jyo € R) (1 =u-

R I

< a-dg(x0,Y0) < d(xo,yo)) )
o que é uma contradigdo com (3.7).

3.8 Normas Equivalentes

Sejam K € {R,C} eV = (V,+,—,-) um K—espago vetorial. Sejam, ainda, || - [|1, | - ||2 :
V — R4 duas normas sobre V. Tais normas induzem métricas, que denotaremos por 4., e

d.,emquedy, (x,y) = |lx —yll1 e d,(x,y) = [[x =yl

Definic¢do 3.55. Sejam K € {R,C}, V = (V,+, —,-) um K—espago vetorial e || - ||1, || - |2 :
V' — Ry duas normas sobre V. Dizemos que || - ||1 e || - |2 s@o normas equivalentes se, e
somente se as respectivas métricas induzidas forem equivalentes, isto é, d|., ~ d|.,-
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Proposigdo 3.56. Duas normas, || - ||1 e || - ||2 sobre o espago vetorial V sdo equivalentes se, e
somente se,

(3 > 0)(38 > 0)(Vu € V) (a - [Jully < [Julla < B- [[ull1)

Demonstragio. (<) [Estrutura da prova: prova direta] Suponhamos, primeiramente, que exis-
tem «, f > 0 tais que:

(Vw e V)(a- |wl < [[wl2 < B+ [lw]l)
Dados u,v € V, a férmula acima é vélida, por hipétese, para w = u — v, ou seja, tem-se:
a-flu—oly < flu—olz <B-[lu—ol
Logo, por definicdo, vale:
-, (o) < dy, (4,0) < p-djy, (,0).

Pela Proposi¢io segue que d| .|, ~ d|.|, e assim || - || e || - ||2 sdo, por defini¢do, nor-
mas equivalentes.

(=) [Estrutura da prova: prova direta] Reciprocamente, suponhamos que as normas || - ||;
e || - [[2 sejam equivalentes. Logo, dada a bola By | (0,1), existird um A > 0 tal que:
Rt

Bdn-nz 0,4) C BdH'Hl (0,1)

Tomando um ntimero real « > 0 tal que 0 < a < A, para todo u € V' \ {0}, o vetor Tl
pertence a bola By.;|,(0, 1), visto que:

o U :oc-Hu]|2:a</\
lullally  [ull2

logo este vetor também pertence a bola Bd\Hh (0,1), o que tem como consequéncia:

xX-u

— <1
]|

1
ou seja,

ol < lull2-
Por outro lado, dada a bola By, (0,1), existe A > 0 tal que By, (0,A) C Ba,, (0,1).
Tomemos B € R tal que:

1
0< - <A

p
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Para todo u € V' \ {0}, o vetor m pertence a bola By, (0,A), uma vez que:

u [l _ 1
S Ll Y
Hﬁ' lullefly B llul B
Logo, m também pertence a By (0,1), o que acarreta:
H—” <1,
B llullx il

ou seja,

[ll2 < B~ flully

Assim, temos:

a-flully < flufl2 < B flull

para todo vetor u # 0. Se considerarmos também o vetor nulo de V, teremos exatamente a
tese:

(3a > 0)(3p > 0)(a - [lully < flulla < B-[[uf1)
para todo u € V, como queriamos demonstrar. O

Exemplo 3.57. Seju C = (C([0,1],R), +, —, -) 0 R—espaco vetorial das fungdes continuas (no sentido
do Cdlculo I) de [0,1] em R, e considere as normas:

[ fleo: C([0,1], R)  — R
f — sup{|f(x)[ [ x € [0, 1]}

I-ll: C([0,1],R) — R,
1
£ [

Mostraremos que estas normas nio sio equivalentes. Para tanto, consideraremos a bola:

1
Bay., (0’ 5)

e mostraremos que, para qualquer niimero real A > 0 tem-se:

1
Bdu-nl 0,A) ¢ Bay., (0’5)

De fato, seja a > 0 tal que a < min{2A,1}. A fungio:
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f: [0,1] — R
1
——x41,5e0<x<aqg
X — a
0, sea<x<1

é tal que f € C([0,1],R).
Note que f € By (0, A), De fato, vale:

I = [ 1FGldx =1 <

Mas note que || f||c = sup{|f(x)| | x € [0,1]} =1, de modo que f & Bi (O,%).

Y
1
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3.9 Distancias entre pontos e conjuntos

Sejam P um ponto do espago tridimensional e 71 um plano no qual P nédo incide. Definimos
a distancia entre o ponto P e o plano 7t como sendo a distancia entre o ponto P e o ponto Py
que é a intersecdo de 7 com a reta perpendicular a 71 que contém o ponto P. N6s definimos a
distancia entre o ponto e a reta deste modo devido ao seguinte (e bem conhecido) resultado:
“O segmento perpendicular a um certo plano por um ponto dado tem medida menor (ou é
menor) que qualquer segmento de obliqua a esse plano, pelo ponto dado.”

Py T

»

7
g
3 Q
3
7

3

3

’
v
P
Isto significa que, para qualquer Q € 7, tem-se med. (PPy) < med. (PQ).

Veremos, na sequéncia, que esta defini¢do esta englobada num contexto mais amplo, o dos
espagos métricos em geral.

Definigdo 3.58. Sejam M = (M, d) um espago métrico, xo € M e X C M um subconjunto
ndo-vazio. A distdncia entre xo e X é denotada por d(a, X) e dada por:

d(xo, X) = inf{d(xo,x) | x € X}

Proposicdo 3.59. Sejam M = (M, d) um espaco métrico, X C M um subconjunto ndo vazio e
x0, Yo € M. Tem-se:

|d(x0, X) — d(yo, X)| < d(x0,0)

.

Demonstragdo. [Estrutura da prova: prova direta] Devemos mostrar que:

—d(xo0,0) < d(x0, X) —d(yo, X) < d(x0,¥0)-
Note que para todo x € X tem-se:

D.T.
=~
<d

de
1

=

d(xo, X) 'inf{d(xo,x) | x € X} <d(xp,x) (x0,y0) + d(yo, x)
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ou seja,

d(xo, X) —d(x0,y0) < d(yo,x)

Uma vez que:

(Vx € X)[d(xo0, X) — d(x0,y0) < d(yo,x)]

segue que d(xp, X) — d(xg,yo) é uma cota inferior para o conjunto {d(yo, x) | x € X}. Sendo o
infimo de um conjunto a maior de suas cotas inferiores, segue que:

d(xo, X) —d(x0,y0) < inf{d(b,x) | x € X} =d(b, X).

e portanto:

d(xo, X) — d(yo, X) < d(x0,y0)-

Agora, se na desigualdade acima permutarmos yp e xp, usando a simetria da métrica,
obtemos:

d(yo, X) —d(x0, X) < d(yo,x0) = d(x0,Y0),

e multiplicando os dois membros por —1, segue que:

—d(xo0,y0) < d(xo, X) — d(vo, X).

Assim,

—d(x0,y0) < d(x0, X) —d(yo, X) < d(x0,Y0),

ou seja,

|d(x0, X) — d(yo, X)| < d(x0,0)-

Corolério 3.60. Sejam M = (M, d) um espaco métrico e xo, Yo, x € M. Vale que:

|d(x0,x) —d(yo, x)| < d(x0,Y0)-

Demonstragio. [Estrutura da prova: prova direta] Com efeito, tomando X = {x} e observando
que:

d(xo, X) = inf{d(xo,x) | x € {x}} = d(x0, x),

d(yo, X) = inf{d(yo, x) | x € {x}} = d(yo, ),
segue o resultado. O
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Definicdo 3.61 (distancia entre dois subconjuntos). Sejam M = (M, d) um espago métrico

e X,Y C M dois subconjuntos ndo-vazios. A distdncia entre X e Y é denotada por d(X,Y) e
dada por:

d(X,Y) = inf{d(x,y) | (x € X)&(y € Y)}

Note que quando X NY # &, tem-se:

d(X,Y) = 0.

De fato, neste caso existe z € X NY, de modo que:

0=d(zz) € {d(x,y) | (x € X)&(y € Y)}
e portanto:

0<inf{ld(x,y) | (x € X)&(y€Y)} <0
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3.10 Trés Métricas para o Produto Cartesiano de Espacos Mé-
tricos
Sejam My = (My,dy),--- , My = (My,d,) espagos métricos. A exemplo das métricas intro-

duzidas em R" nas se¢des anteriores, podemos definir, canonicamente, trés métricas sobre o
produto cartesiano:

n
HMi:Mlxsz--'xMix-v‘Mn:{(xl,x2,~~,x,',--~,xn) ‘ (Vie{l,---,n})(xiEMi)}
i=1

Colocamos:
de: (IT= Mi) x (ITS Mi) - — Ry
(e, xn), (v oym)) = VI (di(xi,vi))?
ds: (T2 Mi) x ITZ  Mi) = R+
(Cereee s xn), (i, oym)) = Ll di(xi, i)
dM: (Hz 1 ) (Hz 1M) — ]R-i-

((xr-eyxm), (Y1, o yn)) = max{di(xg,yi) i€ {1, ,n}}

Teorema 3.62. Sejam My = (My,dy), -, My = (My,dy) espagos métricos. As métricas
dg,ds, dp, no produto [T M; sdo todas equivalentes.

Demonstragdo. [Estratégia da prova: utilizar a Proposicao [3.53]] Note que valem, para quais-
quer x = (x1,- -+ ,%u), ¥ = (Y1, - - ,Yn) € [1'_1 M; as desigualdades:

daa(x,y) = max{d(x, y) | 1 <0 < n} < dg(x,y) = /s (e, 907 + - + (X, ya)? <

< \/d1(x1,]/1)2+"'+ \/dn(xn/]/n) :dl xl/yl +"'+dn(xn/yn) =ds(X,y) <

<n-max{d;(x;,y;) | 1 <i<n}=n-dy(x,y)

ou seja:

(Vx € ﬁMl) (Vy € ﬁMi> (dm(x,y) <dp(x,y) <ds(x,y) <n-dy(x,y))

Pela Proposigao segue que dp; ~ dg e dg ~ dy;. O
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3.11 Isometrias

Definic¢do 3.63 (imersdo isométrica). Sejam M = (M,dpy) e N = (N,dy) dois espagos
métricos e seja f : M — N uma fungdo. Dizemos que f é uma imersdo isométrica se, e
somente se:

(Vx € M)(Vy € M)(dn(f(x), f(y)) = dm(x,y)),

isto é, se f preservar distdncias.

Vemos imediatamente que toda imersdo isométrica é injetora: de fato, dados x,y € M
tais que x # y, vale dy(x,y) > 0, de modo que dn(f(x), f(y)) = dm(x,y) > 0, ou seja,
fx) # f(y).

Definicdo 3.64 (isometria). Sejam M = (M,dy) e N = (N,dy) dois espagos métricos e
seja f : M — N uma imersio isométrica. Se f for sobrejetora, dizemos que f é uma isometria.

Exemplo 3.65. Dado qualquer espago métrico M = (M, d), a fungio identidade:

X = X

é uma isometria.
Exemplo 3.66. Considere o espago métrico C = (C,d),em que:

d: CxC — R.
(z,w) — |z—w|

e fixemos u € C tal que |u| = 1. A fungio:

f: C C
z

_>
— U-z
é uma isometria. De fato,

Ad(f(z), f(w)) =du-zu-w)=|u-z—u-w|=u|l-|z—w| =d(zw).

Exemplo 3.67. Considere o R—espago vetorial com produto interno (R",+, R, (-,-)), e considere o
espago métrico (R", d|. ) em que |[v|| = /(v,v). Fixado qualquer @ € R", a fungio:

T;: R* — R"
7 — 4a+7
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denomina-se uma translagdo em R". Observe que Ty é uma isometria de (R, d,.): dados quaisquer
i, 7 € R", tem-se:

d). (Ta (), T(9)) = || Ta () = Te(@)|| = [|d + & — (@ + ) || = ||ii — 7| = dy (& D).

Defini¢ao 3.68. Seja o R—espago vetorial com produto interno (R", +, -, (-, -)). Um operador
u: (R",+,r (")) — R",+, R, () é um operador ortogonal se:

(Vii € R")(Vo € R")((U(), U(P)) = (il, D))

Exemplo 3.69. Considere 0 R—espago vetorial com produto interno (R",+, R, (-,-)), e considere
o espago métrico (R",d\.).em que |[v|| = +/(v,v). Todo operador ortogonal é uma isometria de
(R,d.). Com efeito, dados quaisquer i, T € R", tem-se:

d (U (i), U(9))* = |U (i) — U(D)|* = (u(ir) - U(d), u(i) - U(v)) =

= (U(

=l
|
Sy
-
-
—
=t
|
Sy
~—
~
I
—~
=t
|
Sl
=t
|
Sy
~
Il
=
|
S
o
|
.
—
=
<L
~

donde segue que:

Observagio 3.70. Sejam M = (M,dpy) e N = (N, dy) dois espagos métricos e seja f : M —
N uma imersdo isométrica. Entdo f se expressa como a composicido de uma inclusio com uma
isometria.

Proposicdo 3.71. Sejam X um conjunto ndo-vazio qualquer (sem estrutura, a priori) e (M, d)
um espago métrico. Dada uma fungio injetora g : X — M, a fungdo:

o0: XxX — Rt
(x,y) — d(g(x),g))

é uma métrica em X tal que g : (X,0) — (M, d) é uma imersdo isométrica de (X,5) em (M, d).
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Demonstragdo. [Estrutura da prova: desdobramento direto da definigao].
Note, primeiramente, que § é uma métrica, uma vez que temos:

| M1 (Vx € X)(Vy € X)(6(x,y) =0 < d(g(x),8(y)) =0 < g(x) =g(y) — x=
y);

(M2) (Vx € X)(Vy € X)(d(x,y) = d(g(x),8(y)) = d(g(y),8(x)) = d(y, x));

(M3) (Vx € X)(Vy € X)(Vz € X)(6(x,z) = d(g(x),8(z)) <d(g(x),g(y)) +d(g(y) &(z)) =
6(x,y) +6(y,2)).

Para verificar que ¢ é uma imersdo isométrica, note que dados quaisquer x,y € X vale:

d(g(x),g(y)) = 6(x,y). 0

Proposig¢do 3.72. Sejam M = (M,dpy),N = (N,dy) e P = (P,dp) espagos métricos, e
sejam f : M — N e g: N — P isometrias. Entdo go f : M — P é uma isometria.

Demonstragdo. [Estrutura da prova: prova direta] Primeiramente recordamos que a composi-
¢do de bijecdes é uma bijecdo. Logo, g o f é, em particular, sobrejetora.

Dados quaisquer x,y € M, devemos verificar que:

dp(go f(x),8° f(y)) = dm(x,y).
De fato, tem-se:

dp(go f(x),80 f(y)) = dp(g(f(x)),8(f(¥))) = dn(f(x), f(¥)) = dm(x, y)-

Proposigdo 3.73. Sejam M = (M,dy),N' = (N, dy) espagos métricos. Se f : M — N é
uma isometria, entio f —1. N — M também é uma isometria.

Demonstragido. Com efeito, sejam y1,y» € N quaisquer. Sendo f bijetora, existem tnicos
x1, Xy € M tais que f(x1) = y1 e f(x2) = yp. Assim, tem-se:

d(f ), 7 2)) = dm(fH(F (), £ (F(x2))) = dm(xr, x2) = dn(f (1), f(x2)) =

=dn(y1,2).



3.11. ISOMETRIAS 103

Exemplo 3.74. Seja M = (M, dp) um espago métrico. O conjunto:
Iso(M) ={f: M — M| f éuma isometria},

munido da operagdo de composi¢do, é um grupo, ou seja,

Iso (M) = (Iso (M), 0 : Iso (M) x Iso (M) — Iso (M))

que para cada f € Iso (M), o oposto é =1, e 0 elemento neutro é idy, é um grupo.

Definigdo 3.75 (isometria local). Sejam M = (M,dy), N = (N, dn) espagos métricos e
seja f : M — N uma fungdo. Dizemos que f é uma isometria local se, e somente se, para todo
x € M existir um niimero positivo ry > 0 tal que:

f 1B B(x,1x) = B(f(x),72)

é uma isometria.

Proposigdo 3.76. Sejam M = (M,dy),N = (N,dy) e P = (P,dp) espagos métricos, e
sejam f : M — N e g : N — P isometrias locais. Entdo go f : M — P é uma isometria local.
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3.12 Abertos e Fechados

Nesta parte introduziremos certos conceitos em que os valores das distancias ndo sdo o
mais importante, mas o fato de estes serem grandes ou pequenos. As métricas sdo usadas
como instrumentos e ndo mais como o objeto principal do nosso estudo. Veremos que métricas
diferentes podem produzir mesmos resultados. Os conjuntos abertos, que estudaremos em
primeiro lugar, constituem a nogdo central e sdo parte do liame que conduz dos espagos
métricos aos espacos topoldgicos.

3.13 Conjuntos Abertos

Defini¢do 3.77 (ponto interior/vizinhanga). Seja M = (M, d) um espago métrico e con-
sideremos A C M e xy € A. Dizemos que xg é um ponto interior de A, ou que A é uma
vizinhanga de xy, se existir 6 > 0 tal que B(xp, ) C A.

Em outras palavras, xg € interior a A se, além de x(, todos os pontos suficientemente proé-
ximos de x pertencem a A. E imediato que se A C B e A é vizinhanca de xo, entdo B também
é vizinhanga de xg. Alternativamente, se x( é ponto interior de A e A C B, entdo xp também
é um ponto interior de B.

Defini¢do 3.78 (interior de um conjunto). Seja M = (M, d) um espaco métrico e conside-
remos A C M. O conjunto de todos os pontos interiores de A é denominado o interior de A, e
serd denotado por:

int. (A) =A= {x € M | (36 > 0)(B(x,0) C A)}

Defini¢do 3.79 (conjunto aberto). Seja M = (M,d) um espago métrico e consideremos
A C M. Dizemos que A é aberto se, e somente se:

A =int.(A).

Equivalentemente, A é aberto se, e somente se, para todo xo € A existir & > 0 tal que B(xp, ) C
A.
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Proposicdo 3.80. Sejamn M = (M, d) um espago métricoe A C M. Tem-se, sempre, int(A) C
A.

Demonstragio. Dado qualquer xo € int.(A), existird 6 > 0 tal que B(xp,0) C A. Como xg €
B(xp,0) C A, segue que x € A. O

Exemplo 3.81. Pela Proposi¢do em qualquer espago métrico M = (M, d), toda bola aberta é
um conjunto aberto.

Observacgio 3.82. Pode ocorrer A ¢ int(A). De fato, no espago métrico R = (R?,dg),em que
de((x1,y1), (x2,¥2)) = /(32 — x1)2 + (y2 — y1)?, considere § > 0 e (xq,yo) € R*:

B[(x0,0),6] = {(x,y) € R? | y/(x — x0)2 + (y — yo)? < 6}

Seja (xo + 3,y0) € B[(x0,Y0),8], que é um ponto tal que \/(xo+ 3 — x0)%2 + (yo — y0)2 = I.
Afirmamos que nenhuma bola aberta centrada em (xo + 0,yo) pode estar inteiramente contida em

B(x0, o), 6]

Seja 1 > 0 qualquer. Mostraremos que B((xo+J,y0),1) € B[(x0,y0), 8]: basta tomarmos o ponto
(xo+6+3,y0) € B((x0+6,v0),1), que é tal que:

dr ((xo,yo), <x0+(5+g,yo>> = \/<x0+5+g—x0)2+(y0_y0)2 _ ((HZ)Z —

st
= ’(5 + 2‘ o+ 5> J,
de tal modo que (xo+ 0+ %,y0) sempre é um ponto de B((xo + 6,Y0),7) que ndo pertence a

B[(x0,Y0),0]. Assim,
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(¥ > 0)(B((x0+,0), 1) & B((x0,%0),9)),
e portanto (xo + 6,yo) € B[(x0,Y0), ] mas (xo + 6,yo) € int (B[(x0, o), 9]).

Exemplo 3.83. Considere R = (R, d),em que d(x,y) = |x — y|. Dados quaisquer a < b, o conjunto
|a, b[C R éaberto. De fato, dado qualquer xo €|a, b[, sejam &1 = d(a, x9) = |a — x| e = d(b, xp) =
|b — xo|. Basta tomarmos 6 = min{dy,d,}, e teremos:

B(xg,8) =]xo — J,x0 + 6[C]a, b|

)
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Proposicdo 3.84. Seja M = (M, d) um espaco métrico e consideremos p(M) = {X | X C
M}. A fungio:
int.: p(M) — p(M)
A — int.(A)
é tal que:

(a) int.(A) C A (deflaciondrio);
(b) A C B= int.(A) C int.(B) (mondtono);

(c) int.(int.(A)) = int.(A) (idempotente);

Demonstragido. Ad (a): Veja a Proposigao [3.80]

Ad (b): Seja xg € int.(A), de modo que existe &6 > 0 tal que B(xp,d) C A. Uma vez que
A C B, segue que B(xp,0) C A C B, e portanto x( € int.(B).

Ad (c): Pelo item (a), segue imediatamente que int.(int.(A)) C int.(A). Resta-nos demons-

trar que int.(A) C int.(int.(A)).
Dado xj € int.(A), existe > 0 tal que B(xg,d) C A. Mostraremos que B(xp,¢) C int.(A).
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Pela Proposicio dado qualquer x € B(xo,d), existe 7 > 0 tal que B(x,#) C B(xq,9).
Como B(xg,6) C A, segue, por (b), que

B(xo,8) = int. (B(xo,)) C int. (A)

de onde segue que como B(x,7) C B(xp,0) entdo B(x,n) C int. (A). Assim, x € int. (int. (A))
[

Observagao 3.85. Em virtude do item (a) da Proposicio dado um espago métrico M = (M, d)
qualquer, a fim de demonstrar que um conjunto A C M é aberto, basta mostrar que A C int. (A).

Observe que o conjunto de todos os abertos de um espago métrico M = (M, d), Open (M, d)
contém sempre os conjuntos @ e M, bem como é fechado sob algumas operagdes “conjuntis-
tas”: intersecdo finita e reunido qualquer. Posteriormente veremos que as propriedades abaixo
sdo exatamente as propriedades que definem uma “topologia” sobre um conjunto.

Teorema 3.86. Sejam M = (M, d) um espaco métrico qualquer, e seja Open (M, d) o conjunto
de todos os subconjuntos abertos de M, isto é:

Open (M,d) = {U C M | int.(U) = U}.
Open (M, d) satisfaz as sequintes propriedades:
(A1) M, o € Open (M, d);
(A2) Se I é um conjunto qualquer e {U; | i € I} C Open (M, d), entdo:

| Ui € Open (M, d)

iel
(A3) Se Uy, Uy, - - - , U, € Open (M, d), entio:

UyNUN---NU, € Open (M,d)

Demonstragdo. Ad (Al): Por um lado, tem-se sempre int. (@) C @. Como o conjunto va-
zio é subconjunto de qualquer conjunto, segue também que @ C int. (&). Segue assim que
int. (9) = 2.

Ad (A2): Pela Observacao basta mostrarmos que dado qualquer x € |J;c; U; existe
0 > 0 tal que B(x,d) C U;e; Uj. Mas, de fato, dado x € U;c; U; existe algum iy € I tal que x €
U;,. Como, por hipétese, U;, é aberto, existird algum ¢;, > 0 tal que B(x,¢;,) C U;, C U Us.
Logo, x € int. (U;e; Uj).

Ad (A3): Novamente, basta mostrarmos que:
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upn---NU, Cint.(U;N---NUy).
Dado x € Uy N ---NU,, tem-se:

(x e U)&(x € Up)& -+ - &(x € Uy).

Como cada U;,i € {1,--- ,n}, é aberto, exisitirdo ¢; > 0,i € {0,--- ,n} tais que:

(B(x,61) C Up)&(B(x,6,) C Up)& - - - &(B(x,8,) C Uy)

Assim, tomando § = min{éy,- - ,d,}, tem-se:

(Vie {1,---,n})(B(x,6) C U;),

e portanto:

B(x,0) cUyNnUn---,NUy,
Assim, segue que U; N --- N U, € Open (M, d). O

Proposi¢do 3.87. Seja M = (M,d) um espaco métrico. Tem-se que U C M é aberto se, e
somente se, for uma reunido de bolas abertas.

Demonstragido. Com efeito, se U C M é aberto, tem-se int. (U) = U, de modo que para todo
x € U existird algum d, > 0 tal que B(x,dy) C U. Assim, tem-se:

lJ B(x,6x) = U.
xel
Reciprocamente, se U for uma reunido qualquer de bolas abertas, como cada bola aberta
é um conjunto aberto (veja o Exemplo 3.81) e a reunido arbitrdria de conjuntos abertos é um
conjunto aberto (veja o Teorema 3.86), segue que U é aberto.
O

Lema 3.88. Sejam M = (M, d) um espago métricoe N' = (N, dy) um subespago. Denotando
por Bn(x9,0) = {x € N |d(x,x9) <} ={x € N |dn(x,x9) < 6}, temos:

BN(xO,(S) =NnN B(xo,é).

Demonstragido. Dado x € By(xo,6), tem-se, por defini¢do de By(xp,6), x € N e dn(x,x9) =
d(x,x0) < 9, de modo que x € B(xp,d). Assim, segue que By(xg,6) C N N B(xp,9).

Reciprocamente, dado x € N N B(xo,d), tem-se dn(x,x9) = d(x,x9) < J, de modo que
x € By(xo,6). Logo, N N B(xp,6) € Bn(xp,9). O
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Proposi¢io 3.89. Sejam M = (M, d) um espago métricoe N = (N, dy) um subespago métrico
de M. Um subconjunto U C N é aberto se, e somente se, for iqual a intersecio de N com um
conjunto aberto de M.

Demonstragio. Suponhamos que U C N seja aberto. Pela Proposicao podemos escrever:

u= U BN(JC,5x),

xel

Tomando ¢/ como a reunido das bolas abertas correspondentes na métrica d:

U= U B(x,dx),

xel

que é um aberto de M, teremos:

UNN=1U,

de modo que U ¢ a interse¢cdo de N com um aberto de M.

Reciprocamente, suponhamos que U seja a intersegdo de N com um aberto, ¢/, de M, ou
seja, U = NNU. Dado x € U tem-se, em particular, x € U — de modo que, como U = int. (U),
existe 6y > 0 tal que B(x,dy) C U. Fazendo a interse¢do com N, N N B(x,dy), pelo Lema m
obtemos By(x,dy) C U — ou seja, U é uma vizinhanga de x. Como x é um ponto qualquer,
tem-se que U, sendo vizinhanca de todos os seus pontos, é um conjunto aberto em N.

Proposi¢do 3.90. Sejam M = (M, d) um espago métricoe N = (N, dn) um subespago métrico
aberto de M (ou seja, N C M). Um conjunto U C N é aberto em M se, e somente se, U é
aberto em N.

Demonstragido. Se U C N for aberto em M, pela Proposicao U também serd aberto em
N, poisU =UNN.

Se U for aberto em N, existe U aberto em M tal que U = U N N. Uma vez que N C M é
aberto, segue que U, por ser uma intersecdo de abertos de M, é também um aberto de M. [

Proposic¢do 3.91. Sejam M = (M, d) um espaco métricoe A C M. O interior de A é o maior
subconjunto aberto de A. Equivalentemente, se U é um aberto de M tal que U C A, entdo
U Cint. (A).
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Demonstragio. Ja vimos que int. (int. (A)) = int. (A) — ou seja, que int. (A) é um subconjunto
aberto de A.

Seja U um aberto de M tal que U C A. Dado x € U, como U é aberto, existird 6 > 0 tal
que B(x,6) C U C A. Deste modo, dado x € U existe § > 0 tal que B(x,d) C A, ou seja,
x € int. (A). Segue, portanto, que U C int. (A). O

Defini¢do 3.92 (vizinhan¢a de subconjunto). Sejam M = (M,d) um espaco métrico,
C,V C M. Dizemos que V é uma vizinhanca de C se, e somente se, existir um aberto U
talqueCC U C V.

Definicdo 3.93 (ponto isolado). Sejam M = (M, d) um espago métrico e xo € M. Se {xo}
é aberto, dizemos que xo é um ponto isolado.

Note que dizer que um ponto xp € M é isolado corresponde a dizer que existe § > 0 tal
que B(xp,9) = {xo0}.

Defini¢do 3.94 (ponto aderente). Sejam M = (M, d) um espaco métrico, X C M e xg € M.
Dizemos que xo é um ponto aderente de X se, e somente se:

(V6 > 0)(B(xp,0) N X # @)

Defini¢do 3.95 (espago discreto). Um espaco métrico M = (M, d) é discreto se, e somente
se, todos os seus pontos forem isolados.

Definic¢do 3.96 (ponto de acumulacdo). Sejam M = (M, d) um espaco métrico, X C M e
xo € M. Dizemos que xg é um ponto de acumulagdo de X se para todo 6 > 0, o conjunto
X N B(xo, 6) sempre contiver um ponto distinto de xo, ou seja, se valer:

(V6 > 0)((B(xo,0) \ {x0}) N X # @)

Exemplo 3.97. Considere o espago métrico R = (R, <),em que d(x,y) = |x —y|. O mimero 0 é
ponto de acumulagdo do conjunto:
1
X = {— Ine ]N}.
n
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De fato, dado qualquer € > 0, uma vez que R satisfaz a Propriedade Arquimediana, seque existe
no € IN tal que:

1
0< — <0+s¢
no
N~
eX

1
e portanto € XNJ0—¢,0+¢[= XN B(0,¢).
0

1
Note que para qualquer m € IN, embora p" € X, — ndo é ponto de acumulagdo de X. De fato,

m
tomemos € = min l — L L — l = min 1 1 tem-se
N m m+1"m—1 mf (m+1) m(m—1)J’

K—A
_________ | | | | | \

I I I I I r
0 1 1 1 1

+1m m—1

K—A

1 1

m m+1

de modo que ndo é toda bola aberta com centro em 1/m que contém pontos de X diferentes de 1/m.

Defini¢dao 3.98 (conjunto derivado). Sejam M = (M, d) um espago métricoe X C M. O
derivado de X, que denotamos por X', é o conjunto de todos os pontos de acumulagio de X.

Lema 3.99. Sejam M = (M, d) um espago métrico, X C M. Tem-se (X')' C X'.

Demonstragio. Seja xy € (X')). Dado § > 0, devemos demonstrar que existe zgp € X N
(B(x0,9) \ {x0}). Como, por hipotese, xg € (X')’, existe yo € X' N (B(xp,6) \ {x0}). Esco-
lhamos v > 0 tal que v < min{d(xo, yo),d — d(x0, yo) }. Nestas condi¢des, temos:

B(yo,’)/) - B(x0/5)'
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De fato, dado y € B(yo,) tem-se, simultaneamente, d(y,vo) < d(xo,y0) e d(y,y0) <
0 —d(xo,Y0). Pela Desigualdade Triangular, tem-se:

d(y, xo0) < d(y,yo) +d(yo, x0) < —d(xo0,y0) +d(x0,y0) = 0.

Tem-se, assim que y € B(xp,d), e portanto B(yo,y) C B(xo, ).
Como yg € X/, existe zog € X N (B(yo,7) \ {¥o}) € XN B(xp,d) com zy # xp, ou seja, existe
zp € XN (B(xp,9) \ {x0}), de modo que xy € X". O

Proposi¢do 3.100. Sejam M = (M, d) um espago métrico e X,Y C M tais que X C Y. Entdo
tem-se X' C Y'.

Demonstragdo. De fato, dado x¢ € X', para todo 6 > 0 existe yop € X N B(xp,d) \ {xo}. Como
X C Y, tem-se X N (B(x,0)\ {x0}) C YN (B(xp,9)\ {x0}), de modo que Y N (B(xp,d) \
{x0}) # @ (pois contém um conjunto ndo vazio). Assim, xo € Y. O

Proposicdo 3.101. Sejam M = (M, d) um espago métrico e X,Y C M. Tem-se:

X'uYy C (xuy).

Demonstragdo. Uma vez que X C X UY, segue da Proposi¢do 3.100 que X' C (XUY)". Ana-
logamente, conclui-se que Y/ C (X UY)’. Assim,

X'uy c(xuy).

Defini¢do 3.102 (fecho de um conjunto). Sejam M = (M, d) um espago métricoe X C M.
O fecho (ou aderéncia) de X, denotado por Cl. (X), é:

CL(X)=XUX.

Defini¢dao 3.103 (conjunto fechado). Sejam M = (M, d) um espago métricoe X C M. O
conjunto X é fechado se, e somente se, Cl. (X) = X, ou seja, se, e somente se, contiver todos os
seus pontos de acumulagio, X' c X.

Denotaremos o conjunto de todos os subconjuntos fechados de um espago métrico (M, d)
por Closed (M, d).
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Proposicdo 3.104. Sejam M = (M, d) um espago métricoe F C M. O conjunto F é fechado
em M se, e somente se, M\ F for aberto. Equivalentemente,

F € Closed (M,d) <= M\ F € Open (M, d).

Demonstragio. Seja F C M fechado. Mostraremos que M \ F C int. (M \ F).

Dado xg € M\ F, como xo ndo pode ser ponto de acumulagdo de F (uma vez que F, sendo
fechado, contém todos os seus pontos de acumulacdo), existe Jy > 0 tal que F N (B(xp, o) \
{x0}) = @. Desta forma, B(x,dy) C M\ F, e xg € int. (M \ F).

Reciprocamente, suponhamos que M \ F seja aberto. Entdo dado qualquer xo € M\ F
existe algum &y > 0 tal que B(xp,d9) C M\ F, ou seja, B(xp,é0) NF = &, e a fortiori, FN
B(xp,00) \ {x0} = @. Segue que xp ndo é ponto de acumulacdo de F. Assim sendo, F ji
contém todos os seus pontos de acumulagao, e é fechado. O

Teorema 3.105 (Leis de De Morgan). Sejam M um conjunto e {F;};c; uma familia de sub-
conjuntos de M. Tem-se:

OM1D M\ (Uier F) = Nier(M\ F);
(DM2) M\ (Nie1 Fi) = Uiei(M\ F);

Demonstragio. Ad (DM1): Dado x € M\ (U;¢; Fi), tem-se que x ¢ U F;. isto significa que,
para qualquer i € I, x ¢ F;, ouseja, (Vi € I)(x € M\ F). Isto significa que x € N;c;(M \ F).

Ad (DM2): Dado x € M\ (N;e; Fi), tem-se que x ¢ ;< Fi. Isto significa que existe pelo

menos um iy € I tal que x € F;, ou seja, tal que x € M\ F;,. Mas isto significa:

xe|JM\F.

i€l
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Corolario 3.106. Seja M = (M, d) um espago métrico e seja Closed (M,d) = {F C M |
F é fechado}. Tem-se:

(F1) & e M sdo fechados em M, ou seja, &, M € Closed (M, d);

(F2) Se {F;}ics é uma familia qualquer de fechados, ou seja, se {F;};c; C Closed (M, d) entdo
Nic1 Fi € Closed (M, d), ou seja, ;< F; € fechado em M;

(F3) Se Fy,--- ,F, € Closed (M, d), entdo F; U - - - UF, € Closed (M, d), ou seja, F; U ---U
F,, é um subconjunto fechado de M.

\.

Demonstragio. Ad (F1): Sabemos, pelo Teorema que M é aberto em M, de modo que,
pela Proposicdo [3.104) & = M \ M é fechado. Analogamente, como @ é um subconjunto
aberto de M, segue que M = M \ @ é um subconjunto fechado de M.

Ad (F2): Se {F;}ic; é uma familia de subconjuntos fechados de M, pela Proposigdo (3.104
tem-se que {M \ F;}ic; é uma familia de subconjuntos abertos de M. Pelo item (A2) do
Teorema [3.86, segue que:

UM\ F
iel

é um subconjunto aberto de M. Mas, pelas Leis de De Morgan, tem-se que:

M\ (ﬂﬂ') =JM\F
i€l i€l

é um subconjunto aberto de M. Logo, pela Proposi¢ao Nic; Fi € um subconjunto fe-

chado de M;

Ad (F3): Pela Proposi¢io 3.104] tem-se que M \ Fy,---, M \ F, sdo subconjuntos abertos
de M. Pelo item (A3), tem-se que:

n
(YM\F
i=1

é um subconjunto aberto de M. Pelas Leis de De Morgan, tem-se que:

M\ <ﬁﬁ'> = OM\E’
i=1 i—1

é um subconjunto aberto de M e, pela Proposi¢io |3.104, segue que |J;'_; F; é um subconjunto
fechado de M.
[l
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[ Proposicdo 3.107. Sejam M = (M, d) um espago métricoe X C M. Tem-se X C Cl. (X).

Demonstragdo. Uma vez que Cl. (X) = XU X/, segue que X C XU X' = CL (X). O

Proposicdo 3.108. Sejam M = (M,d) um espago métrico e X,Y C M. Se X C Y entdo
CL(X) CCL(Y).

Demonstragdo. Pela Proposi¢do [3.108, como X C Y, tem-se X' C Y’. Desta forma, segue que:

CL(X)=XuUX CcYuY =CL(Y).

Teorema 3.109. Sejam (M,d) um espaco métrico, xgo € M e X C M ndo vazio. Tem-se
d(xp, X) = d(xo,CL (X))

Demonstragio. Como X C CL (X), tem-se:

{d(x0,%) | x € X} C {d(x0,x) | x € CL (X)}

e portanto:

d(xo,Cl (X)) = inf{d(xp,x) | x € CL (X)} < inf{d(xp,x) | x € X} = d(x¢, X)

[Ideia da prova de que d(x(,Cl. (X)) &£ d(xo, X): se tivéssemos d(xg,Cl. (X)) < d(xq, X)
existiria algum m € R tal que d(xo,Cl (X)) < m < d(xp, X) ou seja, tal que (d(xp,ClL. (X)) <
m) A (m < d(xg, X)). Desta forma, se mostrarmos que, para todo m € R tem-se —((d(xp,Cl. (X)) <
m) A (m < d(xg,X))), equivalentemente, (d(xo,CL (X)) > m)V (m > d(xp, X)), lembrando
que sdo equivalentes x — B e —a V B, se mostrarmos que para qualquer que seja m € R,
d(xo,Cl (X)) < m = d(xp, X) < m, teremos mostrado que d(xo, Cl. (X)) £ d(xo, X).]

A fim de demonstrar o resultado, basta mostrarmos que ndo ocorre d(xp,Cl (X)) <
d(xp, X). Se este fosse o caso, existiria algum ndmero real m tal que d(xp,Cl. (X)) < m <
d(xp, X). Para mostrar que a desigualdade ndo ocorre, bastard mostrarmos que sempre que
d(xp,CL (X)) < m tem-se d(xp, X) < m.

Se d(xp,Cl. (X)) < m, entdo existe algum ¥ € CL (X) tal que d(xp,¥) < m (se ndo,
d(xp,Cl. (X)) ndo seria um infimo). Como ¥ é um ponto aderente a X, dado ¢ = m — d(x¢, ) >
0, existe x € X tal que d(%,x) < ¢ = m — d(xp, ¥). Da Desigualdade Triangular segue que:

d(xp, X) < d(xp,x) < d(x0,%) +d(%,x) <d(xp, %) +m—d(xg,%) =m

Logo,
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(d(x0,CL (X)) < d(x,X))&(d(x9,CL (X)) £ d(x0,X))
ou seja,
d(xo,Cl (X)) = d(x0, X).
O

O resultado que acabamos de demonstrar nos diz, coloquialmente, que a distancia de
qualquer ponto xop € M a um conjunto X é exatamente igual a sua distancia ao fecho de X,
CL. (X). Em particular, se x € Cl. (X) entdo d(x, X) = d(x,CL (X)) = 0.

Proposicdo 3.110. Sejam (M, d) um espago métrico e X C M um conjunto. O fecho de X,
Cl. (X), é um subconjunto fechado de M.

Demonstragdo. Uma vez que CL. (X) = XU X/, tem-se X C XU X' = Cl. (X).

Para demonstrarmos a inclusdo reciproca, basta observar que, para qualquer x € X, tem-
se que se x € Cl.(ClL. (X)) entdo, d(x,ClL (X)) = 0 o que implica, pelo Teorema que
d(x,X) =0, ou seja, x € Cl. (X). O

Proposi¢do 3.111. Dados um espaco métrico M = (M,d) e A C M, CL (A) é o menor
fechado que contém A.

Demonstragio. Seja F C M um conjunto fechado tal que A C F. Pelo item (b) da Proposi¢ao
3.113} tem-se Cl. (A) C CL. (F), e como F é fechado tem-se, por defini¢do, Cl. (F) = F. Segue,
assim, que Cl. (A) C F. O

Proposi¢do 3.112. Sejam M = (M, d) um espago métrico e X, Y C M. Tem-se:

CL(XUY) = CL (X) UCL (Y).

Demonstragio. Temos, por um lado, CL. (X) UCL (Y) = (XU X U (YUY') = (XUY)U (X' U
Y’). Pela Proposigdo[3.101} tem-se que (XUY)U (X' UY’) C (XUY)U(XUY) =CL(XUY).
Logo,

CL (X) UCL (Y) C CL (X UY).

Observe, agora que, por (F3), ClL. (X) UCL (Y) é fechado, pois é a reunido (finita) de
dois conjuntos fechados. Note também que, uma vez que X C Cl. (X) e Y C CL(Y), vale
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XUY CCL(X)UCL(Y).

Segue, portanto, que Cl. (X) UCL (Y) é um conjunto fechado que contém X UY. Vimos,
na Proposicdo [3.111} que Cl. (X U Y) é o menor fechado que contém X U Y, logo:

CL(XUY) C CL (X) UCL (Y).

Como valem ambas as inclusdes, segue que:

CL(XUY) = CL (X) UCL (Y).

A proposigdo a seguir sintetiza alguns fatos sobre a func¢do (o “operador de”) fecho:

Proposicdo 3.113. Sejam M = (M, d) um espago métrico e consideremos p(M) = {X | X C
M}. A fungio:

¢ tal que:
(a) X C Cl (X) (inflaciondrio);
(b) X CY = CL(X) C CL(Y) (monétono);
(c) CL (CL(X)) = Cl. (X) (idempotente)

Proposi¢do 3.114. Sejam M = (M, d) um espaco métrico e N = (N,dy) um subespago.
Entdo F C N é fechado em N se, e somente se, for a intersegiio de N com um fechado de M.

Demonstragio. [Estratégia da prova: usar o Teorema 3.104] Tem-se que F C N é fechado em
N se, e somente se, N \ F é aberto em N. Mas N \ F é aberto em N se, e somente se, existir
um aberto U C M talque UNN = N \ F. Finalmente, U C M é aberto em M se, e somente

se, F = M\ U C M é fechado em M. Finalmente, note que:

FNN=M\UNN=M\(UNN)=M\ (N\F)=F.

Proposicdo 3.115. Seja M = (M, d) um espago métricoe N C M fechado em M. Uma
condicdo necessdria e suficiente para que F C N seja fechado em N é que F seja fechado em M.
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Demonstragido. Se F C N é fechado, pela Proposicao |3.114, existe FC M tal que F = FNN.
Isto significa que F é intersecdo de dois subconjuntos fechados de M (a saber, F e N [que é
fechado por hipétese]), sendo, portanto (pela propriedade (F2)), um fechado de M. Assim,

fech. fech. . fech.
FC NS FC

Reciprocamente, se F for tal que existe um fechado F C M tal que F = FN N, entéo pela
Proposicao 3.114{ segue que F é fechado em N. O

Defini¢dao 3.116 (subconjunto denso). Sejam M = (M,d) um espago métrico e X C M.
Dizemos que X é denso em M se, e somente se, Cl. (X) = M. Equivalentemente, X é denso em
M se, e somente se, dados quaisquer xo € M e § > 0, B(xp,6) N X # &.

Exemplo 3.117. No espaco métrico R = (R, d),em que d(x,y) = |x — y|, o conjunto Q C R é denso.
Afirmagdo 1: entre quaisquer dois niimeros reais existe um niimero racional.

Sejam a,b € R, a < b. Pela Propriedade Arquimediana de R, seque que dadoe = b —a > 0
existe n € IN tal que:

1
0<—-—<b—a.
n

Considere, agora, A = {p € N | p > n-a}, de modo que A # @. Com efeito, se tivéssemos
A = O, entdo n - a seria uma cota superior para IN, o que é absurdo uma vez que R é arquimediano.
Consequentemente, A C N e A # @. Pelo Principio da Boa Ordem, A admite um elemento
minimo, que denotaremos por m = min A. Como m € A, tem-se:

m
— >4,
n

em < p para todo p € A. Note, ainda, que m —1 & A. Assim,

m m—1+1_m—1
n n o

—|—%<a+(b—a):b

Segue, portanto, que 7 é um niimero racional entre a e b.

Afirmagdo 2: Q é denso em R.
De fato, seja r € R. Dado qualquer 6 > 0, tem-se:

B(r,0) "R =|r —6,r + 5[NR

Uma vez que r — 6,r € R sdo tais que r — 6 < r, pela Afirmacgdo 1, seque que existe algum
niimero racional, °} tal que:
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% elr — 6,7[NR C]r — 8,7 + S[NR.

Assim, Cl. (Q) = R.

3.13.1 A Fronteira de um Conjunto

Na Geometria Elementar estudam-se figuras planas, como poligonos e circulos, e figuras
espaciais, como poliedros e outros sélidos no espago. Essas figuras tém contornos que, no
primeiro caso, sdo poligonais fechadas ou circunferéncias e, no segundo, sdo superficies po-
liedrais ou mais gerais. Esses contornos dividem o plano ou o espago em duas regides, uma
limitada constituida pelos pontos internos a figura em estudo e a outra ilimitada que repre-
senta a parte que é externa a nossa figura.

Podemos nos perguntar como caracterizar, em termos da métrica, os pontos que perten-
cem a “fronteira entre a parte interna e a parte externa”. Nos exemplos considerados, ocorre
o seguinte: o ponto ndo pode ser interior a figura nem interior ao seu complementar. Isso
significa que arbitrariamente préximo a um ponto de fronteira existem tanto pontos da figura
quanto de seu complementar. Em outras palavras, a distancia do “ponto de fronteira” a figura
é nula, e 0 mesmo ocorre com sua distdncia ao complemento.

Fato semelhante ocorre na reta que é “fronteira” de um semiplano. Generalizando esses
fatos para subconjuntos quaisquer de um espago métrico, chegamos a seguinte:

Defini¢dao 3.118 (ponto de fronteira). Sejam M = (M,d) um espago métrico, X C M e
xo € M. Dizemos que xo é ponto de fronteira de X se, e somente se, para qualquer ¢ > 0
tivermos, simultaneamente:

B(xp,e) N X # @ e B(xp,e) N(M\ X) # &
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M\ X

Defini¢do 3.119 (fronteira de um conjunto). Sejam M = (M,d) um espaco métrico e
X C M. A fronteira de X, que denotamos por Fr. (X) ou por 9X é o conjunto:

Fr.(X) =9X={xe M| (Ve > 0)((B(x,e) N X # 2)&(B(x,e) N (M \ X) # 2))}

Apesar de ter se originado na ideia de contorno, a nogdo de fronteira é muito mais com-
plexa, como ilustram alguns exemplos a seguir.

Exemplo 3.120. No espaco métrico R = (R,d),em que d(x,y) = |x —y|, a fronteira do conjunto
[a,b] é {a, b}, ou seja, d[a,b] = {a,b}.

Exemplo 3.121. No espago métrico R = (R, d),em que d(x,y) = |x — y|, a fronteira do conjunto Q
¢ R, ou seja, 0Q = R.

Proposic¢do 3.122. Sejam M = (M, d) um espago métrico e X C M. Entdo tem-se Fr. (X) =
Fr.(M\ X).

Demonstragido. Uma vez que M \ (M \ X) = X, x¢ € Fr. (M \ X) se, e somente se,
(V6 > 0)(B(x0,6) "M\ (M\ X) # @)&(B(x0,6) N (M \ X) # @)

ou seja,

(V6 > 0)(B(x0,6) N X # 2)&(B(x0,8) N (M\ X) # )

ou seja, se, e somente se, xg € Fr. (X). Assim, Fr. (X) = Fr. (M \ X). O
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Teorema 3.123. Sejam M = (M, d) um espago métrico e X C M.

M = int. (X) UFr. (X) Uint. (M \ X)

Demonstragio. A inclusdo int. (X) U Fr. (X) Uint. (M \ X) C M é sempre valida. Mostremos
que a reciproca é verdadeira.

Dado x € M, hd somente duas possibilidades: x € X oux € M\ X.

Se x € X, entdo x € int. (X) ou x € X \ int. (X). Caso x ¢ int. (X), entdo x € X\ int. (X),
de modo que para todo 6 > 0, B(x,6) ¢ X. Isto significa que para todo 6 > 0 tem-se
B(x,0)N(M\ X) # &, e como x € B(x,0) N X, segue que x € Fr.(X). Logox € X = (x €
int. (X)) V (x € Fr. (X)).

Sex € M\ X, entdo x € int. (M\ X) oux € (M\ X) \int. (M \ X). Caso x ¢ int. (M \ X),
X

entdo para todo § > 0 tem-se B(x,6) ¢ M\ X, de modo que para todo é > 0, B(x,) N X # .
Como x € B(x,6) N (M \ X) # &, segue que x € Fr. (M \ X) P B, (X).
Mostramos, assim, que:
rEX o x € int. (X)
x € Fr.(X)
xeM= int. (M\ X)
xeM\X= x € int. (
x € Fr. (M \ X) = Fr.(X)
Assim, M C int. (X) UFr. (X) Uint. (M \ X), e vale:
M = int. (X) UFr. (X) Uint. (M \ X)
[]

Exercicios sobre Vizinhancas, Conjuntos Abertos e Fechados

2.1 Sejam M = (M, d) um espaco métrico, V. C M e x € M. Argumentar que V é uma
vizinhanga de x se, e somente se, V é uma vizinhanca de {x}.

2.2 Mostrar que, em qualquer espago métrico, o complemento de uma bola fechada é um
conjunto aberto.

2.3 Exibir uma familia de subconjuntos abertos de um espago métrico cuja intersecdo nao
seja aberta.
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Sejam M = (M, d) um espago métrico e A, B C M. Mostrar que int. (AN B) =int. (A)N
int. (B).

Sejam M = (M, d) um espago métrico e A, B C M. Mostrar que int. (AUB) = int. (A) U
int. (B). Exibir um exemplo em que int. (A U B) ¢ int. (A) Uint. (B).
Mostrar que um espago métrico M = (M, d) em que d é a métrica zero-um é discreto.

Mostrar que no espago métrico R = (R,d),em que d(x,y) = |x —y|, o subespago
(Z,dz),em que dz é a métrica induzida por d em Z, é discreto.

Mostrar que no espago métrico R = (R, d),em que d(x,y) = |x —y|, o subespago Q =
(Q,dq),em que dg é a métrica induzida por d em Q, nenhum ponto é isolado.

Mostrar que, em um espago métrico M = (M, d), se V. C M é vizinhanca de xp € M,
entdo int. (V) também é uma vizinhanga de xy.

Mostrar que, em um espago métrico M = (M, d), se V. C M é vizinhancade C C M e
de D C M, entdo V também é uma vizinhanga de C U D.

Mostrar que, em um espago métrico M = (M,d), se V. C M e W C M sdo vizinhangas
de C C M, entdo VN W também é uma vizinhanca de C.

Mostrar que, em um espago métrico M = (M,d), se V C M é vizinhanca de C C M se,
e somente se, V é vizinhanga de todos os pontos de C.

Mostrar que, em um espago métrico M = (M,d), xo é um ponto de acumulagdo de
X C M se, e somente se, d(xp, X \ {x0}) =0;

No espago métrico R = (R,dg),em que dg(x,y) = |x — y|, determinar o derivado dos
seguintes conjuntos:

(a) ]a,b[,em que 4,b € R sdo tais que a < b;

(b) [a,b],em que a,b € R sdo tais que a < b;

(©) &

d) Q

(e) Z;

1
f) < — N ;.
® {5 Inen}
Exibir um espago métrico M = (M,d) e uma familia infinita de abertos deste espago
cuja interse¢do nao seja um conjunto aberto.

Mostrar que, em qualquer espaco métrico M = (M, d), o complementar de um disco é
um conjunto aberto.
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Mostrar que, em (]RZ, dg), dados dois discos concéntricos de raios distintos, 0 maior é
uma vizinhanca do menor.

Mostrar que, em qualquer espaco métrico M = (M, d), se V. C M é uma vizinhanga de
C C M, entdo int. (V) também é uma vizinhanca de C.

Mostrar que, no espago métrico & = (IR?dg), dados quaisquer xo € M e § > 0,
B(X(),(S)/ = B[XO, (5]

Exibir um espago métrico M = (M, d) e conjuntos A,B C M tais que A # B mas
A’ =B

Mostrar que qualquer subconjunto de um espago métrico discreto é, simultaneamente,
aberto e fechado.

Sejam M = (M, d) um espago métrico e A,B C M subconjuntos abertos e densos em
M. Mostrar que A N B é um subconjunto aberto e denso em M

Mostrar que o tnico subconjunto denso em um espago métrico discreto é o préprio
espago.

Determinar, no espaco £ = (IR?,dE), a fronteira do conjunto E = {(x,y) € R? | x> +y? <

1}

gja M = (M,d) um espago métrico. Mostrar que, dado qualquer A C M, tem-se
Cl.(A) =int. (A) UJA.

Mostrar que o interior da fronteira de um conjunto aberto é vazia.
Mostrar que sdo fechados:

@ ZemR=(R,d),onded(x,y) =|x—y|;

(b) H={(x,y) €R? | x-y =1} em & = (R?,dg);

(© A={(x,y) €R?*| (x >0)&(y > 0)} em & = (R? dg). Generalizar este resultado.
Seja V = (V,+,-,| - ||pn) um espago vetorial pseudo-normado, ou seja, tal que || - ||ps :

V' — R4 é uma pseudo-norma, e considere o espago pseudo-métrico (V,d,,, ).em que
d|.ipy (% ¥) = |l x =yl pn. Mostrar que:

@@ E={xeV|d,,(x,0) =0} éum subespaco vetorial de V;
(b) Mostrar que Cl. {{0}} = E
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3.14 Sequéncias em Espacos Métricos

Definicao 3.124 (sequéncia). Seja M = (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia em M
é uma fungao:

M

x: N —
n o= X

Costumamos denotar a sequéncia x : IN — M por (x1,%x2,++ ,Xp, -+ ) Ou, mais frequente-
mente, por (X,)neN-

Devemos distinguir o conjunto dos termos de uma sequéncia da sequéncia propriamente
dita. Dada a sequéncia (x,);cN, cada imagem de um ndmero natural n por x, x, € M é
0 que denominamos um termo da sequéncia. Assim, o conjunto dos termos da sequéncia é
{xn | n € N}, e a conceituacdo aqui envolvida é bem diferente da de sequéncia. Por exemplo,
(1,1,2,1,1,2,1,1,- - - ) é uma sequéncia de elementos de R cujos conjunto de termos é {1,2}.

Defini¢do 3.125 (subsequéncia). Sejam M = (M, d) um espaco métrico e
x: N - M
no— X
uma sequéncia em M. Dada qualquer funcdo estritamente 1 : IN — IN, a aplicagio:
xoj: N — M
ko= x((k)) = x

é uma subsequéncia de x : N — M. Costumamos denotar uma subsequéncia de (x,),eN por
(X JkeN:

Defini¢do 3.126 (limite de uma sequéncia). Seja M = (M, d) um espaco métrico qualquer
e (Xn)neN uma sequéncia de elementos de M. O ponto X € M é o limite da sequéncia
(xn)neN se, para todo € > 0 existir no(e) € IN tal que, se n > ng(e) entdo x, € B(X,¢€).
Equivalentemente, X é limite da sequéncia (x,),ciN Se, € somente se:

(Ve > 0)(Ing(e) € N)(n > np(e) = x, € B(X,¢))

Para indicar que X é o limite da sequéncia (x,),cN escrevemos:

Xnp — X

ou
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im x,, = &
n—oo

e dizemos que “(x,),eN converge para X”.

Exemplo 3.127. No espaco métrico R = (R, d),em que d(x,y) = |x — y|, considere a sequéncia:
(n + 2>
n nelN

De fato, dado qualquer € > 0, como R satisfaz a Propriedade Arquimediana, para e/2 > 0 existe
no(e) € IN tal que:

Esta sequéncia converge para 1.

1 < £
no(e) 2
de modo que:
2 <e€
no(e)
e portanto:
no(e) +2 ‘ no(e) +2  no(e) 2 2
— 1| = — = = < §,
no(e) no(e) no(e) no(e) no(e)
M — 1‘ <g,
no(e)
1—e< M <1-+g,
no(e)
e assim,
no(e) + 2
———— €|l —¢,1+4+¢|= B(1,¢).
] = B(Le)
Note que, se n > ny(e), tem-se:
2 < 2
n — no(e)
e portanto:
n+2 :1+% <14 2 my(e) +2
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donde:

1—s<0§n+2§n0(€)+2<1+s

n no(¢)
ou seja,
n+2
n>np(e) = €]l —¢,1+¢[=B(l,¢)
X
— I I —

2
— 1.

n
Desta forma, i

Proposicdo 3.128. Seja M = (M, d) um espaco métrico. A sequéncia (x,),eN converge para
X € M se, e somente se:

(Ve > 0)(Inp(e) € IN)(n > np(e) = d(xn, X) < €)

Demonstracio. E evidente, pois X, € B(X,e) <= d(x,, %) <e. O

Quando uma sequéncia ndo converge, dizemos que “a sequéncia diverge”.

Exemplo 3.129. Seja M = (M, d) um espaco métrico. Uma sequéncia estaciondria é uma sequén-
cia (xy)neN de elementos de M tal que existe algum ng € N tal que n > nyg = x, = x,41 = x. Tais
sequéncias sdo, obviamente, convergentes para X, o termo que se repete: de fato, dado € > 0, tomando
no(e) = ny, segue-se que x, = X € B(X,¢e). Em particular, sequéncias constantes convergem para a
constante.

Exemplo 3.130. Consideremos o espago métrico R = (R, d),em que d(x,y) = |x — y|, e a sequéncia

(Xn)neN = (n i 1) converge para 1. Com efeito, dado € > 0, devemos encontrar ny(e) € IN tal
que: nelN
n>ng(e) =d 1) <e = |- —1|<e
0 +1 n+1
1 1
Note que AT R L AL ———, de modo que nosso trabalho se reduz a exibir
n+1 n+1 n+1 n+1

no(e) tal que:
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1
<Eé — ——<¢
‘ n+1

Mas,

1 1
<g <= —<n+1 <«<— ——-1<n.
n+1 € €

. L . 1
Assim, basta tomarmos ng(e) como o menor inteiro maior do que o niimero — — 1, que denotamos
€

1 .
por h — 1-‘ . Assim, tem-se:

1 1
n>\|--—1 —— <= L—1 <e <— d " 1) <e
€ n+1 n—+1 n+1

— 1.

n
Tem-se, de fato,
em-se efaon_i_1

Exemplo 3.131. Consideremos o espago métrico (C([0,1],R),d),em que:

d: C([0,1],R) xC([0,1],R) — Ry
(f,8) = sup{|f(x) —g(x)[ | x € [0,1]}
e considere a sequéncia:
fn: [0,1] - R
no— sin(n-x)
X o =

n

Mostraremos que f, — 0.

Seja € > 0. Queremos exibir ny(e) € IN tal que:

nZno(e):>d<sm(+x),0> <& = sup{

Note que uma condigdo suficiente para que:

sin(n - x)

—O‘|x€[0,1]}<s

sin(n - x)
n

—0’<s

™

uma vez que:
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sin(n - x)
n

sin(n - x)
n

_ |sin(n-x)| < 1)
n n

(Vx € ]0,1]) (

_0‘:

- 1
Basta, entdo, tomarmos ng(e) = 2l e teremos:

n> FW :>%<e:> <(Vx€[0,1])(

s

)

n

. 1 . .
Assim, para qualquer n > [— , € é uma cota superior para o conjunto:
€

{M_o |x€[0/1]}

n
de modo que:
sin(n - x)
sup T—O lx€[0,1]p <e
Portanto:

sin(n - x)
n

oo [!] o
s [ a(B000) <.

Exemplo 3.132. Seja M = (M,d) um espago métricoem que M é um conjunto com mais de um
ponto, digamos x,y. A sequéncia (x,y,x,Yy,x,y,- - ) ndo converge.

—0' xe [0,1]} <e

d(x,y)

2 4
B(a, €) deve conter todos os termos da sequéncia (jd que existem apenas dois), de modo que x,y €
B(a,€). Segue dai que:

Suponhamos, por absurdo, que a sequéncia convergisse para a € M. Tomando-se ¢ =

dx,y) <d(x,a)+d(a,y) <e+e=2e=d(x,vy)

e portanto:

d(x,y) <d(x,y),

o que é um absurdo. Logo, como a sequéncia ndo converge para nenhum ponto de M, a sequéncia
diverge.

Proposicdo 3.133. Seja M = (M, d) um espago métrico. Se (x,)neN € uma sequéncia conver-
gente em M, entdo o seu limite é iinico.
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Demonstragido. [Estratégia da prova: supor que existam dois limites e derivar, dai, um absurdo]
Suponhamos que existam %,7 € M, ¥ # 7, tais que limx, = ¥ e limx,, = 7.

d(x,7 .
Como ¥ # i, tem-se que d(%,7) > 0, logo, tomando ¢ = % > 0, como x, — X, existira

n1(e) € N tal que:

n>ni(e) = d(xy, x) <e

Também, como x,, — 7, existe nz(e) € IN tal que:

n>ny(e) = d(x,7) <e

Assim, tomando ny(e) = max{ny(¢),nz(e)} € N, tem-se:

n>noe) = ((d(xn, %) < €)&(d(xy,7) < €))

o que implica que, para qualquer n > ny(e) vale:

=i

) <d(%,x4) +d(xn,7) <et+e= d(leg) + 4%.5) = d(%,7)

d(x,

<
N

ou seja,

d(x,7) <d(%,9),

o que é absurdo. O

Proposicdo 3.134. Sejam M um conjunto e d,d’ : M x M — Ry métricas equivalentes, e
considere os espacos métricos M = (M, d) e M' = (M, d"). Uma sequéncia (x,),eN converge
em M para um ponto X € M se, e somente se, (xy)eN converge em M’ = (M, d") para .

Demonstragio. (=) Suponhamos, primeiramente, que x, — X em M, ou seja, que:

(Ve > 0)(Ing(e) € N)((n > no(e)) = x, € By(%,¢))

Seja ¢ > 0 qualquer dado. Devemos demonstrar que existe n1(¢) € N tal que n > ny(¢) =
Xn € By (%, ¢€).

Como d ~ d’, para este ¢ > 0 existe A = A(e) > 0 tal que B;j(x,A) C By(X,¢). Novamente,
como x, — ¥ em M, para este A > 0 existird no(A) € N tal que n > nyg(A) = x, € By(x,A) C
By(X,¢€). Assim, tem-se que:

(Ve > 0)(Ing(A(e)) € N)(n > ng(Ae)) = x, € By(%,¢)),

ou seja, x, — ¥ em M.

(=) Suponhamos, agora, que x, — ¥ em M/, ou seja, que:
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€))

x
Seja ¢ > 0 qualquer dado. Devemos demonstrar que existe n1(¢) € N tal que n > ny(¢) =
Xy € By(%,¢€).
Como d ~ d’, para este ¢ > 0 existe A = A(e) > 0 tal que By (%,A) C By(%,¢). Novamente,
como x, — ¥ em M, para este A > 0 existird n9(A) € N tal que n > ny(A) = x, € By(x,A) C
B;(x,¢). Assim, tem-se que:

(Ve > 0)(Ing(e) € N)((n > no(e)) = x, € By (

(Ve > 0)(Ing(Ae)) € N)(n > nog(A(e)) = x, € By(%,¢€)),

ou seja, x, — X em M.

Proposic¢do 3.135. Seja M = (M, d) um espaco métrico. Se (x,)neN converge para X € IN,
entdo toda subsequéncia de (x,)n,cN também converge para X.

Demonstragdo. Sejam (x,),en uma sequéncia, em M, convergente para X, e seja j : N — IN
uma fungdo estritamente crescente, e considere a subsequéncia:

xoj: N — M
ko= x((k)) = x,

que denotaremos por (xy, )keN- Devemos demonstrar que, dado € > 0, existe ko(e) € IN tal
que:
k> ko(e) = xn, € B(X,€)

Seja € > 0 qualquer dado. Como, por hipétese, x, — %, dado este € > 0 existird np(e) € N
tal que:

n > np(e) = x, € B(%,¢)

Como j : IN — IN é estritamente crescente, sua imagem, j[IN] C IN é ilimitada superior-
mente. Isto significa que, dado ng(¢) existem infinitos elementos de j[IN| que sdo maiores do
que np(¢). Seja:

ko(e) = min{k € N | 7(k) > no(e) }

Assim, como ] : N — IN € estritamente crescente, tem-se:

k > ko(e) = j(k) = j(ko(e)) = mo(e)

ou seja,
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k > ko(e) = ny > nop(e)

e portanto:

Xn, € B(X,€)

Desta forma, segue que:

(Ve > 0)(Fko(e) € N)(k > ko(e) = xp, € B(%,€))

ou seja,

Xp, — X.

k

]

Observagio 3.136. A reciproca da Proposi¢do é falsa. No espago métrico (R,d),em que
d(x,y) = |x —y|, considere a sequéncia (1,2,1,2,1,2,1,---), que, como vimos no Exemplo |3.132
ndo é convergente. No entanto, as subsequéncias (1,1,1,---) e (2,2,2,- - - ) sdo convergentes.

Defini¢do 3.137 (sequéncia limitada). Sejam M = (M, d) um espaco métrico e (xn)neN
uma sequéncia de elementos de M. A sequéncia (x,)ncN € limitada se, e somente se, o conjunto
de seus termos for limitado, ou seja se:

(3K > 0)(Vm € N)(Vn € N)(d(xm, xn) < K)

Proposicdo 3.138 (Toda sequéncia convergente é limitada). Sejam M = (M,d) um es-
pago métrico e (xn)neN Uma sequéncia de elementos de M. Se (x,)neN for convergente, entio
(xn)neN € limitada.

Demonstragido. Suponhamos que x, — X,em que ¥ € M. Dado ¢ = 1, existe no(1) € IN tal que
n > np(1) implica:
X, € B(%,1).
Considere k = max{d(x;, %) |i € {1,--- ,no(1) —1}}, e tomemos M = max{k,1}. Tem-se:

(\V/l S N)(V] € ]N)(d(xi,xj) < d(xi,f) + d(f,x]-) <M+M= ZM)
Desta forma, para K = 2M tem-se:

(VYm € N)(Vn € N)(d(xm, xn) < K).
[l

Observagao 3.139. A reciproca da proposigio anterior ndo é vdlida. De fato, a sequéncia (1,2,1,2,---),
apesar de ser limitada, é divergente.
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3.15 Sequéncia num Espaco Produto

Recorde que dados dois espagos métricos quaisquer, M = (Mj,d;) e My = (My,d»), vimos
trés métricas das quais podemos dotar o conjunto M; x Mp:

1)
ClE : (Ml X Mz) X (M1 X Mz) — ]R+
((x1,11), (x2,¥2)) = /d1(x1, x2)2 + d2 (Y1, y2)?
2)
ds : (M1 X Mz) X (M1 X Mz) — ]R_|_
((x1,y1), (x2,¥2)) = dq(x1,x2) +d2(y1,y2)
3)

(JlM: (M1 X Mz) X (M1 X Mz) — ]R+
((x1,y1), (x2,42)) = max{dy(x1,x2),d2(y1,y2) }

Defini¢do 3.140 (sequéncia em espacos-produto). Sejam M = (M,dy;) e N = (N, dy)
espagos métricos, e considere M X N' = (M x N, d),em que d € {dg,ds,dp }. Uma sequéncia
de pontos em M x N é uma fungio:

x: N - MXxN
no— (X, Yn)

que denotamos por ((Xn,Yn))neN,em que (Xn)peN € uma sequéncia de elementos de M e
(Yn)neN € uma sequéncia de elementos de N.

N, N) espagos métricos, e
(x,7) € M x N, dizemos
%,7), se, e somente se:

Definicdo 3.141 (convergéncia). Sejam M = (M,dy) e N = (
considere M x N' = (M x N,d),em que d € {dg,ds,dp}. Dado
que ((Xn, Yn)new) converge para (X,7), e escrevemos (xXn, Yn) — (

(Ve > 0)(3no(e) € N)((n = no(e)) = (xn,yn) € Ba((%,7),€))

Estabeleceremos agora uma condi¢do que dé a convergéncia de ((xn, Yn))neNn €m termos
da convergéncia de (x,)neN € de (Yn)neN-

Proposic¢ao 3.142. Sejam My = (My,d1) e My = (My,dy) espagos métricos, e considere
My x My = (My x My, d),em qued € {dg,ds,dp}. Uma sequéncia ((Xn, Yn))neN converge
para (X,7) € My x M, se, e somente se x, — % € Y — 7.

Demonstragio. Pela Proposicao (3.134, uma vez que pela Teorema dp ~ dg ~ dj, basta
demonstrarmos o resultado para uma destas métricas em particular. Faremos a demonstragao
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utilizando a métrica da soma, ds.
(=) Seja ¢ > 0 dado. Como ((xn, ¥n))neN — (X, 7), existe no(e) € IN tal que:

n > no(e) = ds((xu,yn), (£,9) = di (x, ®) + da(yu 1) < ¢

Em particular, segue que:

de modo que x,, — X, e:

n>no(e) = da(yn, 7) <e,

de modo que v, — 7.

(<) Seja € > 0 qualquer dado. Como, por hipétese, x, — %, dado § > 0, existe n;(e) € IN
tal que:

n>m(e) = di(xn, %) < g
e como, por hipétese, y, — ¥, dado § > 0 existe n,(¢) € N tal que:

€
n>mny(e) = da(yn, j) < >

Tomando ny(e) = ny(e) + na(e), seguira que:

Portanto, segue que:

((xn,Yn))nen — (%,7).

A genralizagdo do resultado acima é imediata para o produto de quaisquer n espagos mé-
tricos.

3.16 Sequéncias em Espacos Vetoriais Normados

No espago R = (R,d),em que d(x,y) = |x —y|, sdo de grande interesse as sequéncias ditas
“mondtonas”, que compreendem os seguintes tipos:
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e Sequéncias crescentes: sdo sequéncias (X,),cN de numeros reais tais que m < n =
Xm < xy. Sem < n = xp, < x,, dizemos que a sequéncia é estritamente crescente.

e Sequéncias Decrescentes sdo sequéncias (x,),cN de numeros reais tais que m < n =
Xn < Xy Sem < n = x, < xp, dizemos que a sequéncia é estritamente decrescente.

1
n

Exemplo 3.143. A sequéncia ( ) N é estritamente decrescente, ao passo que a sequéncia
ne

(1/1/2/2/3/3/' : )

é crescente. Por sua vez, a sequéncia ((—1)"),eN ndo é monétona.

Proposicao 3.144. Toda sequéncia crescente ou estritamente crescente cujo conjunto dos termos
é limitado superiormente converge para o supremo deste conjunto.

Demonstragio. [Estrutura da Prova: demonstracdo por absurdo] Suponhamos que (x,)neN
seja uma sequéncia de nimeros reais tal que x; < xp < -+ < x5 < X417 < -+, € seja
% =sup{xq,xp,---,Xn, - - - }. Mostraremos que lim,_, X, = X.

Dado € > 0, deverd existir ng(e) € IN tal que se n > ny(¢) entdo:

F—e<x, <i+e

De fato, se ndo fosse este o caso, existiria algum ey > 0 tal que, para todo n valeria
x, < X —e. Isto implicaria a existéncia de uma cota superior do conjunto {x; | i € N} (a saber,
X — ¢€) menor do que ¥ - o que seria uma contradicdo com o fato de ¥ ser o supremo deste
conjunto. Assim, existe algum indice ny(¢) tal que:

X—e<xy<x+e

para todo n > ng(e), ou seja:

(Ve > 0)(Ing(e) € N)(n > np(e) = |x, — x| < ¢)

A demonstragdo no caso da sequéncia ser crescente é totalmente analoga. O

Proposicao 3.145. Toda sequéncia decrescente ou estritamente decrescente cujo conjunto dos
termos é limitado inferiormente converge para o infimo deste conjunto.

Demonstragio. Analoga a prova da Proposicao [3.144] Faga como exercicio. O
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Teorema 3.146 (da Conservagdo do Sinal). Se (x,),cN € uma sequéncia de niimeros reais.

Tem-se:
(i) selim, o0 Xy, = X > 0, entdo existem um indice ny € IN e uma constante ¢ > 0 tal que:

(Vn € N)(n > ng = x, > ¢)

(i) se limy 0 Xy = X < 0, entdo existem um indice ng € IN e uma constante ¢ < 0 tal que:

(Vn € IN)(n > ng = x, <)

> 0. Como x, — %, existe ng(e) € N tal que

N[ =i

Demonstracdo. * Ad (i): tomemos ¢ =
n > no(e) = [x, — | < 3, ou seja,

—§<xn—f<§

Somando X aos trés membros acima, obtemos, em particular:

< Xy

N =i

Assim,

(Ve > 0)(Ing(e) € IN) (n > no(e) = g < xn)

NI=i

Basta, portanto, tomarmos ¢ =

N[y

* Ad (ii): Neste caso, a demonstragdo é analoga: tomando ¢ = |2ﬂ > 0, veremos que ¢ =

cumprird as condi¢des requeridas.

]

A proposi¢do acima nos diz, em particular, que existe ng € IN tal que, no primeiro caso:
(Vn > ng)(x, > 0)

e no segundo caso:
(Vn > ng)(x, <0)

Seja (xn)neN uma sequéncia limitada de ntimeros reais. Para cada n € IN, defina:

Xy = {xn/ Xn4+1,Xn+2, " }
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que denominamos por a n—ésima cauda de X, e defina as sequéncias (a,),en dada por
a, = inf X, e (by),en dada por b, = sup X,,. Mostraremos a seguir que as sequéncias (a5 )eN
e (bn)nen ambas convergem.

Proposic¢do 3.147. Seja (x,) e uma sequéncia limitada de niimeros reais. Se para cadan € N
definimos:

Xy = {xnr Xn+1,Xn+2,° - }

Entdo a sequéncia (a,)neNn = (inf X,) e € convergente.

Demonstragdo. Primeiramente observamos que se n < m, entao:

Xm = {Xm,xm+1,xm+2’-..} g {x”’anrl/"’ ,xm’xm+1,. . } Xﬂ/

ou seja:

n<m= X, CX,

Da Proposicao 2.107|segue que:

n < m = inf X, <inf X,,.

Segue, assim, que (a,)zeN = (inf X,),en € uma sequéncia mondtona crescente (ou seja,
a sequéncia dos infimos, (inf X, ),en ndo decresce). Uma vez que a sequéncia (xy),en € li-
mitada, tem-se que o conjunto {x1,x,---} C R é um conjunto limitado — e em particular,
superiormente. Assim, temos que (4,),eN € uma sequéncia monétona estritamente cres-
cente e limitada superiormente, logo converge. Assim, pela Proposicao a sequeéncia
(inf X, ) yen converge para sup{inf X,, | n € IN}:

inf X;, — sup{infX,, | n € N}

Denominamos sup{inf X,, | n € IN} por “limite inferior de (x,),eN”, € 0 denotamos por:

liminfx, = sup{inf X, | n € N}
[

Tem-se, em particular, que dada qualquer sequéncia de ntimeros reais, (X, ),eN, iminf x,
é o menor valor de aderéncia do conjunto X = {x1,---,xu,---}: com efeito, denotemos
liminfx, = «a.

e « é ponto aderente de X: de fato, dado qualquer § > 0, como inf X,, — «, existe n(d) € N
tal que n > n(d) = |inf X, —a| < 4, ouseja, n > n(d) = a — 6 < inf X, < a + 4. Mas sendo
a = sup{infX,, | n € N}, a — ¢ ndo pode ser cota superior de {infX, | n € N}, de modo
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que deve existir mp € N tal que a« — § < inf X;;;, < a. Desta forma, para todo n > mgp, como
Xp € Xy, tem-se &« — 6 < inf X, < x, < a. Conclui-se, portanto, que dado qualquer § > 0,
existe x, € X tal que x, € B(a,6) N X =|a — J,a + J[NX # & (basta tomarmos x,, com n maior
ou igual my).

e se ¢ < &, c ndo é ponto aderente de X: como inf X;, — &, segue de ¢ < a que existe
no(c) € N tal que ¢ < infX, ) < a. Logo, para 6 = infX, ) —c > 0, vemos que
¢+ 6 = inf X, (), logo o intervalo Jc — J, c + 6[ ndo contém nenhum termo x, com n > ny(c).
Isto significa que c é ponto isolado, ou seja, ndo é ponto aderente de X.

De modo similar, demonstra-se que lim sup x,, é o maior ponto aderente de X.

Proposicdo 3.148. Seja (x,),cN uma sequéncia limitada de niimeros reais. Se para cadan € N
definimos:

Xn - {xn; Xn+1, Xn+2," " }

Entdo a sequéncia (by)neN = (sup Xu)neN € convergente.

Demonstracdo. Exercicio. ]

3.17 Sequéncias em Espacos Vetoriais Normados Quaisquer

Nesta subsegdo, V = (V,+,-,|| - ||v) denotarda um espago vetorial normado e 0 denotard o
vetor nulo.

Proposicao 3.149. Seja (x,),cN uma sequéncia de pontos de um espago vetorial normado, V), e
que converge para X € V. Entdo existe uma bola de centro na origem que contém todos os termos
da sequéncia.

Demonstragido. Tomando ¢ = 1, existe um indice ny(1) € IN tal que:

n>ny(l) = d(xy, x) =|x,— x|y <1

Como, no entanto,

2nllv = llxn = 2+ Zllv < lxn = Zllv + [[%]lv

para todo n > np(1) € N tem-se:
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lxnlly <14 xllv

Tomemos A = max{||x1[lv,- -, [[xy,1)llv,1+ [[%|lv} + 1. Para todo n € N tem-se, assim:

d(xn,0) = [Jxulv <A

de modo que:

(Vn € IN)(x, € B(0,A))

Defini¢do 3.150 (soma de sequéncias). Sejam K € {R,C}, V = (V,+,-,|-|) um
K —espago vetorial normado. Dadas duas sequéncias it = (un)peN € T = (Un)neN, 4 Soma de
il com T é a sequéncia:

1%

H+7: N —
n — U, +oy,

Escrevemos, assim it + U = (Uy + Un)pneN

Defini¢do 3.151 (produto de escalar por sequéncias). Sejam K € {R,C},V = (V,+,, || -
||) um K—espago vetorial normado. Dados um escalar « € K e uma sequéncia 0 = (vy)nenN, 0
produto do escalar « pela sequéncia U é a sequéncia:

a-7: N — V
n o= -y

Proposi¢do 3.152. Sejam K € {R,C}, a € KeV = (V,+,-,| - ||) um K—espago vetorial
normado. Sejam (uUy)neN € (Un)neN Sequéncias tais que u, — i e v, — 0. Entdo:

lim (u, +v,) =+ 0.
n—oo

Ima-v, =a-7
n—oo

Demonstragdo. Seja e > 0 qualquer. Por hipdtese, dado o niimero positivo § > 0, existe

n1 (%) € N tal que:

& &
n2n1<§>:>||un—a||<§
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e existe n, (§) tal que:

€

2
Desta forma, escolhendo ng(e) = 11 (5) + 12 (5) € N, teremos:

n>m(5) = llon -2 <

€

2~ ¢

_ €
n 2 no(e) = [|(un + o) = (@+0)|| < fJun — ]| + flow —0f| <5+
Isto prova que (uy + vy)yen — (71 + 7).
No caso em que & = Ok temos a sequéncia identicamente nula, que converge para Oy.
Logo, precisamos demonstrar o resultado apenas para « € K\ {0y }.
£ £

Seja dado ¢ > 0 qualquer. Como v, — 7, por hipétese, dado = > 0 existe ny (—) €N

|a] |a

tal que:

€ _ €
nZﬂO(W) :>||vn—v||<m

Desta forma, tomando ny(g) = ng <|§—|>, tem-se que:

s

=5
||

& N2
i (S ) = la-vn—a-o] 2 |- on -0l < |a|-
||

Coroldério 3.153. Se (x,)neN € (Yn)neN sdo sequéncias em R tais que existe Ny € IN tal que:

nZNijnSyn

e se (Xn)neN € (Yn)neN forem ambas convergentes, entio:

lim x, < lim y,
n—oo n—o0

Demonstragdo. [Estrutura da prova: demonstracdo por contraposicao.] Suponha que tenhamos
a negacdo da tese, ou seja, que valha:

lim x, > lim y,
n—oo n—oo

e considere a sequéncia (X, — Yn)neN-
Da Proposicao [3.152] tem-se:

lim (—y,) = — lim y,

n—o0 n—o00

Desta forma, seque que:
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P (0 = Ye) = g, X = litg, Yo > O

Segue, portanto, do Teorema da Conservacao do Sinal, Teorema 3.146, que existem um
indice np € IN e uma constante ¢ > 0 tais que:

(Vn e IN)(n > ng = x4 > Yn)

Proposicdo 3.154. Seja V = (V,+,-,| - ||) um K—espago (K € {R,C}) vetorial normado.
Se (Vn)neN € uma sequéncia de vetores tal que v, — 0 € V e se (an)neN € uma sequéncia de
niimeros escalares tal que a, — & € K, entdo:

(XnUn—>0_('Z7.

Demonstragio. Seja ¢ > 0 dado qualquer. Como «, — &, tem-se que:

(i) Dado qualquer ¢ > ||7||, existe um indice 11 (¢) € N tal que:

€
n>n(e) = la;, —a| < —
= 1( ) | n | 2c
(i) Como toda sequéncia convergente é limitada ( pela Proposi¢ao|3.138|), existe um niimero
real K > 0 tal que para todo n > 1 tem-se |a,| < K. Por outro lado, como v, — 7, dado
0 nimero positivo 5 existe 1, (%) € N tal que:

e €
> i 5 -~
nzm (5e) = o2l < 5
Tomando ng(e) = ny(e) + 1z (5%) € N, temos:
n>mno(e) = ||ap-vn—a-9|| = |lan-vn—0n-o+wa, 7—& 9| <

< l@n - o — - 0] + -0 — & -0 =

€ € e €
= Janl - low =0 4 [0]] - Jan —&] < K- o = e =S4 5 =
Assim:
(Ve > 0)(Ing(e) € N)(n > ng(e) = ||an - vy — & - 7| <€)
ou seja,

&n'Un%ljé'?j.
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Exemplo 3.155. Sejaa € R tal que 0 < a < 1. Afirmamos que a sequéncia (a"),en = (a,a%,a%,- )

converge para 0.
De fato, tem-se:

a>a>>a> - ->a">--->0

de modo que a sequéncia dada é monétona estritamente decrescente e o conjunto dos seus termos,
{a,a?,a,--- ,a",- -} é limitado inferiormente por 0. Da Proposicdo seque que a sequéncia
(an)nenN converge para p = inf{a,a?,a3,--- ,a",---}.

Como:

(a,azlu3’... ’an’...) — (a’a’a’...).(1’a’a2,a3’... ’an’...),

pela Proposigdo 3.154) tem-se:

lim (a,a%,a,--- ,a",---) = lim (a,a,a,---) - lim (1,a,a,--- ,a",---)
n—sco n—00 n—00

. * . . «
Como lim,_e(a,a?,a3,- -+ ) = lim,e(1,a,a%,---) = p,em que podemos justificar a passagem

* usando o fato de ser (a" 1), e uma subsequéncia de (a™),cN, segue que:
p=a-p
e portanto:
p-(1—a)=0.

Uma vez que a # 1, segue que p = inf{a,a?,a%,---} = lim, o a" = 0.

Lema 3.156. Sejam V = (V,+,-, || - ||) um espago vetorial normado e (v,)n,eN Uma sequéncia
de vetores tal que v, — 0 € V. Nestas condigoes, (||vy||)nen converge para ||5||.

Demonstragio. Notemos inicialmente que:

(Vi € N)([|onll = [lon — 7+ ]| < [[on —3]| + [|7]])

e portanto:

(Vn € N)([[onll = [lo]] < [lox —2l])

Analogamente, pode-se provar que vale:

(Vn € N)([[7]| = [[oal] < [lon —2l])

Segue, portanto, que:



142 CAPITULO 3. ESPACOS METRICOS

Hloull = lloll] < l[on = 3]

Assim, dado ¢ > 0, como v, — 7, existe ng(e) € N tal que:

n>nye) = ||lvn — 9| <e

e a fortiori,

n = mno(e) = |[lon] —lo]]| <&

de modo que:

[[on]l = |7l

Proposi¢do 3.157. Sejam (a,),eN uma sequéncia de escalares (de R ou de C) tal que a,, —
a # 0. A sequéncia:

g: N — R
0, seay, =0

no
1
{—mn, se a, # 0

converge para —.
«

Demonstragio. Pelo Teorema [3.146| como |a| > 0, existe ny € N tal que:

(Vn € N)(n > ng = |ay| > 0)

ou seja,

(Vn € N)(n > ng = a, #0).

Ademais, como:

ay = &= |ay| — o] >0

pelo mesmo teorema existem um indice my € IN e uma constante ¢ > 0 tais que:

1 1
n>my= oy >c = — <=
&y, ¢
Seja ¢ > 0 dado, e considere o nimero c - |a| -&¢ > 0. Uma vez que &, — a, para este

numero c - |a| - € > 0, existe ng (¢ - || - €) € N tal que:
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n>mng(c|al-€) = lay—a| <c-lal-e

Escolhendo ny(e) = ng + mo + no (ﬁ), teremos:

1 1 — . )
nZnO(g):>___:|‘xn o C|¢x|g:,
&n @ |0‘n||0‘| C-|IX|
e portanto:
. 1
A pn =

Exercicios sobre Sequéncias em Espacos Métricos
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3.1 Mostrar que uma progressao aritmética, (x1,%0, -+, Xp, ) converge se, e somente se,

x1:x2:x3:”':xl’l:"'-

3.2 Seja (xn)neN uma sequéncia de nimeros reais. Mostrar que se (X1, X3, X5, X7, - -+, Xpg_1,- - - )

e (xp, X4,Xg, - -+ , X3k, - - - ) ambas convergem para ¥ € R, entdo x, — *.

3.3 Seja M = (M, d) um espaco métrico. Mostrar que se (x,),eN € uma sequéncia de ele-
mentos de M que converge para ¥ € M, entdo a sequéncia de nameros reais (d(x,, X)) neN =

(d(x1,%),d(xp,%),---,d(xy,X),- ) converge para 0.

3.4 Seja M = (M,d) um espago métrico. Mostrar que se (X)neN € (Yn)nen sdo duas

sequéncias de elementos de M tais que x, -+ ¥ € M ey, — § € M, entdo:

nlg{}od(xnryn) =d(%,7).

3.5 Sejam M = (M, d) um espago métrico e xyg € M. Definindo x; = f(xp), -+ ,Xp41 =
f(xn),- -, mostre que se f : (M,d) — (M,d) é uma isometria e se f(xg) # Xp, entdo

(Xn)neN Ndo converge.

3.6 Mostrar que se (M,d) é um espaco pseudo-métrico [ou seja, d : M x M — R é uma

pseudo-métrica], entdo toda sequéncia de elementos de M tem um tnico limite.

3.7 Mostrar que se (X,),eN € uma sequéncia de nimeros reais limitada inferiormente e

monotona estritamente decrescente, entdo limy, e X = inf{x1, xp,- -+, xp, - - -

3.8 Mostrar que se a € R é tal que 0 < |a| < 1, entdo lim, . |a|" = 0.

3.9 Mostrar que se X C R é um conjunto limitado, entdo existem sequéncias (x,)necN €

(Yn)nen tais que x, — sup X e y, — inf X.
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3.10 Seja (xn)neN uma sequéncia limitada de ntimeros reais. Se para cada n € IN definimos:

Xy = {xi’l/ Xn+1, Xn+2," " }

Mostrar que a sequéncia (by)yen = (sup Xu)nen € convergente. O valor de aderén-
cia desta sequéncia é denominado “o limite superior de (x,),eNn ”, € é denotado por
lim sup x;.
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3.18 Funcgdes Continuas

Recordamos, do curso de Calculo Diferencial e Integral, que uma fungdo f : R — R é continua
em um ponto xy € R se, e somente se dado qualquer ¢ > 0 existir um ¢ > 0 tal que:

¥ =x0] <& = [f(x) = flx0)] <e

Intuitivamente, f é continua em xj se, e somente se, para obter valores de f(x) “arbitrari-
amente” proximos de f(xo) bastar tomar pontos x “suficientemente” préximos de xj.

Veremos que a defini¢do a seguir generaliza o conceito de continuidade para o contexto
dos espagos métricos:

Definicdo 3.158 (func¢do continua em um ponto). Sejam M = (M,dp) e N = (N, dy)
dois espagos métricos, xo € M e f : M — N uma fungio. Dizemos que f é continua em x se,
para qualquer € > 0 for possivel exibir § > 0 tal que:

dm(x,x0) <8 =dn(f(x), f(x0)) <e

Assim, f é continua em xg se, e somente se:

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € M)(dpm(x,x0) <= dn(f(x), f(x0)) < e)

Ainda com as notag¢des da definicdo acima, quando uma func¢do ndo é continua em um
ponto xg € M, dizemos que ela é descontinua em x(. Neste caso, isto significa que:

=[(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € M)(dpm(x,x0) < 6= dn(f(x), f(x0)) < ¢)]

ou seja, que:

(Je > 0)(V6 > 0)(3x € M)((dm(x, x0) < 0)&(dn(f(x),f(x0)) = ¢))

Defini¢do 3.159 (fun¢io continua em um conjunto). Sejam M = (M, dp) e N = (N, dy)
dois espagos métricos, X C M e f : M — N uma fungdo. Dizemos que f é continua em X se,
e somente se, f é continua em cada um dos pontos de X.

Podemos caracterizar a nogdo de continuidade fazendo uso da nogdo de “bola aberta”,
COmo vemos na:
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Proposi¢do 3.160. Sejam M = (M, dy) e N = (N, dy) espagos métricos e seja xg € M. Uma
fungdo f : M — N é continua em x se, e somente se, dada uma bola aberta B(f(xo),e) C N
existir uma bola aberta B(xo,6) C M tal que:

fIB(x0,6)] C B(f(x0),¢)

.

Demonstragio. (=) Dada a bola aberta B(f(xp),e) C N, considerando seu raio ¢ > 0, sendo f
continua em x existird § > 0 tal que:

dp(x,x0) <0 =dn(f(x), f(x0)) <e

Afirmamos que B(x, ) é tal que:

f[B(x0,6)] € B(f(x0),¢)

De fato, dado y € f[B(xp,0)], tem-se que existe x € B(xp,d), ou seja, x € M tal que
dp(x,x0) < dey = f(x). Mas, por hipétese, dpr(x, x0) < 6 = dn(f(x), f(x0)) = dn(y, f(x0)) <
e, ouseja, y = f(x) € B(f(xo),¢).

(<) Seja ¢ > 0 dado. Por hipotese, dada a bola aberta B(f(xg),¢) C N, existe uma bola
aberta B(xo,d) C M tal que:

f1B(x0,6)] € B(f(x0),€)-

Afirmamos que, dado € > 0, basta tomarmos é dado como o raio da bola aberta centrada
em xo dada pela hipotese.

Desta forma, dado x € M tal que dpy(x,xp) < J, tem-se x € B(xp,0) e, portanto, f(x) €

f[B(x0,0)] C B(f(x0),€), de modo que dn(f(x), f(x0)) < e.
[

Proposigdo 3.161. Sejam M, N conjuntos, di e d| métricas equivalentes sobre M e d e d,
métricas equivalentes sobre N. Tem-se que:

f: (M,dl) — (N,dz)

é continua se, e somente se,

f:(M,dy) = (N,dy)

é continua.
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(M, dy) —~ (N, o)

(M, dy) (N, )
Demonstragio. (=) Suponhamos que f : (M,d;) — (N, dy) seja continua. Devemos demons-

trar que f : (M,d}) — (N,d}) é continua.

Seja xp € M um ponto qualquer. Dada a bola aberta By (f(x0),e) C N, como d ~ dj,
existe A > 0 tal que By, (f(x0),A) C By (f(x0),¢€). Como, por hipétese, f : (M,d1) — (N, dz) é
continua, segue da Proposicao que existe By, (xo,6) C M tal que:

f[Ba, (x0,0)] C By, (f(x0),7) (3.8)

e consequentemente:

f1Ba, (x0,6)] C By, (f(x0),€) (3.9)
Como dq ~ d}, dado este § > 0 existe 7 > 0 tal que:

By (xo0,1) C Ba, (x0,6).
Afirmagdo: f[By (xo,7)] C By (f(x0),€).

De fato, dado y € f[By (xo,7)], existe x € By (xo,77) tal que y = f(x). Como x €

By (xo0,1) C By, (x0,6), segue que x € By, (xo,6). De 3.9), segue que f(x) =y € By (f(x0),2).
Segue da Proposicdo que f : (M,d}) = (N,d}) é continua. A outra implicagdo se
demonstra de modo totalmente analogo. [

Exemplo 3.162. Toda imersio isométrica f : (M,dp) — (N,dy) é uma fungdo continua. De fato,
seja xg € M um ponto qualquer e By, (f(x0),€) C N, a bola aberta By, (xo, €) € tal que:

f[Ba,, (x0,€)] = By (f(x0), €).

Exemplo 3.163. Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. A inclusdo:

N (Xd Txxx) <= (M,d)
por ser uma imersdo isométrica, é uma fungio continua.
Exemplo 3.164. Dado (M, d) um espago métrico qualquer, por ser uma isometria, a fungio:
idy - (M, d) — (M, d)

é continua.
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Exemplo 3.165. Dado um espago vetorial normado V = (V,+,-,| - ||), toda translagdo:
Ty: V. =V
7 — T+0

é continua. De fato, Ty, é uma isometria, pois para quaisquer il, 7 € V tem-se:

d. (T (i), Ty, (9)) = [| Ty, (i) — Ty (9)|| = || + 00 — (T+ 00) || = |4 — T|| = d|. (i, T)

Exemplo 3.166. Sejam (M,dp) e (N,dy) espagos métricos, e considere (M x N,d),em que d é
qualquer uma das métricas equivalentes da qual se pode munir M x N. Dado qualquer xo € M, a
fungdo:

Jxo: (N,dy) — (M xN,d)
y = (xo0,Y)

é continua. De fato, na verdade para cada xo € M fixado, |y, é uma isometria: dados quaisquer
Y1, Y2 € N, tem-se:

d(7xo (Y1), 120 (y2)) = d((x0, 1), (x0,y2)) = \/dM(szxo)z +dn(y1y2)* = dn(y1 v2).

Sendo uma isometria, Jx, é continua. Pela Proposi¢do |3.161} ]y, é continua para qualquer uma
das métricas equivalentes das quais podemos dotar M x N.

Defini¢do 3.167 (contragio fraca). Sejam (M,dy) e (N, dy) espagos métricose f : M — N
uma fungdo. Dizemos que f é uma contragdo fraca se, e somente se:

(Vx € M)(Vy € M)(dn(f(x), f(y)) < dm(x,y))

Exemplo 3.168. Toda contragio fraca é continua. Com efeito, dados dois espagos métricos, (M, dp;) e
(N,dy) e uma contragio fraca f : M — N, tem-se que dado qualquer xo € M vale:

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € M) (dp(x,x0) < = dn(f(x), f(x0)) <dp(x,x0) <8 =¢)
ou seja, basta tomarmos 6 = e.

Exemplo 3.169. Sejam (My,d1), (My,d2), -+, (Mpy,dn) espagos métricos. Considere em [} M;
qualquer métrica d da qual se pode pode dotar o produto (vimos que todas sio equivalentes), de modo a
obter o espago métrico (T} M;,d). Para cada i € {1,2,--- ,n}, a projeciio na i—ésima coordenada:

. n
7T - i=1 M; — M;
(xll"'/xi/"'xn) =X
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é uma fungdo continua. De fato, 7t; é uma contragdo fraca: dados (x1,- -+ ,Xxi, -+ ,xn) e (Y1, , Vi, ,Yn) €

4 M;, tem-se:

di(ri(xn, o, Xipe oo Xn), 7 (Y S Yo Yn)) = di(xi, i) <
< (e y0)? 4 (o, yn)? = (31, 2), (YY)

Desta forma, TT;, por ser uma contragio fmca, é uma fungﬁo continua.

Exemplo 3.170. Dado V = (V,+,-, || - ||) um K—espago vetorial normado (K € {R,C}), considere
o espago métrico (V,d|.|)em que d).| é a métrica associada a norma || - || e o espago métrico (V x
V,d),em que d é qualquer uma das métricas das quais podemos dotar o produto. Neste caso, tomaremos
d = dg, a métrica da soma. A fungdo soma:

+: VxV = V
(u,v) — u+v

é uma fungdo continua.

De fato, observe que + é uma contragdo fraca: dados quaisquer (u1,v1), (Up, v2) € V X V, tem-se:

d\I‘H("‘(”lrvl)/‘i‘(MZ/ Z)2)) = d||.“(u1 + 01, Uy + 02) =
= [|[(u1 + 1) = (u2 +02)|| = [[(u1 — u2) + (v1 —v2) || < |lug — uz|| + [[o1 — 02| =
= d. (u1,uz) +d)p. (v, 02) = ds((u1,01), (u2,02))

Por ser uma contragdo fraca, + : V x V. — V é continua.

Exemplo 3.171. Sejam (M, d) um espaco métrico, xy € M e considere em R com a métrica usual.
A fungio:

x +— d(xg,x)

é uma contragio fraca, e portanto é continua. De fato, dados quaisquer x,y € M tem-se:

i (dsy (), dy (1)) = Iy (1) — do ()] = | (x0,3) — dx0, )| 2 d(x,)

Exemplo 3.172. Se considerarmos (R,dRr) com dr(x,y) = |y — x| e um espago métrico (M, d )
qualquer, considerando a métrica da soma no produto M x M, ou seja, considerando o espago métrico
(M x M,ds), a fungdo métrica:

dy: MxM — Ry
(x,y) = du(xy)
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é continua.

Dados quaisquer (x1,y1), (x2,y2) € M x M, vale:

dr (dm(x1, 1), dm(x2,¥2)) = [dm(x2, y2) — dm(x1,y1)| =
= |dm(x2, y2) —dm(x2,y1) + dpm(x2,y1) — dm(x1,y1)| <
< dm(x2,y2) — dm(x2, y1)| + [dm(x2, 1) — dm(x1, y1)| <
< dm(y2,y1) +dm(x1, x2) = ds((x1,y1), (x2,¥2))

de modo que, por ser uma contragio fraca, é uma fungio continua.

Defini¢do 3.173 (fungdo lipschitziana). Sejam (M, dy;) e (N,dy) espacos métricos e f :
M — N uma fungio. Dizemos que f é lipschitziana se existir uma constante ¢ € R
(denominada “constante de Lipschitz”) tal que:

(Vx € M)(Vy € M)(dn(f(x), f(y)) < c-dm(x,y))

Exemplo 3.174. Toda fungdo lipschitziana é continua.
De fato, sejam (M, dp) e (N, dy) espagos métricos, xo € M e f : M — N uma fungio lipschitzi-
ana. Dado € > 0, basta tomarmos 6 = f > 0, e teremos:

(Vx € M)(du(x,x0) < 6 = ; = dy(f(x), f(x0)) < ¢ dulx,x0) < c- ; =)

Definicdo 3.175 (func¢do localmente lipschtziana). Sejam (M, dys) e (N,dy) espacos mé-
tricos e f : M — N uma fungdo. A fungio f é uma fungdo localmente lipschtziana se, e
somente se, para todo xo € M existir 6y, > 0 tal que:

f rB(X0,5xO): B(XQ,(SxO) — N

é lipschtziana.

\.

Exemplo 3.176. Se f : M — N ¢ localmente lipschtziana entdo f é continua. De fato, mostremos que
f, sendo localmente lipschtziana, é continua em todo ponto xy € M.
Dado € > 0, devemos encontrar 6 > 0 tal que:

dp(x,x0) <0 =dn(f(x), f(x0)) <e¢
Uma vez que f é localmente lipschtziana, para este xg existe 6y, > 0 tal que:

f fB(xO,(;xO)I B(Xo,(5x0) — N
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¢ lipschtziana. Isto significa que existe uma constante cy, € R tal que:

(Vx € B(x0,0x,)) (VY € B(x0,6x)) (dn(f (%), f(¥)) < exy - dm(x,y))

Afirmamos que basta tomarmos § = min {(5x0, = } De fato, tem-se:
*0

¢ f loc. Lips. 0=0x
(dm(x,x9) <) =x€B (xo,c—) =" dn(f(x), f(x0)) < cx,-dm(x, x0) <
Xo
€
<C_x0 s — — &
Cxo

Desta forma, seque que f é continua em xg € M. Como xg é arbitrdrio, seque que f é continua em
M.

Proposicdo 3.177. Sejam (M, dp) e (N,dy) espagos métricos e f : M — N uma fungdo.
Se para todo X C M limitado, ou seja, tal que existe K > 0 com diam. (X) = K tivermos
f Ix: X = N continua, entio f é continua em M.

Demonstragio. Seja xg € M qualquer. Dado ¢ > 0, tomemos, por exemplo, B(xp,1) C M, que
é um subconjunto limitado de M. Por hipétese, f é continua em todo ponto de B(xg,1) —e, a
fortioti, em xp, de modo que para quele ¢ > 0 existird um ¢ > 0 tal que:

d(x,x0) <0 =dn(f(x), f(x0)) <e

donde segue a continuidade de f em x. O

Segue diretamente da Proposi¢do (3.177| que, se uma fungdo f : (M,dy) — (N,dy) for
continua em toda bola aberta de M, entdo f serd, globalmente, continua.

Exemplo 3.178. Sejam V = (V,+,-, || - ||) um K—espaco vetorial normado (onde K € {IR,C}) e
(R, dR) o espaco métrico dos niimeros reais munido da distdncia usual. A fungio:

KxV — V
(Ax) — A-x

é continua.

Consideraremos K x V munido da métrica da soma, ou seja:

ds: (KxV)x (KxV) — R4
((x), (Ay)) = [ =A+x =yl
Vamos demonstrar que - é lipschitziana em cada parte limitada de K x V. Uma parte de K x V é
limitada se estiver contida em um conjunto da forma Ax = {(A,v) € K x V | ds((A,v), (0k,0y)) <
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K} ={(A,v) e Kx V| |A]l + ||v|| < K}, para algum K > 0.

Sejam (u,x), (A, y) dois elementos de algum conjunto limitado L C K x M, que estd, portanto,
contido em Ay, para algum K > 0. Desta forma, y, A € Ke x,y € V sio tais que |u| < K, |A| <K,
|x|| < Kelly| <K. Tem-se:

A x),-Ay) =lp-x—Ayl=lpx=A-x+A-x=Ay[| <
<p-x—=A-x[+|A-x=A-y|l =
= =Al x| + A lx —yl| K- [p = A+ K- [[x =yl = K-ds((1,x), (A, y))

(V(u,x) € Kx V)(V(A,y) € Kx V)(d(-(#,x),-(Ay)) <ds((p,x), (A, y)))

Como - é lipschitziana em cada parte limitada de IK x 'V, - é continua em cada uma dessas partes.
Segue da Proposi¢do que - é continua.

Exemplo 3.179. Em particular, a fungdo:

m: RxR — R
(vy) = x-y
é uma fungdo continua de duas varidveis.

Exemplo 3.180. A funcio:
inv: R* —

X =

RImE=

que a cada niimero real ndo nulo associa o seu reciproco, é continua.
Dividiremos esta demonstracio em casos: xy > 0e xg < 0;

De fato, seja xo > 0 qualquer, de modo que existem a,b € R*, 0 < a < b tais que xy €|a,b].
tem-se:

(Vx €]a, b]) (% < % < %)

Dado ¢ > 0, tome 6 = a - |xg| - € > 0 e teremos:

[x —xo| _a-|xo[-e  [x—x| _a-[xo]-e_

lx —xo| <d=a-|xy|-e=
| x| a [xol - [x] ~ a-|xo|

Mas note que:
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L 1) |x—x|
x x| |xo-xl
Assim,
1 1 —
|x—x0|<§:>‘——— :|x x0|<€
X X |x0 - x|

A demonstragdo para o caso em que xo < 0 é andloga, e fica como exercicio.

Definic¢ao 3.181. Sejam M um conjuntoed; : M x M — Ry edy : M x M — R, duas
métricas. Dizemos que dy é uma métrica mais fina do que d, e escrevemos dy > dy, se, e
somente se, id : (M, d1) — (M, dp) é uma fungio continua.

Equivalentemente, a métrica d; é mais fina do que a métrica d, se, e somente se, para
qualquer xy € M, dado qualquer 6 > 0 existir 7 > 0 tal que:

By, (x0,17) € By, (x0,9).

Teorema 3.182. Sejam (M, dyr), (N,dy) e (P,dp) espacos métricos, f : (M,dp) — (N,dn)
uma fungdo continuaem xog € Me g : (N,dy) — (P,dp) uma fungio continua em f(xo) € N.
Entido go f : (M,dpy) — (P,dp) é continua em x.

Demonstragio. Como g : (N,dy) — (P,dp) é continua em f(xg) € N, dada abola By, (g(f(x0)), €)
existe 1 > 0 tal que:

&[Bay (f (x0),1)] C Ba,(8(f(x0)),€)

Como f : (M,dy) — (N,dy) é continua em x9 € M, dada a bola aberta By, (f(xo0),7),
existe § > 0 tal que:

f[Bayy (x0,6)] C Bay (f(x0),7)-

Segue, portanto, que:

(80 f)[Bay (x0,0)] C By, (g(f(x0)). ),

e go f é continua em xo.
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Bap (8(f(x0)), )

gof

Proposicdo 3.183. Sejam (M, dp) e (N,dy) espagos métricos, X C Me f : M — N uma
fungdo continua. Entdo:

N

ffxi X —
x = f(x)

é uma fungdo continua.

Demonstragio. De fato, basta observar que f [x= fo i} : X — N, ou seja, que o diagrama
abaixo:

comuta. Como vimos, l% : X < M é continua (por ser uma imersdo isométrica) e f é
continua (por hipétese). Segue dai que, por ser a composicdo de duas fungdes continuas, f [x
é continua. [

Teorema 3.184 (caracterizacdo de continuidade via sequéncias). Sejam (M,dy) e
(N,dy) espacos métricos, xgo € M e f : M — N uma fungdo. Tem-se que f é continua
em xg € M se, e somente se, o fato de uma sequéncia qualquer (x,)ncN, convergir para xo
implicar que a sequéncia (f(xn))yeN converge para f(xo).
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Demonstragio. (=) Suponhamos que f : M — N seja continua em xp e seja (x,)yen UmMa
sequéncia de elementos de M que converge para xo. Dado qualquer ¢ > 0, como f é continua
em xo, existe 6 > 0 tal que:

(Vx € M)(dm(x,x0) < 6= dn(f(x),f(x0)) < €).

Uma vez que x, — X, para este 6 > 0 existe um indice ny(6) € IN tal que:

n > ng(d) = dp(xn,x0) <6

Assim, dado qualquer ¢ > 0 existe 1y = ny(é) € N tal que:
n>np(0) = dp(xn, x0) <6 =dn(f(xn), f(x0)) <&,
ou seja, f(x,) — f(xo).

(«<=) [contraposigdo] Suponhamos que para toda sequéncia (x,),cN tal que x, — xo tenha-
se f(xn) — f(xp). Se f ndo é continua em X, existe algum ¢y > 0 tal que:

(V6 > 0)(f[B(x0,8)]  B(f(x0),¢0))

Assim, em particular, tem-se:

f[B(x0,1)] Z B(f(x0),€0) se fizermos § =1
f [B (xo,%)] Z B(f(x0),€0) se fizermos 6 = %

f {B (XO%)] ¢ B(f(xo),€0) se fizermos & = %

f [B (xori)} Z B(f(x0),¢€0) se fizermos 6 = %

de modo que para cada n € IN é possivel escolher x, € B (xo, %) tal que f(x,) & B(f(x0),€0).

Segue, portanto, que existe uma sequéncia (x,),cN de elementos de M que converge para x
mas tal que f(x,) 4 f(xo) O

O teorema acima é particularmente interessante, em muitos casos, para justificar a nado
continuidade de uma fun¢do em um dado ponto.
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Exemplo 3.185. Considere a fungio:

f: R — R
N 0, sexeQ
1, sex e R\Q

Afirmamos que f nio é continua em nenhum ponto.
De fato, dado xo € R tem-se xg € Q ou xp € R\ Q.

Se xo € Q, considerando a sequéncia:

2 2 2
<x0+\/7_1x0+§1x0+£/"')

de miimeros irracionais que converge para xo. No entanto, a sequéncia das imagens:

(f <x0+§>,f (x0+§>,f <x0+g>,...) =(0,0,0,---)

converge para 0 # f(xo) = 1. Um raciocinio similar prova que se xo € R\ Q, f também é descontinua
em Xx.

Teorema 3.186. Sejam (M, dy;) e (N,dy) espagos métricos e f : M — N uma fungdo. As
seguintes afirmagoes sio equivalentes:

(@) f é continua;
(b) Para todo yo € N e para todo A > 0, f[B(yo,A)] C M é aberto;
(c) Dado qualquer subconjunto U C N aberto, f 4[U] C M é aberto;

(d) Para todo conjunto F C N fechado, f~'[F] C M é fechado.

Demonstracio. Ad (a) = (b): Dado x € f'[B(yo,A)], tem-se f(x) € B(yo,A). Como B(yo,\)
é um conjunto aberto, existe ¢ > 0 tal que B(f(x),e) C B(yo,A). Como f é continua,
existe § > 0 tal que f[B(x,0)] C B(f(x),e). Uma vez que B(x,5) C f[f[B(x,0)]], entdo
B(x,6) C fYB(f(x),e)] C f[B(yo,A)]. Desta forma, segue que x € int. (f[B(yo,A)]). Assim,
f7[B(yo, A)], por estar contido em seu interior, é um conjunto aberto.

Ad (b) = (c): Se U C N é aberto, podemos escrever:

u={JB(yid)

icl
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que {B(y;,9;) | i € I} é uma familia de bolas abertas tal que (Vi € I)(B(y;, 6;) C U). Dai,
segue que:

fiuy = £ [U B(yz’,(Si)] = J f[B(yi 5]

icl iel

Por (a), tem-se que para todo i € I, f[B(y;, ;)] é um subconjunto aberto de M. Como a
reunido qualquer de conjuntos abertos é, novamente, um conjunto aberto, segue que f[U] é
um subconjunto aberto de M.

Ad (c) = (d): Sendo F C N fechado, tem-se que N \ F é aberto em N. Segue dai que:

fIIN\FI =M\ fFlc M
é aberto em M, por hipétese. Segue, portanto, que f'[F] C M é fechado.

Ad (d) = (a): Seja xp € M qualquer. Dado € > 0, consideremos B(f(xp),¢). Como
toda bola aberta é um conjunto aberto, tem-se que N \ B(f(xp),&¢) C N é fechado. Como

f(x0) € N\ B(f(xp),¢), segue que:

FUIN\B(f(x0),€)] = M\ f[B(f(x0),€)] € M

é um fechado que ndo contém xg. Desta forma, f '[B(f(xq),&)] C M éabertoe xog € f[B(f(x0),¢)].
Sendo xo ponto interior de f[B(f(xo),¢)], existe § > 0 tal que B(xq,d) C f[B(f(xo),¢)]. To-
mando B(xy,d), teremos:

B(x0,8) C f[B(f(x0),¢)]-
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Corolério 3.187 (Lema da Colagem). Sejam (M, dy;) e (N, dn) espagos métricos, F,G C M
subconjuntos fechados de M tais que M = FUG. Se f [r: F — Ne f [c: G — N sdo ambas
continuas, entdo f : M — N é continua.

Demonstragio. Mostraremos que f é continua utilizando o item (d) do Teorema [3.186

Seja P C N um subconjunto fechado. Note que:

FIPY = (f 1e) ' [PIU(f 16)[P]

Como f [p é continua, segue que (f [r)[P] € M é fechado, e como f [ é continua,
(f 16)7[P] € M é fechado. Por ser reunido de dois fechados, segue que f[P] C M é fechado,
logo f é continua. O

Exemplo 3.188. Sejam (M, dy;), (N,dn) espagos métricos, F1, F, C M subconjuntos fechados de M
tais que FUG = Me f; : F| — N e fo : F, — N fungdes continuas tais que f1 [rng= f2 [rnG,
entdo existe uma iinica fungdo continua f : M — N tal que f [r= f;.

Considere a relacio: f = {(x, fi(x)) | x € i} U{(x, fa(x)) | x € F2}. Note que f é univoca:
dadox € M = FfUF, tem-sex € F;\ (FFNF), x € K\ (F1NE) ou x € F; N F,. Nos primeiros
dois casos, a univocidade fica garantida por fi [\ (rnE,) € f2 [F)\(RNE) Serem restriges de fungdes.
Se x € Fy N F,, temos, por hipétese, f1(x) = fa(x), de modo que (x, f1(x)) = (x, f2(x)) (ou seja, a
cada elemento x € F; N F, corresponde um, e somente um elemento de N). Logo,

f: M — N
N {fl(x)sexEFl

fa(x) se x € K,

é uma fungio. Do Lema da Colagem segue que fé continua.

Proposicdo 3.189. Sejam (M,dp), (My,d1), -, (Mp,dy) espacos métricos.  Munimos
[T M; de qualquer uma das métricas (equivalentes entre si) do produto cartesiano. Seja:

f: M = M x---xM,
x = (fi(x), -, fu(x))
uma fungio. Tem-se que f é continua em xo € M se, e somente se, para cada i € {1,---,n},
fi M — Ml'
x = fi(x)

é continua em Xx.
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Demonstragio. (=) Suponhamos que f : M — M;j x - X M, seja uma fungdo continua em Xxy.
Recorde que a projecdo na i—ésima coordenada:

i My x---x M, — M;
(xll e /xi’l) = X

é continua em todo o seu dominio — e, em particular, em f(x9) = (f1(x0), -, fu(x0)). Uma
vez que podemos escrever:

fi=miof: M— M,

ou seja, uma vez que o diagrama:

M—>§\/Il><-~><Mn

M;
comuta, segue que por ser uma composi¢cdo de fungdes continuas, f; é continua para todo

ie{l,---,n}

(<) Reciprocamente, suponhamos que para todo i € {1,---,n}, fi : M — M; seja conti-
nua. Vamos considerar no produto [T ; M; a métrica dg, da soma. Dado & > 0, considerando
o ntmero positivo ; > 0, paracadai € {1,---,n} existe §; > 0 tal que:

dm(x,x0) < 6; = di(fi(x), fi(x0)) < %

Seja 6 = min{dy,dy,- -+ ,d,}. Temos:
A, 30) < 6= (Vi€ {1, ,n}) (dilfi(x), filx)) < ) =

n

= ) di(fi(x), fi(x0)) = ds(f(x), f(x0)) <e

i=1

Segue, portanto, que f é continua em xg € M. [

Corolario 3.190. Sejam (M, dy1), - ,(My,dy), (N1,61), -+, (Nn, 6n) espagos métricos. Se
fi: My — Ny, fo: My — Ny, -+, fu : My — Ny, sdo fungdes continuas, entdo:

f: My x---M, — Ny X .-+ X Ny
(e, xm) = (fulxa), - fulxn))

que TTi1 M; e TT; N; estido munidos de suas respectivas métricas-produto, é uma fungdo con-
tinua, entdo f é continua.
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Demonstragido. Notemos que, para cada i € {1,---,n}, tem-se:

(fiomi)(x1, -+, xn) = fi(xi)

e portanto, fazendo (x1,- -+, x,) = x, segue que:

fx) = ((from)(x),- -, (fuo ) (x))

Como cada uma das coordenadas da funcdo acima é continua (por ser composta de duas
fungdes continuas), segue da Proposi¢ao [3.189| que f é continua. O

Teorema 3.191. Sejam (M, dy), (N,dy) espagos métricos, X C M densoe f,g: X — N
fungoes continuas. Se f [x= g [x entdo f = g.

Demonstragdo. Como f e g tétm os mesmos dominios e contradominios, basta mostrar que
dado qualquer xp € M vale f(xo) = g(xp). O resultado é valido por hipétese se xp € X.
Suponhamos, portanto, que xo € M\ X. Como Cl. (X) = M, dado qualquer n € N existe

x, € X tal que d(x,,x9) < —. Construimos, desta forma, uma sequéncia de elementos de X,
n

(Xn)nen tal que x, — x9. Como f e g sdo continuas, segue que:

f(xn) = flx0) e g(xn) = g(x0)

Mas note que como para todo n € IN tem-se x, € X e f [x= g [x, tem-se:

(v € N)(f(xn) = g(xn))

ou seja, tem-se (f(x4))neN = (8(%1))nen. Como o limite de uma sequéncia em um espago
métrico é anico, segue que f(xg) = g(xp). O

3.18.1 Operacoes com Func¢des Continuas

Ao longo desta secdo K denotard ou o corpo dos nimeros reais ou o corpo dos ntimeros
complexos.

Defini¢do 3.192 (soma de fungdes). Sejam V = (V,+,-, || - ||) um K—espago vetorial nor-
mado qualquer. Dado um conjunto X # @ qualquer, a soma de duas fungdes f : X — Ve
g X — V éa fungio:

f+g: X — 1%
x = flx)+8(x)
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Sejam (M, dj;) um espago métrico, ¥V um K—espago vetorial normado. Valem os seguintes
resultados:

Proposicao 3.193. Se f : M — V,g : M — V sdo fungdes continuas, entdo a fungio f + g :
M — V é continua.

Demonstragdo. De fato, consideremos a fungéao:

h: M —  VxV
x = (f(x),g(x))

que é continua em virtude de f e ¢ serem continuas e da Proposi¢ao |3.189, e a funcdo:

+: VxV = V
(u,v) — u+v

que é continua, em virtude do Exemplo (3.170, Note que podemos escrever:

frg=+oh

ou seja, f + g é tal que o diagrama abaixo comuta:

f+s
hl/ﬁz
VxV

Desta forma, por ser a composi¢do de duas fung¢des continuas, f + g : M — V é continua.
O

Proposicao 3.194. Se f : M — R, g : M — IR sio fungdes continuas, entdo a fungdo:

f-g: M — R
x = f(x)-g(x)

f-g: M — R écontinua.

Demonstragdo. De fato, consideremos a fungéo:

h: M —  VxV
x o= (f(x),g(x))

que é continua em virtude de f e ¢ serem continuas e da Proposi¢ao |3.189, e a funcdo:

m: RxR — R
(xy) = x-y
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que é continua, em virtude do Exemplo (3.179) Note que podemos escrever:

f-g=moh,

ou seja, f - g é tal que o diagrama abaixo comuta:
f8
| A
R xR

Desta forma, por ser a composigdo de duas fun¢des continuas, f - g : M — R é continua.
O

Proposi¢do 3.195. Seja (M, d) um espago métrico. Dadas f : M — Re g : M — R, se
(Vx € M)(g(x) # 0), 0 quociente de f por g é a fungio:

i—i:M—>]R
. f(x)
)

Se f e g sio continuas em xy € M, entdo {Ei é continua em xy.

Demonstragdo. De fato, consideremos a fungéao:

h: M — R xR
X o~ (f(x),g(%))

que é continua, uma vez que f, sua primeira coordenada, é continua e tanto g quanto inv
sdo continuas (g o é por hipétese, para justificar a continuidade de inv referimos o leitor ao
Exemplo (3.180), de modo que inv o g, sua segunda coordenada, é continua.

Da Proposigao (3.189 segue que:
m: RxR* — R
(y) = xy

¢é continua, pois é

§=momm=mo&muw»mwﬂw»

em virtude do Exemplo 3.179, Note que podemos escrever:

f/g=invoh,
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ou seja, f - g é tal que o diagrama abaixo comuta:

f
M——=R
R x R*
Desta forma, por ser a composi¢cdo de duas fungdes continuas, éi : M — R é continua.
Exemplo [3.180) O

3.18.2 Continuidade das Transformagoes Lineares

SejaK € {R,C} esejam V = (V,+,-, || |lv)eW = (W, +,-, || - |lw) dois K—espagos vetoriais
normados. Podemos tornar VV e WW espagos métricos munindo-lhes das respectivas métricas
associadas, d|., (u,0) = ||u — o[y ed).,, (w,z) = ||w - z|lw.

Recorde que uma transformacdo linear de VV em )V é uma fungao:

T:V—>W
tal que:
(L) (YueV)Vo e V)(T(u+v) =T(u) +T(v));

(L2) (Va € K)(Vo € V)(T(a-0) =a-T(v)).

Da propriedade (L2) segue, em particular, que T(0y) = Oy . Tais transformagdes sdo extre-
mamente importantes, uma vez que preservam a estrutura algébrica do espago vetorial.

Naturalmente que, com a defini¢do natural da diferenca entre dois vetores, ou seja, u —v =
u 4 (—v), temos as seguintes propriedades:

VueV)(Voe V)(T(—u)=—-T(u) e T(u—v)=T(u)—T(v))

Exemplo 3.196. Uma homotetia em um K—espago vetorial é uma fungio hy : V. — V dada por
hy(v) = & - v, para algum a € K fixado.

Toda homotetia, h, : V — V,em que V é um K—espago vetorial e « € K é linear, uma vez que
segue dos préprios axiomas de IK—espago vetorial que:

L) VueV)MoeV)(hy(ut+v)=a-(u+0)=a-u+a-v="hy(u)+he(v))
(L2) VA e K)(Voe V)(hy(A-v) =a-(A-v)=(a-A)-v=(A-a)-v=A-(a-v) =A-hy(v))
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A seguir veremos uma caracterizacdo da continuidade de transformacoes lineares.

Teorema 3.197. Seja K € {R,C} esejam V = (V,+,-, || - |lv) e W = (W, +,-,| - ||) dois
K—espacos vetoriais normados. Se T : V. — W é uma transformagdo linear, as sequintes
afirmacoes sio equivalentes:

(@) T é continua;
(b) T é continua na origem, isto é, em Oy;

(c) Existe um niimero real K > 0 tal que:

(Vo e V)(IT(@)llw < K- |v[lv)

(d) T é lipschitziana;

\.

Demonstragio. Ad (a) = (b): é imediata;

Ad (b) = (c): Como, por hipétese, T é continua na origem, e como T(0y) = Oy, tomando
e = 1, existe 6 > 0 tal que:

lolly <6 = T(@)llw <1

1
Tomemos K € R tal que 5 < K. Assim, dado qualquer v € V' \ {0y}, o vetor K'HZ;)HV =

Koy "7 € tal que:
1
lollv <5

et -
v Klelly ~ K

K- lofly

e portanto:

(el

IT(0)lw < K- [[o]lv

donde segue que:

O caso em que v = Oy é trivial.

Ad (c) = (d): A constante de Lipschitz é igual a K, uma vez que para quaisquer u,v € V
tem-se:
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A (T(0), T(0)) = 1T () = T(@)lw = | Tt = 0)llw < K- [lu = olly = K-y, (1,0)

Ad (d) = (a): segue diretamente do fato de T ser lipschitziana. O

Coroléario 3.198. Se V = (V,+,-, || - ||v) é um R—espago vetorial normado entdo qualquer
transformagdo linear T : R" — V é continua.

Demonstragio. Naturalmente a afirmagdo refere-se a qualquer uma das métricas usuais das
quais podemos munir o produto R”. Para fazermos esta demonstra¢do, convém considerar-
mos em R" a métrica da soma, ds.

Sejam e; = (1,0,---,0),e, = (0,1,0,---,0),---, e, = (0,0,---,0,1). Dado u € R", pode-
mMoS escrever:

U=X1-e1+X2 €+ -+ Xy-€y

para certos x1,- -+, X, € IR. Segue dai que:

IT()lly = HT (;)

Seja K = max{||T(e1)||v,---,||T(en)|lv}. Levando em conta que ||u|| = |x1| + - -+ |xxu],
temos entdo:

n
< Y x| - 1T (es) v
iz

v

n
IT(u)llv < K- ) [xi| = K- |lul]
i=1

Pelo item (d) do Teorema 3.197| segue que T é continua. O

Exercicios sobre Fun¢oes Continuas

4.1 Mostrar que, em um conjunto M, duas métricas, dy,d : M x M — R, sdo equivalentes
se, e somente se, d; > dy e dp > dj.

4.2 SejaV = (V,+,-, || - ||) um K—espago vetorial normado. Considerando o espaco métrico
(V,dj.|)em que d|. é a métrica associada & norma | - ||, mostrar que a fungao || - || :
V — R4, v — ||v]|, é continua.
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4.3 Seja V = (V,+,-,| - ||) um K—espago vetorial normado. A cada escalar a € K, temos

associada a fungao:
Hy: V —» V
v o= a-v

que denominamos a “homotetia de escala a”. Mostrar que H, é uma funcdo continua.

4.4 Sejam (M,dy) e (N,dy) dois espagos métricos, X € M e f : M — N uma fungdo

continua. Demonstrar que f [x: X — f[X] é continua.

1
4.5 Seja M = {0} U {E |ne IN} com a métrica induzida de R. Mostrar que f : M — R

1

dada por f(0) =0e f <%> = n é continua em todo ponto da forma ;; mas nédo é continua

em 0.

4.6 Sejam (M, dpr) e (N,dy) espagos métricos. Uma fungdo f : M — N satisfaz a condig¢do

de Holder de ordem k > 0 se existir ¢ > 0 tal que:

(Vx € M)(Vy € M)(dn(f(x), f(y)) < c - [dm(x, y))*

Mostrar que toda fungdo que satisfaz a condigdo de Holder é continua.

4.7 Considere a fungao:

f: R — R
. n+1,sex=neclN
x, sex €« R\IN

Mostrar que f é continua em R \ IN, mas ndo é continua em IN.

4.8 Considere a fungao:

f: R — R
0, se (x,y) # (0,0)

g ey ER\{(0,0))

(xy)

Argumentar por que a fungdo f é continua em R?\ {(0,0)} e mostrar que f nao é
continua em (0,0). (Dica: mostre que f restrita a diagonal do plano nédo é continua em

(0,0).)

4.9 Sejam (M,dyr) e (N,dy) espagos métricos. Mostrar que f : M — N é continua se, e

somente se, para qualquer X C M tivermos f[CL (X)] C CL(f[X]).
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4.10 Sejam (M, d) um espago métrico, A C M e:

XA : M — R
1, sexe A
X
0, sexd A

Mostrar que x 4 € continua em xo € M se, e somente se, xg ¢ Fr. (A).

4.11 Seja f : [a,b] — R continua e tal que f(a) < 0 < f(b). Se &« = sup{x € [a,b] | f(x) < 0},
mostrar que f(«) = 0.

4.12 Sejam (M, dy;) e (N,dy) espagos métricos e f,g : M — N fungdes continuas. Mostrar
que se existe xg € M tal que f(xp) # g(xo), entdo existe 7 > 0 tal que:

(Vx € B(xo, 1)) (Yy € B(xo,1m))(f(x) # f(y))

4.13 Sejam f,g : R — R continuas. Mostrar que:

(Vx € Q)(f(x) = g(x)) = (f = g)-

3.18.3 Fun¢des Uniformemente Continuas

Sejam f : (M,dp) — (N,dy) uma fungdo continua em um ponto xy € M. Como sabemos,
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que dn(f(x), f(xp)) para todo x € M tal que dp(x, xp) < 8. Em
geral, este 4 depende ndo somente de ¢, mas do ponto xg € M dado (cf. Exemplo [3.180).
Ha casos, no entanto, em que ¢ depende exclusivamente de ¢ (e é daqui que vem o advérbio
“uniformemente”) — ou seja, pode-se usar o mesmo J para todos os pontos de M, no seguinte
sentido:

Defini¢do 3.199 (fun¢io uniformemente continua). Sejam (M, dyr) e (N, dy) espagos mé-
tricos. Uma fungio f : M — N é uniformemente continua se, para todo € > 0 existir § > 0
tal que:

(Vx € M)(Vy € M)(dm(x,y) <6 =dn(f(x), f(y)) <e)

Intuitivamente, isto significa que para obter valores de f(x) e f(y) arbitrariamente pro-
ximos entre si, basta tomarmos pontos x,y € M suficientemente préximos, ndo importando
em qual regido do dominio os pontos estejam. Alternativamente, podemos “controlar” a dis-
tancia entre as imagens de pontos x e y apenas limitando (e com um limitante que vale para
qualquer par de pontos) a distancia entre x e .
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Ao contrério da simples continuidade, que é um fenémeno local, a continuidade uniforme
é uma nogdo global, isto é, se relaciona com o comportamento da fun¢do em todo o espago
simultaneamente. Pode ocorrer de uma fungdo f : (M,d;) — (N,dp) ser uniformemente
continua quando restrita a bolas abertas do espaco e, no entanto, f ndo ser uniformemente
continua per se.

E facil demonstrar que toda fungdo uniformemente continua também é continua (em todo
o seu dominio): suponha f : (M, dp;) — (N, dy) uniformemente continua e seja xg € M. Dado
qualquer ¢ > 0 arbitrado, da continuidade uniforme de f constroi-se § > 0 tal que, dado qual-
quer x € M com d(xp, x) < 6, tem-se d(f(xp), f(x)) < e —donde segue que f é continua em xy.

A reciproca desta afirmagdo, no entanto, é falsa: a funcdo inv : R* — IR é continua, mas
ndo uniformemente continua, como veremos posteriormente.

No exemplo a seguir, apresentamos uma classe de fungdes que sdo uniformemente conti-
nuas.

Exemplo 3.200. Toda fungdo lipschitziana é uniformemente continua. De fato, se f : (M,dp;) —
(N, dn) é lipschitziana, existe K > 0 tal que:

(Vx € M)(Vy € M)(dn(f(x), f(y)) < K-dpm(x,y))
Dado € > 0, basta tomarmos 6 = % > 0, e teremos:

s

(vx € M)(Yy € M)(du(x,y) < £ = dn(f(x), f(y)) < K-du(xy) <K- 2 =¢)

Em particular, contragdes fracas sdo funcdes uniformemente continuas.

O exemplo a seguir nos mostra que:

(f continua) #- (f uniformemente continua)
Exemplo 3.201. A funcdo:
f: R*

—
X =

R~ E

ndo é uniformemente continua.
De fato, afirmar que f ndo é uniformemente continua é negar:

(Ve >0)(30 > 0)(Vx e R")(Vx e R")(|Jx —y| < d=|f(x) — f(y)| <e¢)

ou seja, f ndo é uniformemente continua se, e somente se:
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(3e > 0)(v6 > 0)(3x € R*)(3y € RY)((|x —y| < )&(|f(x) = (y)| > ¢))

Seja ¢ = 1. Para qualquer que seja 6 > 0 existem niimeros naturais nio nulos, ng, ng + 1 tais que:

1

— <

ng- (no+1)
Tomemos x = — ey = . Temos, entio:
1o np +
eyl = |— -
N g o+ )|~ no- (o + 1)
e no entanto:
1 1
f)—fWl =7 - |=[n—-(m+1)=1=e¢

I’l_o ng+1

O exemplo a seguir nos mostra que:

(f uniformemente continua) # (f lipschitziana)
Exemplo 3.202. Considere a fungio:

f: [0,00] — [0,00]
X x

Note que f é uniformemente continua. De fato, tem-se:

(Vx € [0,00[)(Vy € [0,00)(|Vx = \/y] < /[x =)

Assim, dado € > 0, tomando 6 = €2, se x—y| < o= €2, teremos:

WVa— gl <yJlx—yl < Vel =e

No entanto, f ndo é lipschitziana, uma vez que para qualquer K > 0 existem x,y € [0,00[, x # y
de tal modo que:

f)—fwl _IVx—vyl 1

— = > K
|x =y |x =y VX+ .y
Basta tomarmos, por exemplo, X = ﬁ ey = ;7, e teremos:
1 1 1 4

VR s

1
= _—=-.K>K
1 1 3
ik T2k 1k O
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Exemplo 3.203. Sejam (M, d) um espago métrico e X C M qualquer. A fungdo inclusio:
M X = M
X = X

que consideramos em X a métrica induzida por d, ou seja, d [xxx, é uniformemente continua. Com
efeito, dado € > 0, basta tomarmos 6 = € e teremos, para quaisquer que sejam x,y € X:

dixxx (x,y) <d=¢ < d(x,y) <e < d(¥(x),M(y)) <e

Poderiamos caracterizar a continuidade uniforme em termos de pré-imagens, como segue:

Definicdao 3.204. Uma fungio f : (M,dpy) — (N,dn) é uniformemente continua se, e
somente se, para todo € > 0 existir § > 0 tal que:

{(x,y) e M x M | du(x,y) <6} C (f x f)'[{(z,w) € Nx N | dn(z,w) < e}]
onde:

fxf: MxM — N x N
(vy) = (f(x),f)

Note que na definicdo acima ndo estamos exigindo que a pré-imagem de todo subcon-
junto aberto do contradominio seja aberta no dominio, mas que a pré-imagem (por f X f)
de subconjuntos da forma {(z,w) € N x N | d(z,w) < €} contenham algum conjunto da
forma {(x,y) € M x M | d(x,y) < 6}, para algum é > 0. Nao se trata, portanto, de exi-
gir que certa propriedade que faca referéncia exclusivamente a pré-imagens e a subconjuntos
abertos se cumpra, mas que certos subconjuntos especiais do co-dominio (que ndo se carac-
terizam somente por serem abertos) contenham, em sua pré-imagem, um conjunto da forma
{(z,w) € N x N | d(z,w) < e}.

Na verdade, ndo se pode caracterizar a continuidade uniforme unicamente em termos de
abertos e de pré-imagens.
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3.18.4 Fatos sobre Fun¢des Uniformemente Continuas

Comecamos apresentando uma condigdo suficiente para que uma fungdo cujo dominio
esteja munido de duas métricas diferentes seja uniformemente continua de acordo com uma
das métricas se, e somente se, for uniformemente continua com respeito a outra.

Teorema 3.205. Seja M um conjunto ndo vazio e sejam dy,d : M x M — R métricas sobre
M tais que existem constante « > 0, B > 0 tais que:

(Vx € M)(Vy € M)(a-di(x,y) < da(x,y) < B-di(x,y))

Se (N, d) é um espaco métrico qualquer, tem-se que:

f:(M,dy) — (N,d)

é uniformemente continua se, e somente se:

f:(M,dy) — (N,d)

for uniformemente continua.

Demonstragio. (<) Suponhamos que f : (M,dy) — (N,d) seja uniformemente continua, de
modo que dado & > 0 existird 6 > 0 tal que, para quaisquer x,y € M:

da(x,y) <6 =d(f(x), f(y)) <e

o .
Dado ¢ > 0, tomamos portanto — > 0, e teremos, para quaisquer x,y € M:

p

di(x,y) < % = B-di(x,y) <o Aa(xy

e portanto f : (M,d1) — (N, d) é uniformemente continua.

EEAY) 4y (x,y) < 6 = d(f(x), f(y)) < e

(=) Suponhamos que f : (M,d;) — (N,d) seja uniformemente continua. Dado ¢ > 0
existe § > 0 tal que, para quaisquer x,y € M:

di(x,y) <6 =d(f(x), f(y)) <e

Tomando 6 - « > 0, teremos, para quaisquer x,y € M:

1 a-dqy(x,y)<dy(x,
do(x,y) <d-a < E~d2(x4/) < o SR di(x,y) <6 =d(f(x), f(y)) <e
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Na sequéncia, apresentamos uma condicdo suficiente para que uma fungdo cujo co-dominio
esteja munido de duas métricas diferentes seja uniformemente continua de acordo com uma
das métricas se, e somente se, for uniformemente continua com respeito a outra.

Teorema 3.206. Seja N um conjunto ndo vazio e sejam dy,dy : N x N — Ry métricas sobre
N tais que existem constantes « > 0, 8 > 0 tais que:

(Vx € N)(Vy € N)(a-di(x,y) < do(x,y) < B-di(xy))
Se (M, d) é um espago métrico qualquer, tem-se que:
f:(M,d) — (N,d)
é uniformemente continua se, e somente se:

f:(M,d) — (N,dp)

for uniformemente continua.

\.

Demonstragio. (=) Suponhamos que f : (M,d) — (N, d;) seja uniformemente continua. Seja

¢ > 0 dado qualquer. Considere o nimero 8 > 0: como f : (M,d) — (N, d1) é uniformemente

continua, existe um J > 0 tal que:

€ d x), <B-d x),
d(x,y) < 6= di(f(x), fy)) < B > (f( )f(y)):ﬁ>1(f( ).f(y))

Logo, f : (M,d) — (N,dy) é uniformemente continua.

da(f(x), f(y)) <e

(<) Exercicio.
[]

Os dois resultados acima nos garantem, em particular, que quando o dominio ou o contra-
dominio de uma funcédo f for um produto cartesiano de espagos métricos, é indiferente usar
qualquer uma das métricas usuais, dg, d) ou dg no produto, a fim de verificar a continuidade
uniforme de f. Isto significa que, se f é uniformemente continua com relagdo a uma dessas
métricas, também o serd em relagdo as outras duas.

Teorema 3.207. Sejam (M, dy;), (N,dyn) e (P,dp) espagos métricos e sejam f : M — N e
g : N — P funcgoes uniformemente continuas. Entdo go f : M — P é uniformemente continua.

Demonstragio. Dado € > 0, uma vez que g é uniformemente continua, existe # = (e) > 0 tal
que, para quaisquer z,w € N tais que dy(z, w) < 1 tem-se dp(g(z),g(w)) < e. Também, como
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f é uniformemente continua, dado # > 0 existird algum 6() = 6 > 0 tal que para quaisquer
x,y € M tais que dp(x,y) < 6, tem-se dy(f(x), f(y)) < 7.

Assim, dado ¢ > 0, basta tomarmos § = é(7(e)) construido acima e teremos, para quais-
quer x,y € M:

du(x,y) <6 =dp(g(f(x)),8(f(y))) <e

Coroldrio 3.208. A restrigio de qualquer fungdo uniformemente continua é uniformemente con-
tinua.

Proposicdo 3.209. Sejam (M, dp), (N1, d1), - -+, (Nk, di) espagos métricos. Uma fungdo f :
(M,d) = (N1 x -+ X Ny, dn),

f: M — Ni x -+ X N
x = (filx),o fi(x)

onde dy é qualquer uma das métricas (equivalentes) da qual se pode munir o produto, é uniforme-
mente continua se, e somente se, (Vi € {1,--- ,k})(fi : M — N; é uniformemente continua).

\.

Demonstragido. (=) Suponha f uniformemente continua. Para cada i € {1,---,k}, o dia-
grama:

M—INy % - x N

Sl

N;

comuta (isto significa que f; = 7t; o f). Uma vez que a proje¢do na i—ésima coordenada é uma
funcdo uniformemente continua (por ser uma contragdo fraca), segue do Teorema que
fi € uniformemente continua.

(<) Suponha, reciprocamente, que cada uma das fungdes f; : M — N; seja uniformemente

continua. Consideremos dy = a métrica do méximo. Sejam x,y € M quaisquer e ¢ > 0 dado.
Como cada f; é uniformemente continua, para cada i € {1,-- -, k} existird J; > 0 tal que:

du(x,y) <6 = di(fi(x), fi(y)) <e

Tome 6 = min{dy,dy, - - -, 6 }. Para este J, teremos:
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dp(x,y) <61 di(fi(x), f1y)) <e
dn(xy) < 6 = iiM(x/y) < b _ fiz(fz(x),fz(}/)) <&
dm(x,y) < O de(fr(x), fr(y)) <e
= max{d;(fi(x), fi(y)) |1 € {1,--- ,k}} = dn(f(x), f(y)) <e

]

Teorema 3.210. Sejam (M, dpr) e (N,dy) espacos métricos. Uma fungio f : M — N é
uniformemente continua se, e somente se, para todo par de sequéncias (X, )neN € (Yn)neN valha:

nlg{}odM(xnryn) =0= ;}iggodN(f(xn)rf(yn)) =0

Demonstragio. (=) Como f é uniformemente continua, dado ¢ > 0 existe 6 = d(¢) > 0 tal que
para quaisquer x,y € M vale:

du(x,y) <6 =dn(f(x) f(y)) <e
Dado 0 § = 4(e) > 0 acima, uma vez que d(x,,y,) — 0, existe ny(d) € IN tal que:

Desta forma, como para qualquer ¢ > 0 existe ny(d(¢)) € IN tal que:

n>mng(6(e)) = dn(f(xn), f(yn)) <e
ou seja, d(f(xn), f(yn)) — O.

(<) [Estratégia: mostrar, por contraposi¢do, que se f ndo for uniformemente continua en-
tdo existem sequéncias (X ) eN € (Vn)nen em M tais que dpr(xy, yn) — Omas dn(f(xn), f(Yn)) #
0]

Suponha (por contraposi¢do) que f nio seja uniformemente continua em M. Assim, haverd
algum ¢y > 0 tal que para qualquer § > 0 tem-se:

(dm(x,y) < 0)&(dn(f(x), f(y)) = o)
Desta forma, para cada n € IN, podemos encontrar x,,y, € M tais que:

(daan ) < 35 ) &l Cxn) £ ) = )
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Claramente, (x,)neN € (Yn)neN sdo tais que d(xy,vn) — 0 mas d(f(xn), f(yn)) # 0, €
segue o resultado. O

Proposicao 3.211. Seja I C R um intervalo limitado de R, com a métrica usual. Entdo toda
fungio uniformemente continua f : I — (M, d) é limitada.

Demonstragido. Tomemos ¢ = 1. Como f é uniformemente continua em I, segue que existe
d>0talque (Vxe )(Vye I)(|Jx—y| <é=4d(f(x), f(y)) <1).

Como [ é limitado, podemos decompor I como reunido de, digamos, n subintervalos con-
secutivos, todos de comprimento menor do que ¢é:

[=hLULU---Ul,

Sejam a1,a; os extremos de [;, ap,a3 os extremos de I, e assim por diante, ay,ax,1 0s
extremos de [,. Certamente k < n. Caso k = 0, ndo haverd pontos na subdivisdo, de modo
que |x —y| < J e portanto d(f(x), f(y)) < 1. Caso tenhamos k > 0, valera:

d(f(x), f(y)) <
<d(f(x), f(a1)) +d(f(ar), f(az)) +---+d(f(a), f(y)) <
<T414--+1<n+1

Como diam. (f[I]) = sup{d(f(x),f(y)) | (x € N&(y € I)} e n+ 1 é cota superior para
este conjunto, segue-se que diam. (f[I]) < n+ 1. Logo, f é limitada, por defini¢do. O

Exercicios sobre Fun¢des Uniformemente Continuas

5.1 Sejam (M, d), (Ny,d1),- -+, (N, dn) espagos métricos e:

M — N7 X -+ X Ny
x = (filx), e fulx))

Mostrar que f é uniformemente continua se, e somente se, (Vi € {1,2,--- ,n})(fi : M —
N; é uniformemente continua).

5.2 Sejam (My,dp,), -+, (Mu,dm,), (N1,dnN,), - -+, (Nu,dn,) espacos métricos. Considere:

fir My x---xM, — Ny x -+ x Ny
(xe, oo x) = (flx), - fulxn))

Mostrar que f é uniformemente continua se, e somente se, (Vi € {1,2,--- ,n})(f; : M; —
N; é uniformemente continua).
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5.3 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. Mostrar que a fungdo:

d(,X): M — Ry
x — d(x,X)

é uniformemente continua.

5.4 Sejam (M, dy) e (N,dy) dois espagos métricos. Mostrar que a fun¢do f : M — N é uni-
formemente continua se, e somente se, para quaisquer sequéncias (x,),cn de elementos
de M e (yu)nen, de elementos de N, tivermos:

d(xu,yn) — 0= d(f(xn), f(yn)) = 0

3.19 Espacos Homeomorfos

Informalmente, a Topologia é o estudo de certas transformagoes chamadas “homeomorfis-
mos” (do grego, 'oupoloc (similar, parecido) + poppé (forma, aspecto); esta palavra foi cunhada
por H. Poincaré em 1895). Essencialmente, essas transformagdes formam a grande classe das
transformacdes bijetoras e bicontinuas de um espaco em outro.

Pontos distintos de um espaco, portanto, ndo sdo juntados (ou colapsados) por um home-
omorfismo, e ndo sdo permitidos “rasgdes” no espaco - a menos que sejam posteriormente
consertados. Apesar de sua aparente simplicidade, a no¢do de homeomorfismo envolve ques-
toes dificilimas, centrais em diversas dreas da Matemadtica, muitas das quais até hoje sem
solucao.

Abaixo damos a definicdo formal de homeomorfismo:

Defini¢do 3.212 (homeomorfismo). Sejam (M,dyr) e (N,dy) dois espagos métricos e f :
M — N uma fungdo. Dizemos que f é um homeomorfismo se:

(H1) f é bijetora;
(H2) f é bicontinua, ou seja, tanto f como f~! sio ambas continuas.

No caso de existir um homeomorfismo entre (M, dpr) e (N, dy), dizemos que (M, dpy) e (N, dn)
sdo espagos métricos homeomorfos.

As propriedades preservadas por homeomorfismos sdo denominadas “propriedades topo-

A i

l6gicas”. Veremos que propriedades como “ser aberto”, “ser fechado”, “ser ponto de acumu-
lagdo” dentre muitas outras sdo propriedades topoldgicas. Veja o:
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Teorema 3.213. Sejam (M, dp) e (N,dy) espagos métricos e f : (M,dp) — (N,dy) um
homeomorfismo. Entdo dado qualquer aberto U C M, tem-se que f[U] C N serd aberto.

Demonstragio. De fato, sendo um homeomorfismo, f admite inversa continua. Sendo f uma
bijecao, vale que f[U] = (f~1)7[U], e como f~! é continua, segue que (f~1)7[U] C N é
aberto. [l

Observe que a continuidade de uma bije¢do f : (M,dy) — (N,dy) é independente da
continuidade e/ou da descontinuidade de sua inversa, de modo que ndo é redundante exigi-
la na definicdo de homeomorfismo. Considere a funcéo:

f: 022 — gl
t —  (cos(t),sin(t))

que é continua, uma vez que suas duas coordenadas o sdo, e é bijetora (verifique).

No entanto, veremos que f~! : S' — [0,27[ ndo é continua, pois é descontinua no ponto
(1,0) € S'. Consideremos a bola aberta de centro em 0 € [0,27] e raio 1: Bjo2#((0,1) =
{x € [0,27[| |x| < 1} = [0,1[. Consideremos uma bola de centro em (0,1) e de raio § > 0
qualquer. Esta bola nada mais é do que um arco aberto em S! centrado em (1,0). Do fato
que limy_,o,  f(t) = (1,0), segue que dado & > 0 existe 7 > 0 tal que t €|27r — 1, 27| implica
f(t) € Bgi((1,0),6). Escolhendo n € N tal que % < n (o que é possivel uma vez que R é
arquimediano), teremos:

p, = (cos (zn _ %) sin <2n - %)) € Bai((0,1),6)

fUP,) =21~ %

Entao:

mas como 271 — = > 1, segue que f 1(P,) ¢ [0,1]. Desta forma, (f~1)7[[0,1[] ¢ B((1,0),4).

Denominamos fung¢des que aplicam subconjuntos abertos em subconjuntos abertos por
“funcdes abertas”. Assim, todo homeomorfismo é uma funcdo aberta.

E facil ver que um homeomorfismo estabelece uma bijecdo entre os subconjuntos abertos
dos dois espacgos, ou seja, se f : (M, dpy) — (N,dy) é um homeomorfismo, entio:

f: Open(M,dy) — Open(N,dy)
u — fluj

¢ uma bijecao.
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Isto implica que as nogdes topoldgicas de um desses espagos correspondem fielmente as
do outro. Assim, a fechados de M correspondem fechados N, a conjuntos densos de M cor-
respondem conjuntos densos de N e assim por diante. Isto motiva a seguinte:

Defini¢do 3.214 (invariante topoldgico). Seja (M, dy;) um espaco métrico qualquer. As
propriedades de M que sdo preservadas sob homeomorfismos sdo denominadas invariantes to-
polédgicos.

Propriedades de elementos e/ou de subconjuntos de um espago métrico invariantes sob
homeomorfismos sdo denominadas “propriedades topoléogicas”.

Observacao 3.215. Dados um espago métrico (M,d) e X C M, a propriedade “X é aberto” é preser-
vada por homeomorfismos. Com efeito, se (N,dy) é um espago métrico e f : (M,dy;) — (N,dn) é
um homeomorfismo, do Teorema |3.213|segue que f[U| C N é aberto. Assim,

f homeo

X C M aberto” =" f[X] C N aberto

Disto seque imediatamente que homeomorfismos aplicam pontos interiores de subconjuntos do

dominio em pontos interiores do respectivo conjunto imagem contido no contradominio, i.e., xg €
homeo

int. (X) 7222 £(xp) € int. (F[X]).

Observagdo 3.216. Dados um espago métrico (M,d), X C M e xo € M, a propriedade “xo €
Fr. (X)"” é preservada sob homeomorfismos. Com efeito, se (N, dn) é um espago métricoe f : (M, dpm)
(N,dy) é um homeomorfismo, f(xg) € Fr.(f[X]). De fato, dado qualquer € > 0, como f é continua
em x, existe § > 0 tal que B(xo,6) C f[B(f(xo),e)]. Como xo € Fr. (X), temos:

1

B(x0,0) N X # @& e B(xp,0) "M\ X # &
ou seja, existem x1 € B(xp,6) N X exp € B(xp,6) N (M\ X). Assim, como f[B(xg,

segue que f(x1) € F[B(xo,8)] N fIX] C B(f(x0),&) N f[X] e f(xa) € f[B(x0,0
B(f(x0),€) N FIM\ X] = B(f(x0),€) N f[M]\ f(X] = B(f(x0), ) N (N\ f[X]).

B(f(x0), &) Nf[X] # @ e B(f(x0),e) NN\ f[X] # 2
de modo que f(xp) € Fr. (f[X]). Assim,
%0 € Fr. (X) T 222 £(xp) € Fr. (F[X]).
Observagio 3.217. Dados um espago métrico (M,d), X C M e xo € M, a propriedade “xo €
Cl. (X)” é preservada sob homeomorfismos. Com efeito, se (N, d ) é um espagco métricoe f : (M, dpr)

(N,dy) é um homeomorfismo, f(xg) € Fr.(Cl (X)). Com efeito, dado ¢ > 0, da continuidade de f
seque que existe 5 > 0 tal que B(xo,8) C f[B(f(xo),€)]. Como, por hipétese, xg € ClL (X), existe

i
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algum x5 € B(xo,0) N X. Assim, f(xs) € f[B(x0,6) N X] C B(f(xp),¢€) N f[X]. Concluimos assim
que f(xo) € CL (f[X]).

E comum usarmos a mesma designacdo para todos os espacos de uma mesma classe de
espacos homeomorfos. Isto naturalmente significa que o aspecto puramente métrico foi abs-
traido e que o enfoque é aquele chamado “topolégico”, ou seja, a estrutura dada pela colecao
dos abertos desse espaco.

Por exemplo:

e todo espago métrico homeomorfo a [0, 1] é chamado de “arco”;

* todo espaco métrico homeomorfo ao circulo unitério S! = {(x,y) € R? | x> +y*> = 1}
no plano euclidiano IR? ¢ chamado de “curva simples” ou “curva de Jordan”;

Exemplo 3.218. Sejam (M, dp) e (N,dy) espacos métricos e f : M — N uma fungdo continua.
O gridfico de f, Graf (f) = {(x,f(x)) € M x N | x € M}, com a métrica induzida de M x N é
homeomorfo a (M, dp). De fato, considere:

—  Graf. (f)
= (% f(x))

que é uma fungio continua, uma vez que cada uma de suas fungdes-coordenadas é continua.

p: M
x

@ é injetora, uma vez que se x1, X2 € M forem tais que x1 # xo, entdo, por definicdo de iqualdade
de pares ordenados, teremos ¢(x1) = (x1, f(x1)) # (x2, f(x2)) = @(x2) (uma vez que pelo menos
suas primeiras coordenadas diferem). Ademais, dado qualquer (x,y) € Graf (f) temos, por definicio
do grifico, y = f(x), de modo que ¢(x) = (x, f(x)) = (x,y), logo ¢ é sobrejetora.

Finalmente, observe que:

¢ ': Graf.(f) - M
(vy) = x

é continua, pois é a projecdo na primeira coordenada.

Exemplo 3.219. O hemisfério norte da esfera unitdria em R?, St = {(x,y) | (x> + y* = 1)&(y >
0)} é homeomorfo ao intervalo | — 1, 1[ — uma vez que é o grdfico da fungio:

n: ]-1,1 — R?

x = (x, V1 —x2)

Exemplo 3.220. A reta real, R, é homeomorfa i pardbola y = x?, por esta ser o grdfico da funcdo

f(x) = 2%
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Exemplo 3.221. Se V = (V,+,-, || - ||) é um espaco vetorial normado, entido qualquer bola aberta é
homeomorfa ao espago todo.

Seja vg € V um ponto qualquer e € > 0. Considere a fungdo:
f: B(vg,e) —  B(0,1)

1
v > E-(v—vo)

é continua, por ser composigdo da translagio v — v — vy e da homotetia u — % -u. E ficil verificar
que f é injetora. Agora, como para qualquer u € B(v, €) tem-se:

1 1
If )]l = Z - llu—ooll < < -e=1
podemos concluir que f[B(vy,€)] = B(0,1). Assim, f é bijetora e sua inversa, que é dada por:

f~1: B(0,1) — B(vg,e)
u = £-U+ 7

que, portanto, também é continua. Destarte, f é um homeomorfismo entre B(vg,€) e B(0,1). Mostre-
mos agora que B(0,1) é homeomorfo a V.

Note que a fungdo:

é continua, e que sua inversa:

v
1— o]

também é continua. Assim, ¢ o f é um homeomorfismo entre B(vg, ) e V.

Exemplo 3.222. A circunferéncia unitdria, S' = {(x,y) € R? | x> + y*> = 1} é homeomorfa ao
quadrado Q = {(x,y) € R | [x| + |y| = 1}. De fato, a funcio

f: Q — gl
(%,9) H< = / )

Va2 a2ty

é um homeomorfismo.
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=
o
=Y

AN

Nota-se, facilmente, que como cada uma de suas coordenadas é continua, a fungdo f é continua.
Note que, geometricamente, f aplica um ponto (xo,y0) € Q, do quadrado, sobre o ponto em que a
semirreta r = (x,y) = t- (xo,¥0),t > O intercepta S'. Note que ty € R*, é tal que (txo, tyg) € S!

se, e somente se, t5- (x5 +y3) = 1 ety > 0, ou seja, se tg = x%—&- =. Logo, f aplica (xo,yo) em

0 0
X0 Yo 1
p €S
(W%W% \/X%+y%>
A inversa de f serd, geometricamente, a funcio que a cada ponto (ug,vg) € S! associa o ponto em
que a semirreta (u,v) =t - (up,vg), t > 0 intercepta o quadrado Q, ou seja, tal que:

|t up| +[t-vo| =1

£l - (Juo| + [vo]) =1

1
p=—
|uo| + [vo|

Isto nos sugere que a fungio inversa de f é:

g: Gl — Q
(u,v) |—>< “ , Y )
ul +[o|” lu] + |o]

De fato, dado (x,y) € Q (ou seja, tais que |x| + |y| = 1), tem-se:
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X Yy
gof(x,y)=8< X y ) v v

V2 A PR P P2 IR Y
V/x2+y2 V22| | /22 4y2 N
X Y [x|+lyl=1
Va2 /24y | X Y 1 (x,y)
Ml e |\ x ) Y
V22 /242
de modo que f é uma segio (i.e., tem inversa a esquerda).
Também, dado (u,v) € S* (ou seja, tal que V/u? + v? = 1). Tem-se:
fogluo) — " 0\ _ [+l D)
s\t [+ [o] Tu] + [0] 2 2 2 2
() + ()™ (m) + ()
u v u v Vi +v2=1
|u[+[o] |u[+[o] B I o 72 e u v 1 (1,0)
w2io? u2+02 ViZ+o? " V2402 V2 502 VuZ + 02 ’
(lu[+[o)* V (Jul+lo])? ul+[o]  [ul+]o]

Assim, f também é uma retracio, ou seja, f admite uma inversa a direita. Portanto g = f~1. Note
que g é continua, pois cada uma de suas coordenadas é uma fungio continua em S. Assim, Q e S' sio
conjuntos homeomorfos. Do que expusemos agora seque que Q é uma curva de Jordan.

Exemplo 3.223. Considere R = (R,d)em que d(x,y) = |x — y|. Quaisquer dois intervalos abertos
ndo degenerados, digamos, |a, b e |c,d| (com a < b e ¢ < d) sdo homeomorfos.

De fato, a fungio:

¢: labl — Jc,d]

X —

é um homeomorfismo.

Exemplo 3.224 (projecio estereografica). Seja N = (0,0, 1) o polo norte da esfera S* = {(x,vy,z) €
R3 | x? +y? + z? = 1}. Entdo S*\ {N} é homeomorfo a R?. De fato, vamos construir o homeomor-
fismo: dado um ponto (xo,yo0,20) € S*\ {N}, considere a reta que contém o polo norte e este ponto,
ou seja, aretar: (x,y,z) = (0,0,1) + A - [(x0,y0,20) — (0,0,1)], que também pode ser expressa por
(x,y,z) = (0,0,1) + A - (x0,Y0,20 — 1) [note que, como removemos o polo norte, z # 1, e portanto
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z — 1 # 0. Aplicaremos o ponto (xo,Yyo,z0) sobre o ponto de intersegdo desta reta com o plano z = 0
(que é homeomorfo a R?). Qualquer ponto da reta r é da forma (A - xg, A -yo, 1+ A - (zg — 1)). Se este
ponto estiver no plano z = 0 deveremos ter 1 + A - (zg — 1) = 0, ou seja,

1
_1—20

A

x
Desta forma, o ponto correspondente no plano serd (1 Oz /1 yOZ p 0)

Consideremos, portanto, a fungdo:

m: $2\{N} — R? x {0}
X y

(xy.2) = 1—z"1-2

Pode-se demonstrar, sem dificuldades, que 7t é um homeomorfismo. (exercicio).

(0,0,1)

Exemplo 3.225. Os espacos X = {(x,y) € R? | (x,y) # (0,0)} C R? (com a métrica euclidiana,
induzida pela métrica de R?), Y = {(x,y,z) € R | x> + y?> = 1} C R® (com a métrica euclidiana,
induzida pela métrica de R3) e Z = {(x,y,z) € R® | x> +y?> — 22 = 1} C R3 (com a métrica
euclidiana, induzida pela métrica de R®) sdo homeomorfos entre si.

A fungdo continua:

p: X = Y

X y 1 2 2
(x,y) — <¢x2+y2,¢x2+yz,21n(x +y))

cuja inversa é:

¢! Y — X
(x,y,z) +— (x€* ye?)

é um homeomorfismo entre X e Y, enquanto que a fungdo continua:
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P Y — V4
(x,y,z) — (xV1+22,yV1+222)

cuja inversa é:

iz = Y

(x,y,z) +— ( X , Y ,z)
V1422 1+ 22

Teorema 3.226. Sejam (M, dp) e (N,dy) espacos métricos. Se f : M — N é um homeomor-
fismo entdo:

fImgey: M\ {x} — N\{f(x0)}
x > f(x)

é um homeomorfismo.

Demonstragiio. Nao é dificil verificar que f [jp fx,) € injetora: dados quaisquer x,y € M\ {xo}
tais que x # y, como f é injetora, vale f [y (x) (¥) = f(x) # f(Y) = f Tam\ {0} ()

Veremos, primeiramente, que f[M \ {xo}] = N\ {f(x0)}.

De fato, dado qualquer y € N\ {f(x9)}, tem-se y € N e y # f(x9). Como f[M] = N,
existe x € M tal que f(x) = y. Ademais, como f é injetora e y = f(x) # f(xg), segue que
X # xo. Assim, para todoy € N\ {f(x0)} existe x € M\ {xo} tal que f(x) = y, e portanto
N\ {f(x0)} € fIM\ {xo}].

Também, dado qualquer x € M\ {xp}, tem-se x # xy e portanto f(x) # f(xp). Desta
forma, f[M\ {x0}] € N\ {f(x0)}. Segue, portanto, que f[M\ {xo}] = N\ {x0}, de modo
que f [ fx,) € uma fungdo sobrejetora.

Assim, f [ gxo: M\ {x0} = N\ {f(x0)} € uma bijecao.
Por ser restri¢do de uma fungéo continua, f [y {41 € continua.

Observe, finalmente, que a inversa de f [jn (v} € f -1 [N\{f(xo)} — que€, por ser restrigdo da
fungéo continua f~! : N — M, é continua. Com efeito, dado qualquer x € M \ {xo} tem-se
X # xg e, portanto, f [y 5} (¥) = f(x) € N\ {f(x0)}, e portanto 1 INVEF(x0)} ©F T\ {xo}
(x) = 71 Ingreoy (F(x) = FH(f(x)) = x. Dadoy € N\ {f(x0)}, tem-se y # f(x0) e,
portanto, f Ian gxo1 ©f ' TNt @) = F Ty (F 1Y) = F(f (%)) = x. O
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3.19.1 Homeomorfismos Uniformes

Defini¢do 3.227 (homeomorfismo uniforme). Sejam (M, dpr) e (N, dy) dois espagos métri-
cos. Uma fungio f : (M,dpy) — (N,dn) é um homeomorfismo uniforme se:

(HU1) f for bijetora;

(HU2) fe f~! forem ambas uniformemente continuas.

Na definigdo acima, a exigéncia explicita da continuidade unforme de f ! ndo é supérflua.
A fungéo:

fZRJr—)]RJr
X o= X

é bijetora, uniformemente continua, mas sua inversa:

f_li ]R_|_ — ]R_|_
x = x?

ndo é uniformemente continua. De fato, dado € = 1, para todo J > 0 existe n € IN tal que

1
- <. Tomemos x =ney=mn+ % Embora tenhamos:

()l
n—(n+—-||l==-<9¢
n n
2
n2—<n+l)
n

Exemplo 3.228. Toda isometria é um homeomorfismo uniforme.

lx—y| =

vale que:

1
n

f(x) = f(y)l =

Definicao 3.229 (métricas uniformemente equivalentes). Sejam di,dy : M x M — R4
métricas. Dizemos que dy e dy sdo uniformemente equivalentes se, e somente se, a fungio
identidade id};"* : (M, dy) — (M, dy) for um homeomorfismo uniforme.

Proposicao 3.230. Sejam M um conjunto e dy,dy : M x M — R, métricas. Se existem
constantes reais «, f > 0 tais que:

(Vx € M)(Vy € M)(a-di(x,y) < da(x,y) < B-di(x,y))

entdo dq e dy sdo uniformemente equivalentes.
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Demonstragio. [Estratégia da prova: mostraremos que a fungdo identidade entre (M, d;) e
(M, dy) é lipschitziana, e portanto uniformemente continual.

Considere:

id]l\/?z : (M,dl) — (M,dz)

idy"" 1 (M, d2) — (M, dy)
E (realmente!) imediato que idj,;"*~! = id%;"!, de modo que id};’? é bijetora. Resta mos-
trarmos que id3"! 1 (M, dy) — (M, dy) eid)? : (M,d;) — (M, d;) sdo ambas uniformemente

continuas, pois ai teremos mostrado que id};’* ¢ um homeomorfismo uniforme.

De fato, id};"* é mesmo lipschitziana cuja constante de Lipschitz é 8 > 0: para quaisquer

que sejam x,y € M, temos:

da(idp; % (x), idp % (y)) = da(x,y) < B-di(x,y)

Também, id%/l_’l é, também, uma funcéo lipschitziana, pois:

. : 1
di (i3, (x), id3;" (y) = di(x,y) < L 2y

1

ou seja, ; € sua constante de Lipschitz.

Desta forma, como ambas as fun¢des sdo lipschitzianas, ambas sdo uniformemente conti-
nuas, de modo que id};"? é um homeomorfismo uniforme entre (M, d;) e (M, dy). O

Exercicios sobre Homeomorfismos e Espacos Métricos Homeo-
morfos

6.1 Sejam (M, dy;) e (N,dy) dois espagos métricos, xg € M e yy € N. Mostrar que (M X
{y0}), munido de qualquer métrica no produto, é homeomorfo a M.

6.2 Sejam (M, dpr) e (N,dy) espagos métricos e f : M — N um homeomorfismo. Mostrar
que, para qualquer X C M, xp € X' <= f(xg) € f[X]'.

6.3 Sejam M um conjunto e d : M x M — R} uma métrica. Mostrar que a métrica:

dy: MxM — R,
(x,y) +— min{l,d(x,y)}

é uniformemente equivalente a d.
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6.4 Sejam M um conjunto e dy,dy : M x M — Ry duas métricas. Mostrar que d; ~ d; se, e
somente se, a funcdo identidade idy; : M — M for um homeomorfismo.

6.5 Mostrar que (R, d) em qued(x,y) = [x—yle (]| —1,1[d [|_11[x)-1,1)em qued []_11[x]-11]
é a métrica induzida por d, sao homeomorfos. Baseando-se nisto, dizer se “ser limitado”
é uma propriedade topolégica.

6.6 Sejam (M, dy) e (N, dy) espagos métricos. Mostrar que:

(@) Se dq for uma métrica uniformemente equivalente a d; entdo o fatode f : (M, dy) —
(N,dy) ser uniformemente continua implica que f : (M,d;) — (N, dy) é unifor-
memente continua.

(b) Se d; for uma métrica uniformemente equivalente a d entdo o fatode f : (M, dy;) —
(N,dy) ser uniformemente continua implica que f : (M, dp;) — (N, d2) é unifor-
memente continua.

6.7* Sejam (M, dy) e (N, dy) espagos métricos e f : (M, dp) — (N, dyn) um homeomorfismo.
Mostrar que a fungdo:

dy: MxM — R
(xy) = dn(f(x), f(y))

(a) constitui uma métrica;

(b) é tal que dp ~ d)y,.

3.20 Propriedades e Invariantes Topol6gicos

E natural nos perguntamos, a esta altura, quais as propriedades dos espacos que ficam inva-
riantes por homeomorfismos, e esperamos encontrar tais “invariantes” em uma quantidade
razodvel que nos permita decidir se dois espacos podem ou nao ser transformados uns nos
outros mediante homeomorfismos.

Este objetivo é andlogo ao de qualquer outro ramo da Geometria. Por exemplo, na Geo-
metria Euclidiana Plana, nos restringimos a transformacdes de figuras que sdo composicdes
de movimentos rigidos (as transformagdes de “congruéncia”). Um segundo exemplo é o da
Geometria Projetiva Plana, em que as transformacdes permitidas sdo projecdes repetidas por
centros diferentes. Entdo, por exemplo, quatro pontos colineares P, Q, R, S podem ser trans-
formados em quatro outros pontos colineares A, B,C, D se, e somente se, as razdes duplaﬂ
(ABCD) e (PQRS) forem iguais — sendo esses nameros “invariantes projetivos” das quadru-
plas de pontos.

A
/i@
s
3

1(ABCD) = T'

Al
@]
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Em geral, é muito dificil dizer se dois espagos sdo homeomorfos. A Topologia Algébrica
enfrenta o problema da seguinte forma: associa ao espago (M,d) um objeto G(M, d) satis-
fazendo a propriedade “se (M, dy;) é homeomorfo a (N,dy), entdo G(M,dy;) = G(N,dn)”.
Neste curso, entretanto, analisaremos (algumas) propriedades que, na eventualidade de dois
espagos serem homeomorfos e um deles as satisfizer, o outro obrigatoriamente também as
satisfara.

3.21 Compacidade Sequencial

Defini¢do 3.231 (conjunto sequencialmente compacto). Sejam (M, d) um espaco métrico
e K C M. Dizemos que K é sequencialmente compacto se, e somente se, para toda sequéncia
(Xn)neN de pontos de K existir uma subsequéncia, (xn, )keN que converge para algum ponto

¥ € K. Um espago métrico (M,d) é sequencialmente compacto quando o conjunto M for
sequencialmente compacto.

Exemplo 3.232. Qualquer espaco métrico finito, ({x1,--- ,x,},d) é sequencialmente compacto. Com
efeito, se
x:IN = {x1, -, x,}

é uma sequéncia, haverd pelo menos um r € {1,--- ,n} tal que x'[{x,}] é um conjunto inﬁnit
Basta, portanto, tomar a subsequéncia (xr, Xp, Xy, o 00, Xppr v e ), que naturalmente converge para Xy.

Exemplo 3.233. Em R = (R,d),em que d(x,y) = |y — x| é a métrica usual, todo intervalo fechado
e limitado, ou seja, da forma [a, b] para certos a,b € R com a < b, é sequencialmente compacto. De
fato, seja (x1,Xp, -+ , X, - - - ) uma sequéncia em [a, b]. Consideremos a sequéncia (1,52, ,Sn, - )
dada por, para cada n, o infimo da n—ésima cauda da sequéncia:

(Vn € N)(sp = inf{xp, Xp41, Xnq2,- - })

Como {x1,%2,x3,++ ,Xn,- -} C [a,b], e como para quaisquer m,n € N tais que n < m tem-se
Xm C Xy, vale s,, = inf X,, < inf X,,, = s, e tem-se:

4<s1<sy<---<s,<---<b

Sendo mondtona ndo-decrescente e limitada superiormente, s, converge para s = sup{s, | n € N}.
Note bem que s € [a,b], uma vez que s é limite de uma sequéncia de elementos de [a, b] (da sequéncia
(Sn)nen) e [a, b] é fechado.

2Se nao fosse este o caso, poderiamos decompor IN como uma reunido finita de subconjuntos finitos de IN, o
que ¢é absurdo.
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Vamos, agora, construir uma subsequéncia de (x,),cN que converge para s.

Para tal, provaremos a sequinte:

Afirmagdo: (Vk € N)(Jir € N)(x;, € {x1,x2,--- ,x4,---}NB (s, %))

Caso k = 1: tomando ¢ = % > 0, existe um indice ny € N tal que n > ny = s, —s| < %
Considerando algum indice m > ny, como sy, = inf{xy,, Xy 41, - - - }, existe um indice iy > m tal que
Sm < Xiyp < S+ %, de modo que |x;, — 5| < % Dai, entdo:

55, — 5| < |xi, = sl + Jsw— 5] < 1
de modo que x;, € {x1,x2,--- ,Xn,--- N B(s,1).
Caso k = 2: para ¢ = %, existe np € IN tal que n > ny = |s, —s| < }I' Tomando um indice m

tal que m > ny e m > iy, sendo sy, = inf{Xy, Xp41, - - }, existe um indice iy > m (logo iy > ny e
ip > i1) de maneira que sy, < x;, < Sy + }1, e portanto:

1 1 1
|xi, —s| < |xi, — S| + [sm — 5| <ziti53

de modo que x;, € {x1,X2, - ,Xn,---} N B (s,%).

Hipétese Indutiva: Suponhamos que exista ix_y € IN tal que x; | € {x1,x2,- -+, Xp, -~ } N
1.
B <S, F) ;

Para k € IN qualquer, consideramos € = 2,{%1 Para este ¢ > 0 existird n, € IN tal que n > ny =
sy —s| < 2,}—4 Tomando um indice m tal que m > ny e m > ix_q, sendo s, = inf{xy, X411, },
existe um indice i > m (logo i > ny e i > ix_1) de maneira que sy, < x; < Sy + 2,}—_1, e portanto:

1 1

1
‘xik_sl < ‘xik—sm’—i-‘sm—s‘ <W+2k_—1:ﬁ

‘ 1
ou seja, x;, € {x1,x2,"*+ , X, -+ } NB (S§>

SN 1
Para cada k € IN, portanto, podemos escolher um (iinico) indice i € IN tal que |x; —s| < o
Obtemos, deste modo, uma subsequéncia (x;,, X;,, - -+, Xj, -+ ).

1
Como limy_, 4 % = 0, entio limy_,(x;, —s) = 0, e portanto:
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lim Xi, = 5.
k—o0

Logo a sequéncia (xy),ecN admite (x;, X, -+, Xi,, - - - ) como subsequéncia que converge para s.

Teorema 3.234. Sejam (M, d) um espago métrico, K C M um subconjunto sequencialmente
compacto e F C K fechado. Entdo F é sequencialmente compacto.

Demonstragio. Seja (x1,X2,- -+ , Xy, -+ ) uma sequéncia de elementos de F. Como F C K, segue
que (Xn)neN € uma sequéncia de elementos de K, e como K é sequencialmente compacto,
existem uma subsequéncia (x; )kew € um elemento ¥ € K (que, a priori, ndo sabemos se
pertence a F) tais que x; — X. Deste modo, tem-se que, para todo § > 0 podemos encontrar
um ko € IN tal que, para todo k > ko, x;, € FN B(%,6) —isto significa que oubem X € F x € F/,
e como F é fechado, segue que F’ C F e, portanto, ¥ € F, ou bem para todo k > ky(J) tem-se
x;j, = %. Logo, em qualquer dos casos, (X, )ke € uma subsequéncia de (x,),en que converge
para um ponto de F, a saber . Como o argumento pode ser repetido para qualquer sequéncia
de elementos de F, segue que F é sequencialmente compacto. O

Teorema 3.235. Seja (M, d) um espago métrico. Se K C M é sequencialmente compacto entio
K é fechado.

Demonstragio. Basta demonstrarmos que Cl. (K) C K.

Dado x € Cl. (K), por defini¢gdo de fecho, para todo n € IN vale:
1
Blx,— |NK#g
n
Escolhemos um elemento x; € B(x,1) N K, um elemento x, € B (x, %) N K e, sucessiva-
mente, para um n € IN qualquer, escolhemos um elemento x, € B (x, %)
Obtemos uma sequéncia (x,),en de elementos de K que converge para x.

Sendo K sequencialmente compacto, todas as suas sequéncias admitem subsequéncia con-
vergente. Em particular, a sequéncia (x,),cN construida acima admite uma subsequéncia,
(%4, )keN, convergente para um ponto de K. Como x, — x, todas as suas subsequéncias tam-
bém convergem para x — e, em particular, (xnk) keN converge para x. Disto decorre que x € K.

Como este argumento pode ser repetido para qualquer x € Cl. (K), segue que CL. (K) C K,
e portanto K C M é fechado. O
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A seguir veremos que a compacidade sequencial é uma propriedade preservada por fun-
¢Oes continuas.

Teorema 3.236. Sejam (M, dy;) e (N,dy) espagos métricos e seja f : M — N uma fungdo
continua. Se K C M é sequencialmente compacto, entio f[K] C N é sequencialmente compacto.

Demonstragio. Seja (Yn)nen uma sequéncia de pontos de f[K]. Como para cada n € IN tem-se
yn € fIK], segue que existe, para todo 1, pelo menos um x, € K tal que f(x,) = y,. Como
(xn)neN € uma sequéncia de elementos de K, como K é sequencialmente compacto, existe uma
subsequéncia, (x; )ken de (xu)nen tal que limg_, x;, = x € K. Uma vez que f é continua,
f(xi)) = yi, = f(x) € f[K]. Logo, (v; )kew é uma subsequéncia de (y,),en que converge
para um ponto de f[K]. O

P2

Note, assim, que “ser sequencialmente compacto” é uma propriedade topoldgica: se
(M,dp) e (N,dy) forem homeomorfos e M for compacto, denotando por f : M — N o
homeomorfismo, seguird que f[M] = N também é sequencialmente compacto.

Desta forma, dados dois espagos topoldgicos (M, dys) e (N,dy), caso um deles seja se-
quencialmente compacto e o outro ndo seja, segue que (M, dy) ndo é homeomorfo a (N, dy).

Proposicdo 3.237. Sejam (M, dyr) e (N, dy) espagos métricos sequencialmente compactos, K C
M, L C N, e considere em M x N qualquer uma das métricas candnicas das quais podemos dotar
o produto. Tem-se:

K x L é seq. compacto <= (K é seq. compacto)&(L é seq. compacto)

Demonstragido. (=) Suponha K x L sequencialmente compacto. Como as projegdes 7ty :
MxN — Memny: MxN — N sdo continuas, segue que 71[K x L] = K é sequencial-
mente compacto em Me 7,[K x L] = L é sequencialmente compacto em N.

(<) Seja

(x,y): N — Kx L
no= (x(n),y(n) = (xn yn)

uma sequéncia de pontos em K x L, que denotaremos por ((Xy, Yn))neNn- Considere, em
K, a sequéncia x : IN — K tal que o seguinte diagrama comuta:

N-_"Ygx 1

K
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que denotaremos por

x: N — K
no— X,

Como (x,)neN € uma sequéncia de pontos em K, e como K é sequencialmente compacto,
existe uma subsequéncia (xnk) keN, Ou seja, existe uma funcdo j : N — IN estritamente cres-
cente tal que:

N—+N

b

K

(que denotamos por (x5, )keN) converge para algum ponto ¥ € K.
Considere, agora, a sequéncia (y,, )xen dada por:

N — >N

N,

Como (¥, )ken € LN e L é sequencialmente compacto, (yn, )reny admite uma subsequéncia
(yoj)ol:IN — L:

N >N
L
convergente para algum ponto 7 € L.

Considere a sequéncia:
N -5 N L N KxL
roo= L) = ) = (2 Gy () = (s Y, Jren

que é subsequéncia de ((xy, Yn))neN uma vez que jo £ : N — IN é estritamente crescente.

Afirmamos que (x4, ,Yn, ) = (%,7)-

De fato, dado ¢ > 0, considerando 5 > 0 como x, — ¥ existe r; € IN tal que r >

r1 = dm(xy, %) < 5, Também, como y,, — ¥, considerando § > 0 existe r, € IN tal que
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r > 1y = dn(Yn, J) < 5. Considerando em M x N a métrica da soma, segue que para
r > ro = max{ry,rp} vale:

e €
ds (X, Yn.), (£,9)) = du(xn,, %) +dn (Y, 7) < 5 +5 =¢
de modo que (xu,, Yn, )reN converge para (%, 7). O

Observe que a proposicdo acima se estende para qualquer quantidade finita de fatores do
produto cartesiano.

Defini¢do 3.238 (conjunto totalmente limitado). Sejam (M, d) um espaco métrico e X C
M. Dizemos que X é totalmente limitado se para qualquer ¢ > 0 existirem x1,--- ,x, € X
tais que:

X C B(x1,€) U---UB(xp,€)

Naturalmente, todo conjunto totalmente limitado é limitado (verifique).

Observe que afirmar que um conjunto X ndo é totalmente limitado significa dizer que
existe algum gy > 0 tal que para qualquer colecdo finita de pontos, {x1,- - ,x,} C X tem-se:

X ¢ B(x1,€0) U+ ,UB(xy,€0)

Teorema 3.239. Sejam (M, d) um espago métrico e K C M sequencialmente compacto. Entdo
K é totalmente limitado.

Demonstragio. [Demonstragdo por reducdo ao absurdo] Suponhamos que K seja sequencial-
mente compacto porém nao seja totalmente limitado. Entdo existe certo ¢y > 0 tal que ne-
nhuma colecdo finita de bolas abertas centradas em pontos de X e de raio ¢y contém K.

Escolhemos x; € K qualquer, e em seguida escolhemos um tnico x, € K\ B(xy,¢p),
um unico x3 € K\ (B(x1,&9) U B(x2,€0)), e assim sucessivamente escolhemos um tnico
X, € K\ U?_ll B(xj,e0). Destarte obtemos uma sequéncia (x1,x2,X3,- -+, Xy, ---) de termos

todos distintos entre si.

Construimos, assim, a sequéncia (x1,%2,X3,+ , Xp, ) que é tal que x; € K, xp € K\
B(x1,€0), x3 € K\ (B(x1,€0) UB(x2,€0)), - -, xu € K\ U] B(x;,€0). Como K ¢, por hipétese,
sequencialmente compacto, esta sequéncia (x,),cn admite uma subsequéncia, (xy, )keN con-
vergente para algum ponto ¥ € K. Como os termos de (x,, )xcN Sd0, por construcao, distintos
entre si e x,, — %, dado 3 > 0 existe algum ko(¢) € N tal que para qualquer k > ko(e)

implica x,, € B (%,%). Como os termos da sequéncia (e, em particular, da subsequéncia) sdo
k 2
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todos distintos, segue que B(%,€p/2) contém infinitos desses termos.

Assim, tomando 7,5 > ko () tais que r < s, teremos x,,x; € B (%, Q) tais que x, # xs
(pois xs € K\ U] B(x;,€0) C K\ B(xy,€0)). Logo,

d(xr/ xs) < d(xr, f) + d(f, xs) < £EO _|_£EO =€y

N

donde segue que x; € B(x;,€&) — o que é um absurdo, devido a prépria construcdo da
sequéncia (x,)yeN (pois xs € B(xy,€p)). O absurdo veio de supor que K fosse simultaneamente
sequencialmente compacto e ndo totalmente limitado. Assim, segue que sempre que K for
sequencialmente compacto, K serd totalmente limitado, como queriamos demonstrar. [

Coroldrio 3.240. Todo subconjunto sequencialmente compacto de um espago métrico qualquer é
(em particular) limitado.

M limitado # M sequencialmente compacto
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A reciproca do coroldrio acima é falsa: sejam M um conjunto infinitoed : M x M — R4
a métrica zero-um. Naturalmente, (M, d) é limitado e diam. (M) = 1:

diam. (M) = sup{d(x,y) | (x € M)&(y € M)} =sup{0,1} = 1.

No entanto, existe uma sequéncia de pontos de M que ndo tem qualquer subsequéncia
convergente.

Sendo M infinito, podemos construir uma sequéncia de pontos distintos de M, (xy,),cN-
Afirmamos que nenhuma de suas subsequéncias converge.

Com efeito, seja (x,),en uma sequéncia de elementos de M tais que m # n = x,, #

X,. Suponhamos, por absurdo, que (x,),cn admita uma subsequéncia, (x4, )keNn que

convirja para algum ponto ¥ € M. Entéo, existird ko(e) € IN tal que:
k> ko(e) = d(xn, %) <&

Em particular, para devera existir kg (%) € NN tal que:

k> ko <%> = d(xp,, %) < %

Logo, teriamos para k > ko (%), Xn, 7 Xny,, Mas:

1 1
(3, ) < A, %) + d (2, 7) < 545 =1
Como d ¢ a métrica zero-um, d(x”k’x"k+1) <1= d(xnerHk+1) =0, e portanto

Xn, = Xny,,, O que € um absurdo (uma vez que termos de indices distintos devem ser
distintos, por construcéo).

O absurdo veio de supor que (x,),cn admitisse subsequéncia convergente.

Desta forma, (x,),eN ndo admite nenhuma subsequéncia convergente — o que mostra
que (M, d) ndo é sequencialmente compacto.

3.22 Subconjuntos Sequencialmente Compactos em R"

Vimos, na sec¢do precedente, que todo subconjunto sequencialmente compacto de um espago
meétrico é fechado (Teorema 3.235)) e limitado (Corolario[3.240). Contudo, devido a nota acima,
num espaco métrico um conjunto pode ser fechado e limitado sem ser sequencialmente com-
pacto. No caso de subconjuntos de IR” veremos que “ser sequencialmente compacto” e “ser
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fechado e limitado” sdo coisas equivalentes.

Teorema 3.241. Um subconjunto X C IR" é sequencialmente compacto se, e somente se, for
fechado e limitado.

Demonstragdo. (=) Vale para qualquer espago métrico, e em particular para (R”,d),em que d
é a métrica usual.

(<) Se X é limitado, existe a > 0 tal que:

n
A\
r ~

X C[—a,a] XX [—a,a]

Uma vez que cada intervalo [—4, a] é sequencialmente compacto em R (cf. Exemplo [3.233),
entdo o produto:
[—a,a] X -+ X [—a,a]

é compacto em R"”. Assim, X é um subconjunto fechado do R" que estd contido num
sequencialmente compacto desse espago. Pelo Teorema [3.234} segue que X também é sequen-
cialmente compacto. O

3.22.1 Continuidade e Compacidade Sequencial

A compacidade sequencial é uma das mais importantes propriedades topolégicas em diversos
ramos da Matematica.

Teorema 3.242 (Teorema do Valor Extremo). Seja K um subconjunto sequencialmente com-
pacto de um espago métrico (M,d). Se f : M — R é uma fungio continua, entio existem
a,b € K tais que:

f(a) = inf f[K] e f(b) = sup f[K].

\.

Demonstragdo. Uma vez que K é sequencialmente compacto, entdo pelo Teorema (3.236, f K| C
R é sequencialmente compacto — e portanto fechado e limitado. Segue da limitacdo que
existem:

u =inf f[K] e v =sup f[K].
Desta forma, dado € > 0, como u = inf f[K], existe y; € f[K] tal que:

u<iyr<u-+te
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e como v = sup f[X], existe y, € f[K] tal que:

v—e<yy <o

Segue, portanto, que

Y2 €lu—e,u+eNfIK| # @

Yy €lv —¢e, v+ €e[NfIK] # @
Assim, como f[K] C R é, por hipétese, fechado, segue que u,v € CL. (f[K]) = u,v € f[K].
Mas, por definicdo de pertencer ao conjunto imagem, segue que existem a,b € K tais que:
fla) =u=inff[K] e f(b) =0v=supf[K]
O

O teorema acima nos garante que uma funcdo continua real, definida num conjunto se-
quencialmente compacto, assume seus valores maximo e minimo.

Nao obstante, observe que o resultado ndo nos garante que devamos ter f[K| = [u, v]. De

fato, o conjunto K = {2, 1, %, %, %,- . } é compacto porque é limitado (contido em [—2,2]) e

fechado (uma vez que contém seu tinico ponto de acumulagdo — a saber, o ntimero 2).

Considerando a fungao:

f: R - R
X = 2x

entdo u = f(1) =2 e v = f(2) = 4, mas evidentemente f[K| # [2,4] (a prop6sito, f[K]
sequer é um intervalo).

3.22.2 Compacidade Sequencial e Continuidade Uniforme

Antes de enunciar o préximo teorema, vamos recordar o que significa uma funcdo entre es-
pagos métricos, f : (M,dy) — (N,dy) ndo ser uniformemente continua.

Se f ndo é uniformemente continua, entdo a afirmacao:

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € M)(Vy € M)(dm(x,y) <6 =dn(f(x), f(y)) <e)

é falsa. Isto significa que existe uma testemunha, g > 0 que nos diz que:

(36 > 0)(Vx € M)(Vy € M)(dm(x,y) <6 = dn(f(x), f(y)) < o)
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é falso. Mas isto significa que para todo J,

(Vx € M)(Vy € M)(dm(x,y) <= dn(f(x), f(y)) <o)
é falso. Isto significa que, para todo 6 > 0 devem existir x((6),yo(d) € M tal que:

dm(x0(9),y0(6)) <3 # dn(f(x0(6)), f(¥0(0))) < e,

ou seja, tais que:
(dm(x0(9), y0(0)) < 6)&(dn(f(x0(3)), f(¥0(6))) = €0)

Assim, f ndo é uniformemente continua se, e somente se:

(Jeo > 0)(¥6 > 0)(3x0(8) € M)(3yo(6) € M)
(dm(x0(0),y0(8)) < 8)&(dn(f(x0(6)), f(yo(6))) = €o)

Teorema 3.243. Sejam (M, dp) e (N,dn) espagos métricos, (M, dyy) sequencialmente com-
pacto. Toda fungdo continua f : (M,dp) — (N, dy) é uniformemente continua.

Demonstragdo. [Estratégia da prova: assumir, por absurdo, que K seja sequencialmente com-
pacto mas que f ndo é uniformemente continua]

Suponhamos, por absurdo, que f ndo seja uniformemente contimnua. Desta forma, exis-
tiria g > O tal que, para qualquer que seja § = % > 0, k € N, existem xi,yx € M tais

que:

Al ) < ¢ € dn(FCa), () > o 3.10)

de modo que podemos construir sequéncias (x,)yeN € (Yn)neN tais que cada um de seus
termos satisfaga as desigualdades acima.

Uma vez que (M,dy) é sequencialmente compacto, a sequéncia (x,),eN admite uma
subsequéncia convergente, digamos (X, )xeN, para algum ponto ¥ € M. Mostraremos que,
nestas condi¢des, a subsequéncia (v, )kew de (Vn)nen (note que estamos tomando a mesma
indexagdo de (xy, )ren) tal que y,, — X. De fato, dado & > 0, existem k; € IN (pois x,, — %) e
k, € IN (pois R é arquimediano) tais que:

k> k1 = dM(xnk,f) <

N ™

1 €
k >k - < =
== 1<3
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Assim, dado ¢ > 0, tome kg = max{ky,k,}, e teremos:

D.T. 1 k>ky ¢ €
k> ko= dua(yn, %) < dua(ngxn) + (i, 8) < L+ d(, %) < 45 =e

Assim, segue que Y, — X.
Como f é continua e x,, — X e y,, — ¥, segue que:

lim f(x,,) = f(x) = lim £(yn,)
—00 k—o00
Desta forma, dado 3 > 0 existird um indice k(eo/2) € IN tal que:

k> k(ey) = dN(f(xﬂk)/f(x)) < SEO

e
- €0
k= k(eo) = dn(F(yn), F(9)) < 2
Assim,
D.T. _ B €0 €0
k= k(eo) = dn(f(xn ), fym)) = dn(f(xn), f(2)) +dN(f(X), fyn)) < 5 + 5 =0
o que contradiz a nossa construgdo das sequéncias (x,)neN € (Vn)nen. Logo, sempre que
M for sequencialmente compacto, f : M — N serd uniformemente continua. [

3.22.3 Distancia entre conjuntos sequencialmente compactos

Nesta sec¢do, veremos que a distancia entre dois subconjuntos sequencialmente compactos
de um espago métrico é realizada pela distancia entre dois pontos, um de cada subconjunto.

Proposicdo 3.244. Sejam (M, d) um espago métrico e K C M sequencialmente compacto. Dado
X C M, existe xo € K tal que:
d(xp, X) = d(K, X)

Demonstragdo. Seja ¢ = d(K, X). Como, por defini¢do:

d(K,X) =inf{d(x,y) | (x e K)&(y € X)} =inf{d(x,y) | (x,y) € K x X}

entdo existe (pelo fato de ¢ ser infimo de um conjunto), para cada n € IN, um par (x,,y,) €
K x X tal que:
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1
e <d(xn,yn) < e+ =

Escolhendo, para cada n € IN um tnico x,, obtemos uma sequéncia (x,),eNn. Seja B =
{xy | n € N} o conjunto de todos os termos da sequéncia (X, )ecN-

Como K é sequencialmente compacto, existe uma subsequéncia (X, )ren de (¥4)neN que
converge para um certo ¥ € K. Afirmamos que:

d(K,X) =d(x,X)
Suponha, por absurdo, que nado seja este o caso, de modo que existe um 6 > 0 tal que

d(%,X) = e+ 6. Como x, — %, a bola aberta B (3?, %) contém uma infinidade de pontos de

(x4, )kenN (todos os termos a partir de um indice suficientemente grande) e, em particular, de
(x1)nen. Da propriedade arquimediana de R podemos assegurar a existéncia de 1y € IN tal

1 6
- L o . .
que x,, € B <x, 2) e o < > Dai segue que:
6 1 9 5 Yng€X
d(%, Yny) < d(%, xny) +d(Xny, Yny) < het —<gtets=e+ 0=d(x,X) < d(%,yn,)
0
(%, Yny) < A(Z, Yny)
o que é absurdo. Logo, d(K, X) = d(%, X), como queriamos. O

Corolario 3.245. Sejam (M, d) um espago métrico, K C M sequencialmente compactoe F C M
fechado. Se KN F = & entdo d(K, F) > 0.

Demonstragio. [Prova por contraposi¢do] Suponhamos que d(K, F) = 0. Como K é sequenci-
almente compacto, existe ¥ € K tal que:

d(K,F)=d(x,F) =0
Mas d(x,F) =0= % € Cl. (F) C F, ou seja, X € F. Logo, ¥ € KN F. O

Corolario 3.246. Sejam (M, d) um espaco métrico, K,L C M subconjuntos sequencialmente
compactos. Entdo existe xg € K e x;, € L tais que:

d(K, L) = d(xK, XL).
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Demonstragido. Como K é sequencialmente compacto, existe xx € K tal que:

d(K,L) =d(xg,L).
Como L é compacto, existe x; € L tal que:

d({xk}, L) = d({xx}, x) = d(xg, xL)
Portanto, existem xx € K e x; € L tais que:

d(K, L) = d(xK, xL).
[

3.22.4 Abertos e Compacidade Sequencial: a Propriedade de Heine-Borel

Defini¢do 3.247 (cobertura aberta). Sejam (M, d) um espaco métrico e X C M. Uma
cobertura aberta de X é uma colegio de subconjuntos abertos de M, U = {U; | (U; C
M aberto)&(i € I)}, tal que:

XclJu
el

Exemplo 3.248. Considere R = (R, d),em que d(x,y) = |x —y|. A colegdo:

{]—=nn[CR|neN}
é uma cobertura aberta de R, uma vez que cada intervalo | — n, n[ é aberto em R e vale:

RcC|[{]-nn[cR|neN}= (J]—nn]
neN

Dado um espago métrico (M, d) e X C M, denotaremos por Cov. (X) o conjunto de todas
as coberturas abertas de X, ou seja:

Cov. (X) = {{LIZ- i€} e p(M)| (Viel)(U; € Open(M,d))&(X C ULIZ-)}

i€l

Definicdo 3.249 (subcobertura finita). Sejam (M,d) um espaco métrico, X C M e U =
{U; | i € I} uma cobertura aberta de X. Uma subcobertura finita de U é um subconjunto
finito de U, {U;,, U;,, - -, U;, } C U que ainda é uma cobertura aberta para X, ou seja, tal que:

n
Xcuy,vu,u---ul;, = UU,-k
k=1
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Defini¢do 3.250 (propriedade de Heine-Borel). Sejam (M, d) um espaco métricoe X C M.
Dizemos que X satisfaz a propriedade de Heine-Borel se, e somente se, toda cobertura aberta
de X admitir uma subcobertura finita. Usando a notagdo introduzida acima, X tem a propriedade
de Heine-Borel se, e somente se:

(VU € Cov. (X)) (FU' € Cov. (X)) (U Cgn. U)

A proposicdo abaixo nos permitird provar que conjuntos tém a propriedade de Heine-
Borel analisando apenas coberturas bem especificas: aquelas constituidas por bolas abertas.

Proposig¢do 3.251. Sejam (M, d) um espaco métrico e X C M. Entdo X satisfaz a propriedade
de Heine-Borel se, e somente se, toda cobertura de X por bolas abertas, B = {B(x;,9;) | (x; €
M)&(; > 0)&(i € I)} admitir subcobertura finita.

Demonstragio. De fato, se X satisfaz a propriedade de Heine-Borel, como B é cobertura aberta,
segue que B admite subcobertura finita.

Reciprocamente, suponhamos que apenas coberturas por bolas abertas admitam subcober-
turas finitas. Seja A = {U; C M | i € I} uma cobertura aberta para X. Como, para cada i € I,
U; é aberto, pela Proposicao existem bolas abertas B(x(?, J.@), com x() € U, tais que:

ui: U B(x(i)lfsx(i))
X<i>€u,'

Assim, afirmar que {U; C M | i € I} é cobertura aberta de X equivale a afirmar que:

X C U u, = U U B(x(i),éx(i))

i€l iel \ x() ey,

Seja | = Uje i} x U; = {(i,xD) | (i € &(x") € U;)}. Tem-se, portanto,

X C U B(x(i),dx@)
(ixD)eg

Note, agora, que B = {B(x(),6 ) | (i,x)) € J} é uma cobertura de bolas abertas
para X. Por hipoétese, esta cobertura admite uma subcobertura finita, ou seja, existe | F =

{(illx(il))r Tty (ik/ x(ik))} C ] tal que:

X C B(x(il),éx( )) U--- UB(X(ik),§ (ik))

il x

Mas, paraj € {1,2,---,k}, tem-se:
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B(x(if),é (,z)) g U B(x(if),(S (i~)) = U;.

x\'f x Vi ’j
x(lf)eui
e portanto:
X CU,U--- Ul
sendo {U;; | j € {1,2,--- ,k}} a subcobertura aberta finita que desejdvamos exibir. O

Exemplo 3.252. No espaco métrico (R,d),em que d(x,y) = |x — y|, o intervalo fechado e limitado
[0, 1] satisfaz a propriedade de Heine-Borel. Pela Proposigio 3.251, basta mostrarmos que toda cober-
tura de [0, 1] por bolas abertas admite subcobertura finita.

Seja A = {]a;, b;[C R | i € I} uma cobertura (por bolas abertas) aberta de [0,1]. Denotemos [0, 1]
por J.

Suponhamos, por absurdo, que |0, 1] ndo satisfaca a propriedade de Heine-Borel.

De fato, se [0, 1] ndo satisfizesse a propriedade de Heine-Borel, entio pelo menos um dos intervalos
[O, %} ou [%, 1] ndo satisfaria a propriedade de Heine Borel.

Seja |1 = [c1,d1] um dos intervalos acima tal que nenhuma reunido finita de elementos de A con-
tém ]1.

Considerando agora os subintervalos [cl, Clgdl] e [”erdl,dl] , chamemos de |, o subintervalo que

ndo estd contido em nenhuma reunido finita de elementos de A.

Procedendo recursivamente, construimos uma sequéncia de intervalos fechados encaixados, | O
hD>2h2D: D JuD -+, cada um dos quais nio estd contido em nenhuma reunido finita de elemen-
tos de A.

Pela Propriedade dos Intervalos Encaixados, existe um 1inico X € (), Jn. Comox € Je Aé
cobertura de |, existe pelo menos um iy € I tal que X €|a;, b;,|.

Observe que cada intervalo J; tem didmetro % Dado min{% — a;, bj, — X} > 0 existe ny € N tal
que:

1 _ 1 -
%<x—ai0 e %<bi0—x

Basta tomar, por exemplo, ny = {log2 (min {F; 2 f})-‘ .
10/ lo
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Assim, tem-se:

_ 1 o 1
Ajy <X — 77— <X <X+ — < b

2o 2mo = M0
< dy,
Como dyy — cpy = > <x—aj < dn,— a;, segue que —cy, < a;, 0U seja, aj; < Cyy.
1 chnO
Também, como o didmetro do intervalo [cp,, dp,| € 2%0, tem-se dyy — cpy = > < by, — %

bi, — cny, segue que —cyy < a;y, ou seja, dp, < bj,.

Como aj, < cpy < dyy < bjy, segue que Juy = [Cny, dny) estd contido em |a;y, b; [ — ou seja, estd
contido em um elemento de A, [, Cla;,, bi,|= U{|ai,, bi,|} — 0 que é um absurdo, uma vez que, por
construgio, J,, ndo estd contido em nenhuma reunido finita de elementos de A.

O absurdo vem de supor que [0, 1] ndo satisfaz a propriedade de Heine-Borel.

Lema 3.253. Se um espago métrico (M, d) satisfaz a condigdo de Heine-Borel, entido (M, d) é
sequencialmente compacto.

Demonstragio. Seja (xy)nen € MN. Temos dois casos a analisar:
Caso 1: O conjunto dos termos € finito, ou seja, temos {x1, x2, - - - , X, }, para algum n € IN;
Neste caso, existe algum indice kg € {1,2,---,n} tal que X, ocorre infinitas vezes na
sequéncia (x,),en. Neste caso, temos a subsequéncia (xk,, Xk,, Xk,, - - - ), que por ser estacio-
naria, converge — neste caso a implicacdo segue sem usar a propriedade de Heine-Borel;

Caso 2: O conjunto dos termos, X = {x1,xp,- -+, Xy, - } é infinito.

Mostraremos primeiramente que existe ¥ € X', e depois construiremos uma subsequéncia
de (x)nen que converge para *.

Suponhamos, por absurdo, que X’ = @. Daqui concluiremos que se M satisfaz a proprie-
dade de Heine-Borel entdo X também a satisfaz.

Uma vez que CL (X) = XU X' e X' = &, segue que Cl. (X) = X e X é fechado em M.

Seja {U; | i € I} uma cobertura aberta de X, de modo que {U; | i € I} U{M\ X} é
uma cobertura aberta de M (pois sendo X fechado, seu complementar, M \ X é aberto) e,
evidentemente,

M=(M\X)UXc (M\X)uJu

iel
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Como M satisfaz a propriedade de Heine-Borel, segue que existe uma subcobertura finita
para M, digamos {U,,---,U;,, M\ X} (note que M \ X pode ou ndo pertencer a subcober-
tura, dependendo do fato de {U;,,---,U;, } ndo recobrir ou recobrir (respectivamente) M).
Segue, portanto, que X C U; UU;, U---UUj;, ou seja, X também satisfaz a propriedade de
Heine-Borel.

Como (Vx € M)(x ¢ X'), entdo para cada x € M existe uma bola aberta B(x,6y) C M tal
que B(x,dy) \ {x} N X = &, 0 que equivale a dizer que, ou B(x,dy) N X = @ ou B(x,6x) N X =
{x}

Note que {B(x,dy) | x € M} é uma cobertura aberta de M e, portanto, de X. Pela
propriedade de Heine-Borel que X tem, existem x;,---x; € M tais que X C B(x,-l,éxl.l) U
B(xiy, 0y, ) U+ U B(xik,éxik). Disto segue que:

k

X=XNXC (B(xil,éx ) U B(xi2,§xi2) J---u B('xik’éxik)) NX =

i

= (B(xiy,6,) N X) U (B(x5,65,) N X) U+ U (B(x, 85, ) N X) C {23}

ou seja, X estd contido em um conjunto finito. Isto é absurdo. O absurdo provém de supor
que X' = @. Assim, na verdade, tem-se X' # &.

Seja ¥ € X'. Mostraremos, agora, que existe uma subsequéncia de (x,),eN que converge
para .

De fato, como ¥ € X', para k = 1 podemos escolher n; € N tal que x,, € B(x,1)\ {%}.
Para k = 2, podemos escolher n, > nj tal que x,, € B(X,1/2) \ {x}. Para k = 3 podemos
escolher n3 > n tal que x,, € B(X,1/3) \ {x}. Procedendo indutivamente, supondo que ja
escolhemos X, , Xu,, Xuy, - - , X, , Nas condi¢des acima, para n = k € IN escolhemos 1y > nj_4
tal que x,, € B(%,1/k) \ {X}. Assim, construimos a subsequéncia (x,, )xeN que, por constru-
¢do, converge para X.

Dai segue que toda sequéncia (x,),cN de elementos de X (quer assuma finitos ou infinitos
valores distintos) admite subsequéncia convergente. Portanto X é sequencialmente compacto.
O

Proposicdo 3.254. Sejam (M, d) um espago métrico sequencialmente compacto. Se {U; | i € I}
é uma cobertura aberta de M entdo existe um niimero real A > 0 tal que para todo x € M existe
um ig € I tal que B(x,A) C Uj,.

Sou seja, B(x,0¢) \ {x} N X =92 <= (B(x,dy)NX=a)V (B(x,0y) N X = {x}).
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Demonstragio. Suponhamos, por absurdo, que este ndo seja o caso. Entdo para qualquer A > 0
existe pelo menos um x € M tal que:

(Vie I)(B(x,A) & U))

Desta forma, podemos escolher:

e um unico x; tal que (Vi € I)(B(x1,1) ¢ U;);

e um unico x; tal que (Vi € I)(B (xz, 2) Z U;);

e um unico x; tal que (Vi € I)(B (xz, 2) Z U;);

Indutivamente, para qualquer k € IN podemos escolher:

e um unico x; tal que (Vi € I)(B (xk, k> Z U;);

Desta forma, construimos a sequéncia (xg)kenN-

Temos duas possibilidades:

Caso 1: X = {xq,xp, -+ , Xy, - } € finito;

Quando isto ocorre, é porque existe ¥ € M tal que para uma infinidade de valores de
k € N tem-se x, = x. Como ¥ € M = ;| U;, existe algum iy € I tal que ¥ € U;,. Mas como
U, é aberto, existird um ¢;, > 0 tal que ¥ € B(%,0;,) C Uj,.

Como R ¢é arquimediano, dado este §;, > 0 existe um nimero natural 7y € N tal que
n > np implica:

1
E<5i0

de modo que para todo n > ny tem-se:

B (x%) C B(%,6;,).

Como hd uma infinidade de ntimeros naturais k tais que x; = ¥, escolhendo um k > n tal
que x; = X, obtemos que:
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o que é um absurdo. Logo, neste caso deve existir um niimero A > 0 com as propriedades
dadas no enunciado.

Caso 2: X é infinito.

Neste caso, se ¥ € M é tal que existe alguma subsequéncia de (x,),cN que converge para
%, tem-se ¥ € X'. Como ¥ € M C U;e; U;, existe iy € I tal que:

S Llio.

Como Uj, ¢ aberto, existe §;, > 0 tal que:

5‘
Como existem infinitos pontos de X em B | %, %) , podemos tomar x; € X tal que:
d; 1 4
B[z So - o
X € (x, > ) e A < >

e assim teremos:

1 _
B (xk,%) C B(x,9;,).
Com efeito, se x € B (xk, %), entdo d(x, x;) < % e daf:

1 o
d(x,x) < d(x,x;) +d(x, %) < PRIEIN J.

Isto garante que x € B(X,d). Como, porém, B(%,J) C U;,, segue que:
1
B (Xk, E) C Uio
o que, novamente, contradiz a escolha de x;. Absurdo.

Desta forma, existe um ntiimero A > 0 tal que:
(Vx € M)(Ji € I)(B(x,A) C Uj).
O

O ntimero cuja existéncia é assegurada pela Proposicao 3.254 é denominado o ntimero de
Lebesgue da cobertura {U; | i € I}.
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Lema 3.255. Se um espago métrico (M, d) é sequencialmente compacto, entio (M, d) satisfaz a
condigio de Heine-Borel.

Demonstragio. Seja {U; | i € I} uma cobertura aberta qualquer de M. Mostraremos que
{U; | i € I} admite uma subcobertura finita.

Pela Proposicao |3.254 existe ¢ > 0 tal que:

(Vx € M)(Ji € I)(B(x,e) C U;)
Sendo (M, d) sequencialmente compacto, (M, d) é totalmente limitado, de modo que exis-
tem xq, -+, x, € M tais que:
M C B(x1,e)U---UB(xy,¢)
Da Proposigao (3.254, segue que existem i1,1p,- - - ,i, € I tais que:

B(Xl,S) cu

i

B(xp,€) C U;

2

B(xy,e) C U;

In

Segue portanto que:

n
M c |JB(xi,e) C | U,
i=1 k=1

Os lemas acima nos fornecem o seguinte:

Teorema 3.256. Um espaco métrico (M, d) é sequencialmente compacto se, e somente se, M
satisfaz a propriedade de Heine-Borel.

Para espacgos topolégicos gerais, ou seja, na auséncia da no¢do de métrica, existem espa-
¢os sequencialmente compactos que ndo satisfazem a propriedade de Heine-Borel (e.g., a reta
longa) e existem espagos com a propriedade de Heine-Borel que ndo sdo sequencialmente
compactos (e.g. a compatificacdo de Stone-Cech de Z).

Como no contexto dos espacos métricos as duas nogdes coincidem, denominaremos espa-
¢os métricos que sdo sequencialmente compactos (ou, equivalente, que tém a propriedade de
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Heine-Borel) simplesmente por “compactos”.

Deixamos registrado o seguinte:

A compacidade é uma propriedade topolédgica, ou seja, é uma propriedade preservada
por homeomorfismos.

Ja temos, portanto, ferramentas para afirmar que:
e S! ndo é homeomorfo a R;

e [a,b], para a < b, ndo é homeomorfo a R;

Exercicios sobre Compacidade Sequencial

7.1 As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras quando em R = (R,d),em que d(x,y) = |x —
y|. Justifique-as:

(a) Q ndo é sequencialmente compacto;

(b) {1, %, %, %,- . nLH, . } é sequencialmente compacto;
(c) Z néo é sequencialmente compacto;
(d) [1,2] NQ ndo é sequencialmente compacto;

(e) R ndo é sequencialmente compacto.

7.2 Sejam (M, dy;) e (N,dy) espagos métricos e f : M — N uma bije¢do aberta. Mostrar
que:

(@) Se (Yn)uen € uma sequéncia convergente em N entdo (f~!(y,))nen € uma sequén-
cia convergente em M.

(b) Se K C N é sequencialmente compacto entdao f[K] = {x € M | f(x) € K} é
sequencialmente compacto.

7.3 Sejam (M,dy) e (N,dy) e f : M — N uma fungdo continua. Mostrar que se M é
sequencialmente compacto entdo f[M] C N é fechado.

7.4 Sejam (K, dg) um espago métrico compacto, (N, dy) um espago métrico qualquer. Mos-
trar que se f : K — N é uma fungéo bijetora continua tal que para todo fechado F C K
tem-se f[F] C N fechado, entdo f é um homeomorfismo.
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7.5 Sabe-se que todo intervalo fechado e limitado da reta é sequencialmente compacto, e que
toda fung¢do continua transforma subconjuntos compactos do dominio em subconjuntos
compactos do contradominio. Mostrar, usando os fatos acima, que sdo sequencialmente
compactos os conjuntos:

(@) S! ¢ R?, R2 munido da métrica usual;

(b) O quadrado Q = {(x,y) € R?| |x| + |y| = 1} C R?, R? com a métrica usual; dica:
use o item (a) e o fato de haver uma funcio continua entre S e Q;

(c) O conjunto:

bZ

que a >0, b > 0 e R? é considerado com a métrica usual.

2 2
8:{(x,y)€]R2|Z—2+y—: }CIR2

7.6 Sejam (K, dg) um espago métrico compacto, (L,dr) um espago métrico qualquer e ¢ :
K — L uma sobreje¢do continua. Mostrar que, dado qualquer espago métrico (M, dy),
tem-se que f : (L,dp) — (M,d)) continua se, e somente se, f o ¢ : (K, dg) — (M, dy) é

continua.

K-

fo\« /

¢
M
3.23 Conexidade

Definimos, primeiramente, o que entendemos por um espaco ser “desconexo”, uma vez que
esta defini¢do envolve o quantificador “existe”, ao invés de “ndo existe nenhum”.

Defini¢do 3.257 (espago desconexo). Um espaco métrico (M, d) é desconexo se, e somente
se, existirem conjuntos abertos e ndo vazios U,V C M taisque UUV = MeUNV = @. A
decomposicio M = U UV é denominada uma cisd@o ndo trivial de M.

Defini¢do 3.258 (espago conexo). Um espaco (M, d) é conexo se nio for desconexo, ou seja, se
ndo existirem abertos disjuntos nio vazios, U,V C M, tais que M = U U V. Equivalentemente,
(M, d) é conexo se, e somente se, para quaisquer abertos U,V C M tais que UNV = S e
M =UUYV, tivermos M = U ou M = V. Neste caso, a cisdo é dita “trivial”.

Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que um subconjunto X C M é conexo quando
(X,d |xxx) for conexo — e, analogamente, um subconjunto X C M é desconexo quando
(X,d [xxx) for desconexo.
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Observagao 3.259. E claro que, se (M, d) é desconexo, de modo que existem U,V C M abertos
disjuntos e ndo-vazios tais que M = U UV, existem fechados disjuntos nio vazios, F;,F, C M tais
que M = F; U F, — basta tomarmos F; = M\ UeF, = M\ V.

Exemplo 3.260. Seja M um conjunto com mais de um elemento, e considere (M, dg_1). Mostraremos
que (M, dy_1) é desconexo.

De fato, para qualquer x € M, os conjuntos {x} e M\ {x} sdo abertos, ndo vazios e disjuntos tais

que M = {x} U (M\ {x}).

Exemplo 3.261. Considere o espago métrico R = (R,d),em que d(x,y) = |y — x|. O subespago
({0,1},d T40,11x{0,1}) € desconexo.

De fato, os conjuntos {0} e {1} sdo ambos nio vazios, disjuntos e tais que {0,1} = {0} U {1}.

Basta verificarmos que {0} e {1} sdo abertos. De fato, basta mostrarmos que sio intersecdes de
{0,1} com algum aberto de R. Tem-se:

{0} =] —1,1/2[n{0,1}

{1} =]1/2,2[n{0,1}
Exemplo 3.262. Todo subconjunto unitdrio de um espaco métrico qualquer é conexo.
Exemplo 3.263. O conjunto:
H={(y eR?|xy=1} CR?
munido da métrica induzida da métrica usual de R?, é desconexo.

Com efeito, os conjuntos U = {(x,y) € R?> | y > 0} e D = {(x,y) € R? | y < 0} sdo ambos
abertos em R?, de modo que:

H=HNU={(x,y) €R?| (x-y=1)&(y >0)} éabertoem H

Hy=HNU={(x,y) € R*| (x-y =1)&(y < 0)} éabertoem H

Note que Hy N H, = @, que (1,1) € Hy, de modo que Hy # @, que (1, —1) € Hp, de modo que
Hy # @, que Hy N Hy = @ e, finalmente, que H = Hy U Hp. Logo H, por admitir uma cisdo ndo
trivial, é desconexo.
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\ H

Mostraremos, a seguir, que o espago {0,1}, dado no Exemplo [3.261| ndo sé é desconexo,
mas também representa, de um certo modo, todos os espagos desconexos.

Proposicdo 3.264. Um espaco métrico (M, d) é desconexo se, e somente se, existir uma fungio
continua e sobrejetora f : M — {0,1}.

Demonstragio. (=) Como M é desconexo, existem abertos disjuntos e ndo vazios, U,V C M
tais que M = U U V. Defina:

f+r M — {0,1}
0,se xel
X
1, se xeV

Como nem U nem V é vazio, existem x € Uey € V, de modo que 1 = f(x) e 0 = f(y) -
e portanto f é sobrejetora.

Note que &, {0}, {1}, {0,1} sdo todos os subconjuntos abertos de {0,1}. Mas f[2] = @ C
M é aberto em M, f[{0}] = U é abertoem M, f'[{1}] = V é abertoem M e f[{0,1}] = M é
aberto em M. Assim, a pré-imagem de qualquer subconjunto aberto de {0,1} por f é aberta,
o que significa que f é continua.

<) Por hipétese, existe uma sobrejecdo continua f : M — {0,1}. Como vimos no Exem-
plo {0} e {1} sdo subconjuntos abertos de {0,1}. Como f é continua, f[{0}] = U
e f[{1}] = V sdo subconjuntos abertos de M. Além disto, por f ser sobrejegdo, tem-se
oY =U # e fl{1}] =V # @. Assim, M = f[{0}] U f[{1}] = UUV é uma cisdo
ndo trivial de M, e portanto M é desconexo. O
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Corolario 3.265. Um espaco métrico (M, d) é conexo se, e somente se, as vinicas fungoes conti-
nuas de M em {0,1} forem constantes.

A proposicdo a seguir nos permite concluir que a conexidade é preservada por fungdes
continuas — e portanto é uma propriedade topolégica.

Teorema 3.266. Sejam (M, dpr) um espaco métrico conexo, (N, dy) um espago métrico qualquer
e f:(M,dy) — (N,dy) uma fungio continua. Entdo f[M] C N é conexo.

Demonstragido. Suponha, por absurdo, que f seja continua, M seja conexo mas que f[M] seja
desconexo. Pela Proposi¢do [3.264] existe uma sobreje¢do continua g : f[M]| — {0,1}. Defina:

fir M = f[M]
x = fx)
que é uma fungdo continua e sobrejetora (restringimos o co-dominio a imagem). Desta forma,

gofi: M — {0,1} é uma fungdo continua e sobrejetora, o que contradiz o fato de M ser
conexo.

A contradi¢do vem de supor que f seja continua, M conexo e N desconexo. Assim, se f é
continua e M é conexo, entdo f[M] também é conexo. O

Corolario 3.267. A conexidade é uma propriedade topologica, ou seja, se M = (M,dy) e
N = (N , dN) sdo espagos métricos homeomorfos e M é conexo, entio N também serd conexo.

Proposicdo 3.268. Sejam M = (M, d) um espago métrico, A, B C M subespagos conexos de
M tais que AN B # @. Entido A U B é conexo.

Demonstragio. Suponhamos, por contraposicdo, que A U B seja desconexo. Neste caso existiria
uma sobrejecdo continua f : AUB — {0,1}.

Como AN B # @, existe algum x € AN B. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
f(x) = 0. Da sobrejetividade de f segue que existe y € AU B tal que f(y) = 1.

Sey € A, entdo f [4: A — {0,1} é uma sobrejecdo continua (por ser restricdo de funcao
continua), de modo que A é desconexo;

Se y € B, entdo f [g: B — {0,1} é uma sobrejecdo continua (por ser restri¢do de fungéo
continua), de modo que B é desconexo;
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Assim, fica provado que:

(AU B desconexo) ANBAe (A desconexo) V (B desconexo)

ou, equivalentemente,

(A conexo)&(B conexo) ANBA2 (AU B conexo)

Proposicdo 3.269. Seja (M, d) um espago métrico tal que para quaisquer x,y € M existe um
subconjunto conexo de M, Cy., tal que x € Cyy ey € Cyy. Entdo M é conexo.

Demonstragio. Suponha, por absurdo, que M satisfaca a propriedade do enunciado e, ainda
assim, seja desconexo. Entdo existe uma sobrejegdo continua f : M — {0,1}.

Como f é sobrejetora, existem x,y € M tais que f(x) =0e f(y) = 1.

Como M satisfaz a propriedade dada no enunciado, para os pontos x,y € M existe um
conjunto conexo Cyy tal que x € Cyy ey € Cy .

Assim, f [Cw: Cry — {0,1} é uma sobrejegdo continua, o que contradiz o fato de Cy,y ser
conexo.

Este absurdo proveio de supor que M ndo fosse conexo. Logo, sob as condi¢des dadas no
enunciado, M é conexo. ]

Proposicdo 3.270. Sejam (M, dpr) e (N,dy) espagos métricos. Entdo (M x N,d),em que d
é qualquer uma das métricas equivalentes das quais podemos dotar o produto, é conexo se, e
somente se, (M,dp) e (N, dn) forem conexos.

Demonstragdo. (=) Uma vez que as projecdes 7ty : M X N — M e my : M X N — N sdo
continuas, segue que se M x N for conexo, M = mrj;[M x N| e N = mtn[M X N| serdo ambos
Conexos.

(<) Sejam p = (a,b) € M x N eq = (c,d) € M x N pontos arbitrarios de M x N.
Como {a} x N é homeomorfo a Nff|e N &, por hipétese, conexo, segue que {a} x N é conexo.
Analogamente, como M x {d} é homeomorfo a M e M é conexo, segue que M x {d} é conexo.

4De fato, a fungio f : {a} x N — N, (a,y) — y é continua (por ser projegio) e j; : N — {a} x N,x > (a,x) é
sua inversa, que também é continua (veja o Exemplo (3.166)
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Como {a} x N e M x {d} sdo conexos e {a} x NN M x {d} # &, segue da Proposi-
¢do (3.268/ que ({a} x N) U (M x {d}) é um conjunto conexo que contém (a,b) e (c,d). Da
Proposi¢do como (a,b) e (c,d) sdo quaisquer, segue que M X N é conexo. O

Corolério 3.271. Sejam (Mj,dy),- - - , (M, dy) espagos métricos. O produto [T}y M; é conexo
se, e somente se, (Vi € {1,--- ,n})(M; é conexo).

Teorema 3.272. Seja (M,d) um espago métrico. (M, d) é conexo se, e somente se, 0s tinicos
abertos fechados de M forem & e M.

Demonstragido. Suponha que os tnicos abertos fechados de M sejam @ e M. Sejam U, V aber-
tos disjuntos tais que M = UUV. Se U # @ entdo V = M\ U C M é fechado, logo V é um
aberto fechado — e portanto V.= M ou V = @. Mas V # M, pois supusemos U # &, logo
V = @. Desta forma, M s6 admite a cisdo trivial.

Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que seja M conexo e que exista @ # U C M é
um aberto fechado.

Nestas condi¢des, V = M \ U seré aberto (por ser complementar de um fechado, U) néo-
vazio, pois U # M. Deste modo, tem-se Ue V = M \ U ambos abertos, ndo vazios, disjuntos
(poisUNV =UN(M\U) = @) e tais que M = UUV - ou seja, obtivemos uma cisdo nao
trivial de M — o que é absurdo, pois M é conexo. Logo, o absurdo provém de supor que
existia um aberto fechado diferente de & e de M. O

Costumamos chamar um conjunto simultaneamente aberto e fechado de clopen — ou, em
sua forma aportuguesada, de faberto.

Pode-se, assim, medir a desconexidade de um espago métrico pela sua abundéancia em
clopens: quanto mais clopens, mais desconexo.

Proposicdo 3.273. Sejam (M, d) um espaco métrico e X C M. Se X é conexo entio Cl. (X) é
conexo.

Demonstragido. Vamos considerar primeiramente o caso em que X é conexo e Cl. (X) = M (ou
seja, X é denso em M). Mostraremos que M é conexo.

Com efeito, seja M = U UV uma cisdo de M, de modo que X = (UN X) U (VN X) é uma
cisdo de X. Como X é conexo, tem-se UN X = @ ou VN X = @. Uma vez que X é denso em
M,segueque UNX =0 <= U=0eVNX=0 < V=g-ouseja M=UUV éa
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cisdo trivial de M, e M é, portanto, conexo.

No caso geral, se X for conexo, como X é denso em Cl. (X), CL (X) é conexo (pelo que
provamos acima). O

Proposicao 3.274. Sejam (M, d) um espaco métricoe X,Y C M. Se X C Y C CL.(X)e X ¢é
conexo, entio Y é conexo.

Demonstragido. Com efeito, considerando (X, d [xxx) como subespaco de (Y,d [yxy), o fecho
de X no espaco Y é Cl.y (X) = CL.(X)NY =Y, segue que X é denso em Y e, portanto, Y é
conexo. u

3.23.1 Subconjuntos conexos de R e de R"

Nesta secdo veremos que em R = (R,d),em que d(x,y) = |x — y|, “ser conexo” é o mesmo
que “ser um intervalo” ou “ser um conjunto unitario”.

Definigao 3.275 (intervalo). Seja (R, d), com d(x,y) = |y — x| 0 espago métrico dos niimeros
reais munido da métrica usual. Um conjunto I C R é um intervalo se, e somente se, para
quaisquer x,y € I com x <y, dado qualquer z € R tal que x < z < y, tem-se z € L.

Proposic¢do 3.276. Em R = (R,d),em que d(x,y) = |x — y|, os intervalos [a,b], [a,b[,]a, b]
sdo todos conexos.

Demonstragio. (Demonstragao por redugdo ao absurdo) Faremos a demonstra¢do para um in-
tervalo |a,b] — os demais casos sdo analogos (bastard, no caso de [a,b| substituir b por a e
argumentar adequadamente).

Se ]a,b] fosse desconexo, existiria uma sobrejecdo continua f :Ja,b] — {0,1} tal que

f(b) =1.

De fato, existe pelo menos uma sobreje¢do continua, f :]a,b] — {0,1}, uma vez que |a, ]
foi suposto desconexo. Se f(b) # 1, poderiamos considerar a fungdo g(x) = 1 — f(x), que
também seria uma sobrejegdo continua em {0, 1}, ou seja, teriamos ¢(b) = 1.

Seja ¢ = sup{x €]a,b] | f(x) = 0}, e note que como f(b) = 1 temos ¢ < 1. Como f
é continua neste ¢, dado ¢ = 1/n, n € N, existe 5, > 0 tal que se x satisfaz a < x < b

e |x —c| < J,, entdo |f(x) — f(c)| < 1. Em particular, existe x, € {x €]a,b] | f(x) = 0}
tal que c — 1 < x, < c e, portanto, |f(x;) — f(c)| < i. Como f(x4) € {0,1}, dizer que

n
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|f(xn) — f(c)| < 1/n equivale a dizer que f(x,) = 0. Deste modo, construimos uma sequén-
cia de elementos de {x €|a,b] | f(x) = 0} com x, — ¢. Como f é continua em c e x, — ¢,
segue que f(x,) — f(c) — e como para todo n € N, f(x,) =0, segue que f(c) = 0.

Uma vez que ¢ = sup{x €]a,b] | f(x) = 0}, dado 1 > 0 existe y, €]a,b] tal que
c<yp < c+ % e f(y,) = 1, de modo que resulta, da continuidade de f em ¢, que como

yn — ceparatodon € N, f(y,) =1, que f(c) = 1, o que é absurdo, uma vez que f é funcéo.

O absurdo provém de supor que o intervalo |a, b] seja desconexo. O

[ Corolario 3.277. Os intervalos do tipo |a, b| sdo conexos.

Demonstragido. Com efeito, basta tomarmos ¢ €]a, b| e observar que:

la,b[=]a,c]U|c,b],

que é reunido de dois conexos com um ponto em comum — e portanto conexo. O

[ Corolario 3.278. Todo intervalo da forma [a, oo[ é conexo.

Demonstragio. Basta observar que a fungéo:

f: [abl — a0
L T (b—a)
b—x
é continua e que f|[a,b[] = [a, c0].
Como [a,b[ é conexo e f é continua, segue que [a, o[ também é conexo. O

Corolério 3.279. Todos os intervalos da forma ]a,co[,] — 00, a[ e | — o0, a| sdo conexos.

Teorema 3.280. O espaco métrico R, com a métrica usual, é conexo.

Demonstragio. Basta observar que:
e ointervalo I = | -7, %[ é conexo;

e a funcdo tan : I — R é um homeomorfismo.

Coroldrio 3.281. Para qualquer n € IN, R" (com a métrica usual) é conexo.
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Demonstragio. Basta observar que IR é conexo: deste modo, o produto cartesiano de R com R
sera conexo, e assim sucessivamente. O]

Sumarizando todos os resultados vistos acima, temos o:

Teorema 3.282. Todo intervalo em R é um subconjunto conexo da reta.

Proposicao 3.283. Para que um subconjunto ndo-vazio e ndo unitdrio | de R seja conexo é
necessdrio e suficiente que | seja um intervalo.

Demonstragio. Seja | C R, ] # @ um subconjunto conexo e ndo unitario de R.

Suponha, por contraposi¢do, que | ndo seja um intervalo, de modo que existem a4,x,y € R
taisque x <a <y, x,y€Jead¢ ] Considerando U = JN] — c0,a] e V =]a, o[, tem-se:

e U e V sdo ambos abertos em J;
o U # @ (poisxecU)eV # & (poisy € V),

e UNV = (JN] = co,af) N (Ja, eo[N]) =] — o0, a[N]a, co[= &
o] =UUV =(]—-o0a[N])U(JN]a,e0]) =RNJ

Dai concluimos que | é desconexo. O

3.23.2 Aplicacdes da Conexidade

Teorema 3.284 (Teorema do Valor Intermediario). Sejam (M, d) um espago métrico conexo
e f: M — R uma fungio continua. Se y1,y, € f[M)] sdo tais que y1 < yo, dado y € R tal que
Y1 <y <y segue quey € f[M].

Demonstragdo. Como f é continua e M é conexo, segue que f[M] C R é conexo, e portanto
um intervalo. Dai segue a conclusao. O

Observe que o resultado acima nos garante que se uma fungéo real continua definida em
um espacgo conexo assume valores yq,y> € R, com y; < y», entdo essa funcdo assume todos
os valores y compreendidos entre esses dois pontos, 11 <y < y».

O teorema a seguir é um caso particular do famoso Teorema do Ponto Fixo de Brouwer:
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Teorema 3.285. Dada uma fungio continua:

f:a,b] — [a,b]
existe algum c € [a, b] tal que f(c) = c.

Demonstragio. Se f(a) = a ou se f(b) = b, ndo had nada a se provar.

Suponhamos, portanto, que f(a) # a e f(b) # b — do que segue, em particular, que
a < f(a) e f(b) < b. Definimos:

g: [ab] — R
x = f(x)—x
que é continua, uma vez que f é continua.

Como g(a) = f(a) —a > 0e g(b) = f(b) — b < 0, segue do Teorema do Valor Intermedia-
rio que existe ¢ € [a,b] tal que g(c) = 0, ou seja, tal que f(c) = c. O

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer nos garante, em sua forma mais geral, que toda
fungéo continua f : B[0,1] — BJ0,1],em que B[0, 1] denota a bola fechada de centro na origem
e raio 1 em R"” admite no minimo um ponto fixo.

Note que S! é um espago métrico conexo, por ser imagem do intervalo [0,277] pela fungio
continua:

c: [0,27] — R?
t —  (cos(t),sin(t))

Teorema 3.286. Se f : S' — R é uma funcdo continua, entio existe x € S tal que f(—x) =
f(x) (onde —x denota o ponto antipoda de x).

Demonstragdo. Considere a fungao:
g: St — R
x = f(x) = f(=x)
Observe que g(—x) = f(—x) — f(—(—x)) = f(—x) — f(x) = —g(x), de modo que g é

uma funcdo fmpar.

Desta forma, dado x € S!, se g(x) = 0 entdo f(x) = f(—x). Se g(x) < 0, teremos
g(—x) = —g(x) > 0, e portanto g(x) < 0 < g(—x). Pelo Teorema do Valor Intermedidrio,
existe xo € S! tal que g(xp) = 0, ou seja, tal que f(—xp) = f(xo). O
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O resultado acima pode ser generalizado para fun¢des continuas de S em R", recebendo,
em sua generalidade, o nome de Teorema de Borsuk-Ulam.

Proposicao 3.287. Todo polindmio de grau impar com coeficientes reais admite pelo menos uma
raiz real.

Demonstragio. Seja p(x) = ag + a1x + ax> + - -+ + a,_1x" 1 + a,x" um polindmio com a, # 0
e n impar. Sem perda de generalidade, suponhamos a, = 1.

Para demonstrar que p admite uma raiz real, basta mostrarmos que existem x1, x € R tais
que p(x1) <0 < p(x2).

Para todo x # 0, podemos escrever:

a ay an—1
plx) = 2" [ S+ 2

+ 1} (3.11)

Seja r = |ag| + |a1| + - - - + |ay—1| + 1> 1. Se tomarmos x € R tal que |x| > 7, teremos:

a Ay—
U e Ll

x" x

ag Ap—1
X X

U laol - lm | £ A lanal  Jaol el 4w 1 BT

| x| | x|
Assim,
a a,_ a a,_ a _
_1<__0+...+”_1 §_0++”_1§ _0_|_. + n—1 <1
x" X x" X x"
a a,_ a a,_
Logo,paraxE]Rcom|x|>r,—1<—0—|—-~~+ : 1,eportant00<—0+~~+ 11
x" x"

X
- ou seja, o fator dentro dos colchetes em (3.11)) é positivo.

Isto implica que, para valores de x tais que |x| > r o sinal de p(x) é o mesmo sinal de
x". Como n é impar, segue que x" assume valores negativos e positivos — de modo que pelo
Teorema do Valor Intermediario, p(x) se anula em algum ponto. O

2

A proposi¢do acima assegura que o corpo ordenado (IR, <) é real fechado na seguinte
acepc¢do: todo nimero positivo segundo a ordem < admite uma raiz quadrada e todo polino-
mio de grau impar admite, no minimo, uma raiz.



3.23. CONEXIDADE 221

Proposicdo 3.288. Seja (M, d) um espago métrico. Um conjunto C C M é conexo se, e somente
se, para qualquer X C C tal que Fr. (X) = @ tem-se ou X = Cou X = &.

Demonstragido. Uma vez que C é conexo, pelo Teorema 0s unicos subconjuntos de C si-
multaneamente abertos e fechados sdo @ e C. Caso Fr. X = &, entdo como X C C, para todo
x € X existe 6 > 0| tal que B(x,6) N (C\ X) = &, ou seja, tal que B(x,6) C X. Logo X é
aberto em C.

Observe que C \ X também é aberto, uma vez que Fr. X = &, dado x € C\ X, existe § > 0
tal que B(x,0) N X = @, de modo que B(x,d) C C\ X. Logo C \ X é aberto em C.

Disto segue que, como X e C \ X sdo clopens, e como C é conexo,ou X = gouC\ X = &,
e portanto C = X.

Reciprocamente, suponha que para qualquer X C C tal que Fr. (X) = & tenha-se ou X = C
ou X = @.

Seja C = U UV uma cisdo para C (ou seja, U e V sdo ambos abertos e disjuntos tais que
C=UUV).ComoC=UU(C\U)eFr.(U) =g, segue, por hipétese, que U = Cou U = &
— de modo que a cisdo é trivial. Logo C é conexo. O

O seguinte teorema generaliza o Teorema do Valor Intermedidrio, e sua presente demons-
tracdo contou com a colaboragdo de O. O. Luciano:

Teorema 3.289 (Teorema da Alfdndega). Sejam (M,d) um espaco métrico, C,X C M. Se
C for conexo e tiver pontos em comum tanto com X como com M \ X, entdo algum ponto de C
pertencerd a fronteira de X, ou seja, Fr.(X) N C # &.

Demonstragdo. [Estratégia: provar, por contraposi¢do: se Fr. (X) NC = & entdo C é desconexo].
Suponhamos Fr. (X) N C = @. Pelo Teorema [3.123| tem-se:
M = int. (X) UFr. (X) Uint. (M \ X)
Assim, podemos escrever:

C = (int. (X) N C) U (Fr. (X) N C) U (int. (M \ X) N C).

Uma vez que Fr. (X) N C = g, isto se reduz a:

>uma testemunha de que x ndo é ponto aderente de M \ X



222 CAPITULO 3. ESPACOS METRICOS

C = (int.(X)NC) U (int.(M\ X) N C).

que é uma reunido de dois subconjuntos abertos e disjuntos de C (logo, uma cisdo de C).

Como X C int. (X)UFr.(X) e CNX # &, segue que & # CNX C (CNint. (X)) U(CN
Fr. (X)) = CNint. (X), pois CNFr.(X) = @.

Desta forma, int. (X) N C é um subconjunto aberto e ndo vazio de C;

Como M\ X C int. (M\ X) UFr. (M\ X) "PEZint (M\ X) UFr. (X) e CN (M\ X) # 2,
segue que & # CN(M\ X) C (Cnint.(M\ X)) U (CNFr.(X)). Como CNFr.(X) = g,
segue que @ # CN (M \ X) C Cnint. (M \ X). Segue, portanto, que int. (M \ X) N C é um
subconjunto aberto e ndo vazio de C.

Concluimos, assim, que C = (int. (X) N C) U (int. (M \ X) N C),em que int. (X) N C) # &,
int. (M\ X) # @ e (int. (X)NC) N (int. (M \ X) NC) = @. Desta forma, exibimos uma cisdo
ndo trivial de C, donde concluimos que C é desconexo. O

Note que, do Teorema da Alfindega podemos deduzir facilmente uma “generalizacdo”
do Teorema do Valor Intermediario:

Teorema 3.290. Se f : [a,b] — R é continua e f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ €la,b[ tal que

f(c) =d.

Demonstragdo. Considere o conjunto C = Graf (f) = {(x, f(x)) | x € [a,b]}, que é conexo por
ser homeomorfo ao intervalo [a,b] (veja o Exemplo (3.218e o Teorema [3.266).

Seja X = {(x,y) € R?> | y < d}. E (realmente) facil ver que Fr.(X) = {(x,d) | x € R}.
Uma vez que a € CN X (pois f(a) < d, por hipétese) e b € CN (R?\ X) (pois f(b) > d,
por hipétese), estdo satisfeitas as hipéteses do Teorema da Alfindega. Dai concluimos que
{(x,d) € R? | x € R} NGraf. (f) # @, de modo que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = d. O

3.23.3 Conexidade por Caminhos

~

Definicdo 3.291 (caminho). Seja (M,d) um espaco métrico. Um caminho em M é uma
fungdo continua:
v:[0,1] = M

O ponto y(0) é denominado o ponto inicial do caminho e o ponto (1) é denominado o ponto
final do caminho.
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Note que, em M, a relacdo:

~={(x,y) € Mx M | (3v:[0,1] — M)(-y continua)(y(0) =

¢ uma relacdo de equivaléncia.
A relagdo é reflexiva, uma vez que para qualquer x € M a fungéo:
y: [0,1] - M
I
é continua e y(0) = x = y(1);
A relacdo é simétrica, uma vez que dados x,y € M tais que x ~ y, existe:

v: 0,1 > M
to—= ()

continua tal que v(0) = x e y(1) = y. Considerando:

v 101 - M
t = (-1t

vé-se que v ! é continua (t — 1 —t +— (1 —t)) eque 7y 1(0) =y(1-0) = (1) =ye

7' (1) = y(1-1) =9(0) = x,logo y ~ x.
Finalmente, tem-se que ~ é uma relagao transitiva.

Com efeito, dados x,y,z € M taisque x ~yey ~ z,existema : [0,1] - MeB:[0,1] - M
continuas tais que «(0) = x,a(1) =y, 5(0) =y e (1) = z. A funcdo:
axp: [0,1] — M
{[X(Zt), se t €1[0,1/2];

! B(2t—1), se t € [1/2,1]

é continua e tal que (a * B)(0) = x e (axpB)(1) = z.

Defini¢do 3.292 (componente conexa por caminhos). Sejam (M, d) um espago métrico e ~
a relagdo de equivaléncia dada por (3.12). Cada elemento do conjunto quociente:

M W xemy

~Y

é uma componente conexa por caminhos de M.
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Definicao 3.293 (espaco métrico conexo por caminhos). Um espaco métrico (M, d) é co-
nexo por caminhos se, e somente se, M/ ~ tiver um tinico elemento. Equivalentemente, M
é conexo por caminhos se, e somente se, para quaisquer x,y € M existir uma fungdo continua
v :[0,1] = M tal que v(0) = x e y(1) = v.

Proposicao 3.294. Todo espago métrico conexo por caminhos é conexo.

Demonstragio. Seja (M, d) um espago métrico conexo por caminhos. Tendo em conta que todo
caminho é uma fungdo continua, dados quaisquer x,y € M o conjunto «[0,1] C M é conexo
(onde « : [0,1] — M é um caminho que une x a y). Pela Proposi¢do [3.269, segue que Mé
conexo. [

A reciproca da proposi¢do acima é, em geral, falsa, ou seja, nem todo espago métrico co-
nexo é conexo por caminhos, como ilustraremos ao final desta secéo.

Exemplo 3.295. Todo subconjunto convexo de R" é conexo por caminhos. De fato, dado U C R" con-
vexo, dados quaisquer x,y € U existe um segmento de reta que une x e y. Assim, basta considerarmos
o caminho:

v: [0,1] — u
to— tex4(1—t)y

Exemplo 3.296. Todo espago vetorial normado é conexo por caminhos.
Exemplo 3.297. A esfera S" = {ii € R"*! | ||ii]| = 1} é conexa por caminhos.

Dados ii,7 € S, temos dois casos a analisar:

Caso 1: ii # —9. Quando isto acontece, temos (1 —t) - il +t -7 # 0 — pois se ndo fosse este o
caso, teriamos |1 —t| - ||if]| = |t| - ||o||, e como ||@|| = ||F|| = 1, entdo 1 —t = t e dai t = 3, e disto

resultaria que if = —0, contra a hipdtese.

Assim, podemos definir:

v: [0,1] — s"
P (1—t)~b:+t-zi
1(1—t)-i+t-7|
que é um caminho tal que v(0) =i e y(1) = 7.
Caso 2: ii = —. Neste caso, toma-se um ponto W € S" \ {ii, 7}, do que obviamente resulta que

W # il e w # —0. Pelo Caso 1, temos W ~ il e W ~ T, e portanto ii ~ T. Desta forma, existe um
caminho de ponto inicial ii e ponto final T.
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3.23.4 Componentes Conexas

Nosso objetivo, agora, é mostrar a existéncia de uma importante particio em qualquer es-
paco métrico M: ou este espago é conexo ou é formado de partes conexas, disjuntas entre si.

Proposicdo 3.298. Seja {U; | i € I} é uma familia de subconjuntos conexos de um espago M.
Se Nier Ui # @ entido U = ;e U; é também conexo.

Demonstragio. De fato, se existisse uma sobrejecdo continua f : U — {0,1}, escolhendo x,y €
U de modo que flx)=1e f (y)=0e supondo, por exemplo, que x € U;, ey € U, entdo a
restricdo de f a U;, U Uj, seria continua e sobrejetora — o que ndo € possivel, pois U; U U;, €
conexo (pela Proposicdo (3.268).

Proposicao 3.299. Dado x € M, a colegio dos subconjuntos conexos de M que contém x é
ndo-vazia.

Demonstragido. Dado x € M, a colegdo dos subconjuntos conexos de M que contém x é nédo-
vazia, pois {x} é conexo. O

Defini¢do 3.300 (componente conexa de um ponto). Sejam (M,d) um espagco métrico,
x € MeV = {U C M | (Uconexo)&(x € U)}. A componente conexa de x, que
denotaremos por C(x), é a reunido de todos os conjuntos conexos que contém x:

Clx)=Jy=J{UCS M| (U conexo)&(x e U)} = |J U

U conexo
xel

Proposicdo 3.301. Sejam (M,d) um espaco métrico e x € M. A componente conexa de x,
C(x), é o maior subconjunto conexo de M que contém x, ou seja, se V.C M é um subconjunto
conexo tal que x € V, entdo V C C(x).

.

Demonstragio. Devido a Proposi¢do [3.298, C(x) (por ser uma reunido de conexos com um
ponto em comum) é conexo. A fim de provar a maximalidade de C(x), basta notar que se V
é conexo tal que x € V, entdo V € V e, portanto:

ve | u=yv=C

U conexo
xeud

logo V C C(x). O
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Teorema 3.302. O conjunto das componentes conexas de um espago métrico (M,d), C(M) =
{C(x) | x € M}, é uma particio de M, ou seja:

(i) Se C(x) # C(y), entido C(x) NC(y) = &;
(i) Tem-se M = Uyerm C(x) = UC(M).

Demonstragdo. Ad (i): [contraposicdo] Se C(x) NC(y) # &, entdo pela Proposi¢do
C(x) UC(y) também serd conexo.

Pela Proposigao C(x) é o maior subconjunto conexo de M que contém x, e como
C(x) UC(y) também é um conexo que contém x, vale C(x) UC(y) C C(x), ou seja, C(y) C
C(x).

Pela Proposicao C(y) é o maior subconjunto conexo de M que contém y, e como
C(x) UC(y) também é um conexo que contém y, vale C(x) UC(y) C C(y), ou seja, C(x) C
Cy)-

Dai se conclui que C(x) = C(y).

Ad (ii): E trivialmente valido, uma vez que dado x € M, {x} é um conjunto conexo que
contém x, de modo que {x} C C(x), e portanto:

xe{x} cJV=Clx).
[]

Portanto, efetivamente, a cole¢do dos subconjuntos C(x), x € M forma uma partigdo de M.

[ Proposicao 3.303. As componentes conexas de um espago sdo todas fechadas.

Demonstragio. Sejam (M, d) um espago métrico, x € M e C(x) a componente conexa de x.
Como o fecho de um conjunto conexo é também conexo, segue que Cl. (C(x)) é conexo e,
é claro, x € Cl.(C(x)). No entanto, como C(x) é o maior conexo que contém X, segue que
CL (C(x)) C C(x). Segue, portanto, que CL. (C(x)) = C(x), e C(x) é fechado. O

Sumarizando, temos a seguinte:

Proposicdo 3.304. As componentes conexas de um espago métrico (M, d) sdo subconjuntos nio
vazios, conexos, maximais quanto a conexidade, fechados e a colegio dessas componentes constitui
uma particio de M.
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Assim, um espaco métrico qualquer pode ser decomposto como a reunido disjunta de seus
subconjuntos conexos maximais:

M = |_| C(x)

xeM

Para finalizar nosso estudo da conexidade, apresentamos o seguinte resultado que nos
mostra que a quantidade de componentes conexas se mantém inalterada sob homeomorfis-
mos, ou seja, é um invariante topolégico:

Teorema 3.305. A quantidade de componentes conexas de um espago métrico (M, d), que deno-
taremos por nc. (M), é um invariante topoldgico, ou seja, é preservada por homeomorfismos.

Demonstragio. Sejam (M, dp) e (N,dy) espagos métricos e f : M — N um homeomorfismo.
Sejam C(M) e C(N) os conjuntos das componentes conexas de M e de N, respectivamente.

Note que, dado qualquer C € C(M), como f é continua e C é conexo, segue que f[C] é
conexo em N. Desta forma, f[C] estd contido em alguma (tinica) componente conexa de N.

De fato, sejam D1, D, € C(N) tais que @ # f[C|] C D1 N D,. Como D; e D, sdo conexos tais
que D1 N Dy # @, segue da Proposicdo [3.268| que D1 U D, é conexo. Mas como D; C D; U Dy
e Dy C Dy U D,, da maximalidade de D; e de D, (com respeito a conexidade) segue que
D; = D».

Seja, portanto, D € C(N) a (tinica) componente conexa de N tal que f[C] C D.
Como f é bijetora, tem-se f[f[C]] = C, de modo que:

fIC}cD = CcC f[D] = (D]
Pela maximalidade de C (enquanto componente conexa de M), segue que C C f[D] =
C = f7[D].
Logo, f[C] = fIf[D]] = D, ou seja, f[C] é uma componente conexa de N.

Isto nos motiva a definir a seguinte funcao induzida:
f: C(M) — C(N)
T = fld

que, como vimos, faz corresponder a cada componente conexa de M uma tnica componente
conexa de N.
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Note que f ¢é injetora: se C;,Cy € C(M) sdo tais que f(C;) = f[C1] = f[C2] = f(C3), como
f é bijetora,

flcl =flGl = Gl =fflG = G =C
Ademais, f é sobrejetora: dada uma componente conexa D € C(N), sendo f~! continua e

bijetora, pode-se demonstrar que f~![D] € C(M) (de modo analogo ao que fizemos para f).
Logo, dado D € C(N) existe C = f~1[D] € C(M) tal que f(C) = f[C] = f[f}[D]] = D.

Logo, se (M,dy;) é homeomorfo a (N,dy), entdo f : C(M) — C(N) é uma bijecdo, de
modo que nc. (M) = §C(M) = §C(N) = nc. (N). O

O resultado acima é frequentemente usado em sua forma contrapositiva: se (M,dy) e
(N,dy) forem espagos métricos tais que nc. (M) # nc. (N), entdo M e N nido sdo homeomor-
fos, como veremos abaixo:

Exemplo 3.306. Com a teoria desenvolvida até agora jd podemos deduzir que S' nao é homeomorfo a
lemniscata L:

Com efeito, se S fosse homeomorfa a L, entdo pelo Teorema ao removermos o ponto nodal de
L e o respectivo ponto de S! obteriamos espagos homeomorfos. No entanto, ao remover o ponto nodal de
L obtemos um espago com duas componentes conexas, enquanto que removendo o ponto correspondente
de S' obtemos um espago homeomorfo a R — ou seja, com apenas uma componente conexa, o que é
absurdo.

Atencdo: (M, d) conexo # (M, d) conexo por caminhos.

Exemplo 3.307. Em (R?,dg)em que de((x,y),(z,w)) = /(z—x)2+ (w—y)? = |[(z,w) —
(x,v)||, considere os sequintes subespacos:

Y={(0y) eR*|-1<y<1} CR?

Zz{(X,sin(%)) 61R2|O<x§1}§1Rz

e tome X = Y U Z, munido da métrica induzida de R2.
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I
IV

Note que Z é conexo, uma vez que é imagem do conjunto |0, 1] pela fungdo continua:

f: 10,1 — R?
. (T
o o (oen(D))
Afirmagio 1: Cl.(Z) = ZUY = X.
Dado (x,y) € X = YUZ, se (x,y) € Z entio (x,y) € Cl.(Z). Suponhamos, portanto,
1

(x,y) € Y, de modo que x = 0ey € [—1,1]. Denotaremos este ponto por (0,yo) (onde —1 < yy < 1).

Caso 1: yo = 0. Neste caso, dado 6 > 0 basta tomarmos n € IN tal que % < n, e teremos

(%,o) € B((0,0),6) N Z;

Caso 2: yy # 0. Neste caso, dado 6 > 0, basta tomarmos n € IN tal que:

1 (ﬂ — arcsin( )) <n
27t \ 6 esmniyo
e teremos:

T
(arcsin(yo) 12.1n- n'yo) € B((0,0),0)NZ

Desta forma, fica estabelecido que Y C Cl.(Z). Como Z C Cl.(Z) e Y C Cl.(Z), segue que
Z CX=ZUY CCL(Z). Pela Proposicio como Z C X C Cl.(Z) e Z é conexo, seque quie
X € conexo.

Afirmagdo 2: X ndo é conexo por caminhos.

De fato, dados um ponto de Y e um ponto de Z, nio existe nenhum caminho que os une. Mostrare-
mos isto argumentando que qualquer caminho que contenha um ponto de Y deverd estar inteiramente
contido em Y, ndo podendo, portanto, conter nenhum ponto de Z.

Sejam (0,y) € Y e:

w: [0,1] —» X
to— a(t)
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7z

um caminho tal que x(0) = (0,y). Sendo Y C R? fechado e  continua, tem-se que a'[Y] C [0,1] é
fechado.

Uma vez que 0 € a'[Y], a[Y] # @. Assim, se demonstrarmos que a”'[Y] C [0,1] é simul-
taneamente aberto e fechado, como [0,1] é conexo, concluiremos que & '[Y] = [0,1], de modo que

«[[0,1]] C Y.

Dado ty € a[Y], como a é continua em to, dado & = % existird 6 > 0 tal que:

N =

E—to] < 6= [la(t) — alto)]| < 5 = [la(t) ~ a(to)]| <

Note que B [a(to), %] N X consiste de um intervalo fechado no eixo y juntamente com “segmentos”

da curva y = sin (Z) — cada um dos quais homeomorfo a um intervalo fechado.

Além disso, quaisquer dois destes conjuntos sio disjuntos um do outro em B [zx(to), %} N X. Segue
disto que B [a(to),%} NY é uma componente conexa de B [a(to),%} N X. Uma vez que a(ty) €

B [(x(to), %} NY e af|ty — 6, ty + 0[] é um conexo (imagem de conexo por uma fungio continua) que
contém a(ty), deve-se ter, pela maximalidade da componente conexa que contém w(ty), a[|to — 6, to +
S[] C B [zx(to),%]. Assim, como para todo ty € a[Y] existe 5 > 0 tal que |ty — 6,ty + 5[C a[Y],

seque que «'[Y] é também aberto em [0,1]. Como a[Y] é um aberto fechado nio-vazio do espago
conexo [0,1], seque que a[Y] = [0,1], de modo que toda a imagem de [0,1] por « estd, na verdade,
contida em Y. Assim, nenhum caminho que contenha um ponto de Y pode conter um ponto de Z.

Exercicios sobre Conjuntos Conexos

8.1 Mostrar que (R*,d),em que d é a métrica induzida pela métrica usual de R, é desconexo.
8.2 Mostrar que [0,1] U [2,3] é desconexo;

8.3 Mostrar que se f : [a,b] — [c,d] é uma funcdo continua e estritamente crescente tal que
f(a) =ce f(b) =d, entdo f é um homeomorfismo.

8.4 Mostrar que uma fungdo f : R — Q é continua se, e somente se, f é constante;
8.5 Mostrar que S' \ {(0,1)} é conexo;

8.6 Sejam (M, d) um espaco métrico, A, B C M partes conexas de M tais que Cl. (A) N B #
@. Mostrar que A U B é conexo.

8.7 Mostrar que S! ndo ¢ homeomorfa a nenhum subconjunto de RR; Dica: use a conexidade
e o Teorema 338.
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8.8 Mostrar que o cilindro C = {(x,y,z) € R3 | x> + y?> = 1} é conexo.
8.9 Mostrar que R?\ {(0,0)} é conexo por caminhos;

8.10 Sejam (M, dy;) e (N,dy) espagos métricos e f : M — N uma sobreje¢do continua.
Mostrar que se M é conexo por caminhos entdo N é conexo por caminhos.

3.24 Completude

3.24.1 Sequéncias de Cauchy

Vejamos uma propriedade importante das sequéncias convergentes. Se (xy,),eN € uma sequén-
cia convergente em um espago métrico (M, d) e lim,_,. X, = X, entdo dado qualquer ¢ > 0
existe np(e) € IN tal que:

Como, porém:

entao:

- _ e €
m,n > ng(e) = d(xm, xn) < d(xm, %) +d(%,x,) < 5 + 5= £
Assim, obtivemos uma condi¢do sobre os termos da sequéncia na qual ndo intervém o
limite, ¥ dessa sequéncia. Intuitivamente, essa condicdo significa que as distancias entre
os termos da sequéncia se tornam arbitrariamente pequenas, para indices convenientemente
grandes.

Defini¢do 3.308 (sequéncia de Cauchy). Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia
(xn)nen € MN é uma sequéncia de Cauchy se, para todo e > 0 existir no(e) € IN tal que:

m,n > ng(e) = d(xm, xn) < €

Sumarizamos, abaixo, o resultado que demonstramos na introdugao deste tépico:

Proposic¢ao 3.309. Toda sequéncia convergente de um espago métrico é uma sequéncia de Cau-
chy.
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E important(issimo) observar que a reciproca da proposi¢do acima é falsa. Considere, em
(Q,d),em que d(x,y) = |x — y|, a sequéncia construida recursivamente como segue:

x: N — Q
2, sen=1
n 1( 2)
—|xp+— ), sen>1
2 Xy

2 .
Como para todon € IN, x,, + - # 0, sendo x, racional e como:
n

>0

N\

- ~\

5 1 2\* 1 2\?
xn—i—lzzl' xn+; :4_1. xn_x_n +2

segue que (Vn € IN)(x3 > 2). Assim, para todo n > 1, tem-se:

2
2 x;

Xn  Xp

X —1 x-|—2 <1 x+x% =X
n+1—2 n X, > n X, — An

Segue dai que (Vn € IN)(x,41 < x,), de modo que:

e portanto:

X1 >Xp>X3> - >xp >0 >1,

e por ser uma sequéncia de nimeros reais estritamente decrescente e limitada inferiormente,
converge (em RR) para o infimo de seus valores, que denominaremos por ¥. Assim,

- i 1 2\ 1 /2
x_ngrgoxn—i—l_nl_{r(}oi' xn“‘x_ _E X‘|‘E

Chegamos a equacao:

cuja solugido é ¥ € R tal que ¥? = 2, portanto ¥ ¢ Q, ou seja, (x,,),ecN Ndo converge em Q.

Proposic¢do 3.310. Seja (xy,),eN uma sequéncia de Cauchy num espago vetorial normado V =

(V,+,-, |l - ||). Entdo existe uma bola aberta de centro no vetor nulo que contém todos os termos
da sequéncia.
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Demonstragio. Sendo (x,),en uma sequéncia de Cauchy, dado ¢ = 1 existe um indice ny(1) €
N tal que:
m,n > no(1) = d|. (xm, xn) = [[xm — xa[| <1.

Em particular, para todo m > ny(1) tem-se:

[3m — X1yl < 1.
Mas:

[xm]l = [|xm — Xy (1) + Xng) Il < Mxm — Xy | + N2y | < T+ (255 1) |l

e portanto, para todo m > ny(1) tem-se:

[2m || < T4 [Jaeg 0y |

Seja A = max{||x1[|, -+, [|xpy1)=1l, L+ [[xpy1)l| }- Tem-se, assim:

(Vn € IN)(d. (x4,0) = [lxn — Of| = [[xn]| < A)

0 que prova que:

(Vn € IN)(x, € B(0,A)).
O]
Atencdo: (x,),cN limitada # (x,),en de Cauchy. De fato, a sequéncia (1,2,1,2,1,2,---),

embora limitada, ndo é de Cauchy porque, tomando ¢ = %, para qualquer que seja ngp € IN
sempre existem indices m, n > ng tais que d(xy, x,) =1 > e.

Exemplo 3.311. A sequéncia dada por:

x—1+1+1+ +1
" 2 3 n’

por ndo ser limitada, ndo é uma sequéncia de Cauchy.

Proposicdo 3.312. Seja (x,),eN uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico (M, d). Se
existe uma subsequéncia de (x,)ncN, digamos (Xp, )keN, que converge para um ponto X € M,
entdo x,, — X.

Demonstragdo. Como a subsequéncia (x,, )ren converge para X, dado qualquer ¢ > 0 existe
ko(e) € N tal que:

k> ko(e) = d(xn, %) <

N ™
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Por outro lado, sendo (x,),en uma sequéncia de Cauchy, existe um indice n¢(e) € N tal
que:

m,n > ny(e) = d(xm, xn) < %

Seja No(e) = max{ny, ), no(e) }. Fixando my > Ny(e), segue que:
(Vn e N)(n > No(e)) = d(xn, %) < d(xp, Xm,) +d(xp,, X) < e

Desta forma, dado qualquer ¢ > 0 existe Ny(¢) € N tal que:

n > No(e) = d(x,, %) < e
e portanto x,; — X. [

O resultado acima é particularmente ttil em sua forma contrapositiva:

Corolario 3.313. Se uma sequéncia de pontos em um espago métrico contém duas subsequéncias
que convergem para pontos diferentes desse espago, entio a sequéncia nio é de Cauchy.

Proposi¢do 3.314. Sejam (M,dy) e (N,dy) espagos métricos e seja f : M — N uma fun-
¢do uniformemente continua. Se (xXp)peN € uma sequéncia de Cauchy em (M,dy), entdo
(f (x1))nen € uma sequéncia de Cauchy em (N, dy).

Demonstragio. Seja € > 0 dado. Como f : M — N é uniformemente continua, para este ¢ > 0
existe 6 > 0 tal que:

(Vx € M)(Vy € M)(dm(x,y) <6 =dn(f(x), f(y)) <e)

Como (x)neN € uma sequéncia de Cauchy, dado este & > 0, existird algum ny(é) € N tal
que:

m,n > ny(0) = dy(xm, xn) < 6.

Assim, dado ¢ > 0, tomando 1¢(d(¢)) € N construido acima, teremos:

(Vm € N)(Vn € IN)(m,n > ng(6(e)) = dp(xm, xn) < 9)

€ Ccomo:

Ap(Xm, xn) < 6 = dn(f(xm), f(xn)) < €

segue que:
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(Vm € N)(VYn € N)(m,n > ng(6(e)) = dn(f(xm), f(xn)) < €)

de modo que (f(xn))nen € uma sequéncia de Cauchy. O

Atencdo: uma funcdo apenas continua pode ndo transformar uma sequéncia de Cauchy
do dominio em uma sequéncia de Cauchy do contradominio. Considere a fun¢do continua:

f:101 > R
1
X —> X
que transforma a sequéncia de Cauchy (%) N D2 sequéncia (1,2,3,4,--- ,n,---), que ndo é
ne

de Cauchy (a distancia entre seus termos é sempre maior ou igual 1).

O fato do atributo “ser sequéncia de Cauchy” ndo ser preservado por fun¢des continuas
nos diz que “ser sequéncia de Cauchy” ndo é um invariante topolégico. Esta propriedade se
mantém apenas sob homeomorfismos uniformes.

Corolario 3.315. Sejam M um conjunto e dy,dy : M x M — Ry duas métricas unifor-
memente equivalentes. Entio as sequéncias de Cauchy de (M,dy) sdo as mesmas que as de

(M, dy).

Demonstragio. Seja (xn)neny uma sequéncia de Cauchy em (M,d;). Como, por defini¢do,
id};"? : (M,dy) — (M, d,) é uniformemente continua, segue que (idh;"* (%)) nen = (Xn)nen €
uma sequéncia de Cauchy em (M, dy).

Reciprocamente, seja (x),cNn uma sequéncia de Cauchy em (M, dy). Como, por defini¢do,
id3;"! 1 (M, dy) — (M, d;) é uniformemente continua, segue que (id5;"! (%)) nen = (Xn)nen €
uma sequéncia de Cauchy em (M, dy). O

Observe que a reciproca da Proposicao [3.314) é falsa.

De fato, a fungao:

f:r R - R
x = x2

transforma sequéncias de Cauchy em sequéncias de Cauchy: de fato, se (x,),en € uma
sequéncia de Cauchy, entdo (x,),cN € limitada, de modo que existe K > 0 tal que:

(Vn € IN)(|xn| < K)
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Mas f [_gki:] — K, K[— R ¢ lipschitziana, e portanto uniformemente continua em | —

K, K]. Segue, portanto, que (f(x4))uen = (¥2),en € uma sequéncia de Cauchy em R. Nao
obstante, f : R — R ndo é uniformemente continua.

Proposicdo 3.316. Sejam (M, dy;) e (N, dy) espagos métricos e considere (M x N, d),em que
d é qualquer uma das métricas equivalentes de que se pode munir o produto M x N. Uma
sequéncia de pares ((xn, Yn))nen € (M x N)N é de Cauchy se, e somente se, (x,)neny € MN
e (Yn)nen € NN sio sequéncias de Cauchy.

Demonstragido. Vamos fazer esta demonstracdo para o caso em que d é a métrica da soma.
Como as outras métricas lhe sdo uniformemente equivalentes, seguird a validade do resul-
tado para qualquer uma das trés métricas usuais do produto.

(=) Seja e > 0. Como ((xy, ¥n))nen € de Cauchy, existe np(e) € IN tal que:

m,n > Tlo(s) = d((xm/ym)/ (xn/yn)) = dM(xm/ xn) + dN(ym/yn) <€

ou seja,

m,n > ng(e) = dy(xm, xn) < €

m,n > ng(e) = dNYm, Yn) < €

de modo que (x,)neN € (¥n)neN sdo ambas sequéncias de Cauchy.
(<) Seja ¢ > 0 dado. Como (x,),en € de Cauchy, existe n1(e) € N tal que:

m,n > ny(e) = dy(xm, xn) < =

N| m

Como (¥n)nen € de Cauchy, existe np(e) € IN tal que:

€
m,n > ny(e) = dnYm, yn) < 5

Considerando ng(e) = max{ni(e),nz(¢)}, teremos:

e €
mn > nO(S) = d((xmrym)/ (xn/yn)) = dM(xmz xn) + dN(ym,yn) < E + z =&
e portanto ((Xn, ¥»n))neN € uma sequéncia de Cauchy em (M x N, d). O

A generalizacdo do resultado acima para um produto M = M; x --- x M, (n > 1) pode
ser feita por indugao.
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3.24.2 [Espacos Métricos Completos

Vimos na secdo anterior que existem sequéncias de Cauchy em Q que ndo convergem neste

. A o 1 2

espago. E o caso da sequéncia definida por x; =2 e, paran > 1, x,41 = 5 | +— ], que
Xn

converge para \/2, que ndo é um ndimero racional, embora todos os termos de (x;),en sejam

racionais.

Veremos, a seguir, que no espago métrico (R, d),em que d(x,y) = |y — x|, este tipo de coisa
nao ocorre.

Proposicdo 3.317. Toda sequéncia de Cauchy, (x,)nen, em R converge para algum ponto
xR

Demonstragio. Pela Proposi¢do [3.310, sendo (x,),cn uma sequéncia de Cauchy, existe K > 0
tal que:
(Vn € IN)(|xn| < K)

Assim, para cada m € IN, a m—ésima cauda da sequéncia:

Xm — {xTI”I/ Xm+1, Xm+2, " }

é um conjunto limitado, em particular limitado inferiormente. Desta forma, para todo m € IN,
existe v, = inf X, = inf{xp, X1, X2, - -+ }-

Naturalmente:

i<y <ys<---<yn<---<K

Como (¥n)nen € uma sequéncia mondtona, ndo-decrescente e limitada superiormente,
(Yn)new converge para £ = sup{y, | n € N} = liminfx, € R

Seja ¢ > 0 qualquer dado.

Como y, — %, dado ¢/3 > 0 existe n1(¢/3) € N tal que:
£
3

Como (x,)xeN é, por hipétese, uma sequéncia de Cauchy, dado § > 0 existe n5(¢/3) € IN
tal que:

n>mni(e/3) = lyn — x| <

s

m,n > ny(e/3) = |xm — xn| < 3

bconsequéncia do axioma do supremo.
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Seja ng(e) = max{ny(e/3),n2(e/3)}. Tendo em conta que:

Yno(e) = X (e) ¥ng(e)+1/ 7~ }

dado ¢/3 > 0 existe ¢ > np(¢) tal que:

&
Yngle) = X0 < Yng(e) T 3

e portanto:

s
|x€ _yno(e)| < 3

Assim, para todo n > ny(e) temos:

|xﬂ —f| < ’xn _x€| + |x€_yno(£)| + |yn0(s) —f| <¢€

e portanto lim, e X, = X. O

Defini¢do 3.318 (espago métrico completo). Um espaco métrico (M, d) é completo se toda
sequéncia de Cauchy deste espago convergir para algum ponto de M.

Assim, podemos dizer, j4 usando a terminologia da definicdo acima, que o espaco (Q, d)
ndo é completo, enquanto que (IR, d) é completo.

Proposicdo 3.319. Sejam (M, dy;) e (N, dy) espagos métricos e considere (M x N, d),em que
d é qualquer uma das métricas equivalentes de que se pode munir o produto M x N. O espago
(M x N, d) é completo se, e somente se, (M, dpr) e (N,dy) forem completos.

Demonstragido. (=) Se (xn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (M, dy), entdo para cada
Yo € N, ((xn,40))nenN € uma sequéncia de Cauchy em M x N. Com efeito, dado € > 0, como
(xn)nen € de Cauchy, existe ng(e) € IN tal que:

m,n > no(e) = d((Xm, y0), (Xn,¥0)) = dyt(Xm, Xn) +dN (Yo, v0) = dp(Xm, xn) < €

Portanto, ((xn,Y0))neN € uma sequéncia de Cauchy e (M x N, d) é, por hipétese, completo,
segue que ((x4,Y0))nen converge para algum ponto (¥,7) € M x N. Afirmamos que 7 = Y.

Mas, de fato, como ((x4,Y0))neN converge para (X,7), dado qualquer ¢ > 0 existe nj(e) €
N tal que:

n 2> ni(e) = d((xn, yo), (%)) = dm(xn, X) +dn(yo, ) <€
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e, em particular,

dN(]/O/]]) <é&

Como tem-se:

(Ve > 0)(dn(yo,7) < e)

segue que dn(yo,7) = 0, e como dy é métrica, segue que Yo = . Assim, ((Xu,Y0))neN
converge para (X,19) € M x N. Segue dai que, dado € > 0 existe ny(e) € N tal que:

n > ng(e) = d((xn,y0), (%, y0)) = dm(xn, %) <€
Assim,

Xn — X,

ou seja, a sequéncia (X, ),eN converge para um ponto ¥ € M.
A prova de que (yn)neN converge se faz de modo andlogo, e deixamos como exercicio.

(<) Se ((xn,Yn))neN € uma sequéncia de Cauchy em M x N, entdo (x4),eN € (Yn)neN sd0
sequéncias de Cauchy em M e em N, respectivamente. Como (M, dy;) e (N,dy) sdo ambos
completos, existem ¥ € M e j € N tais que x, — X ey, — 7.

Seja ¢ > 0 qualquer. Como x, — ¥, para o nimero § > 0 existe n; (§) € N tal que

n>mn(5) = dm(xy, x) < 5.

Como y, — , para o nimero 5 > 0 existe 1 (5) € N tal que n > ny (§) = dn(yn, 7) < §.
Considerando ny(¢) = max {n; (%3 ,n2 ()}, teremos:
N
1> mo(©) = (i, Yo), (5,9)) = dua (e, ) + () < 5+ 5 =

Segue, assim, que ((Xn, Yn))neN — (X,7) € M X N.

Como ((xn,Yn))nen € uma sequéncia de Cauchy qualquer em (M x N, d), segue que toda
sequéncia de Cauchy do produto converge. Logo (M x N, d) é completo. O

O resultado acima pode ser facilmente generalizado para qualquer produto finito de espa-
¢os métricos. Em particular, temos o seguinte:

Coroldrio 3.320. Para todo n € IN, (R",d),em que d € {dg,ds,dp}, é completo.

Teorema 3.321. Todo espago métrico (M, d) compacto é completo.
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Demonstragio. Seja (xn)neN uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico compacto (M, d).
Da compacidade de (M, d) segue que existe uma subsequéncia (x,, )ren que converge para
algum ponto x € M.

Pela Proposi¢io (3.312] segue que x, — %, de modo que (x,),cN converge para um ponto
¥ € M. Logo, (M, d) é completo. O

Atencdo: (M,d) completo # (M,d) compacto. O espago (R,d), d(x,y) = |y — x|, con-
forme ja vimos, é completo mas ndo é compacto.

Atengdo: (M,d) conexo # (M, d) completo. Considere, por exemplo, o intervalo 0,1] é

conexo, mas ndo é completo, uma vez que a sequéncia (%) N €]0,1]N, apesar de ser de
ne

Cauchy, ndo converge.

Atengdo: (M, d) completo # (M, d) conexo. De fato, seja M um conjunto qualquer com
mais de dois pontos e dp_1 : M x M — R, a métrica zero-um. Apesar de (M,dy_1) ser
completo, M é desconexo (pois dado qualquer xg € M, M = {xo} UM\ {xp} é uma cisdo
ndo-trivial de M).

Proposicdo 3.322. Seja (M, d) um espago métrico completo. Se F C M for fechado, entdo
(F,d [pxF) é completo.

Demonstragio. Seja (x,)nen € FIN uma sequéncia de Cauchy. Como F C M, (x;)pen € MN
também é uma sequéncia de Cauchy em M. Sendo (M, d) completo, existe ¥ € M tal que
X, — X. Mas isto implica que ¥ € Cl.(F), e como F é fechado, ¥ € Cl.(F) C F. Segue,
portanto, que F é completo. [

Proposicdo 3.323. Seja (M, d) um espago métrico. Dado F C M, se (F,d [pxp) é completo
entdo F é fechado.

Demonstragio. Mostraremos que Cl. (F) C F.

Dado xg € Cl.(F), tem-se que para todo ¢ > 0, B(xg,¢) N F # &. Deste modo, dado
¢ = 1, podemos escolher um tnico x; € B(xp,1) NF, dado ¢ = %, podemos escolher um
unico x, € B(xp,1/2) N F e, sucessivamente, dado ¢ = 1/n podemos escolher um tdnico
X, € B(xg,1/mn) N F. Assim, se xo € ClL (F), podemos construir uma sequéncia de elementos
de F, (xn)nen tal que x, — xo. Uma vez que (x,),eN converge, segue que (X,),eN € uma
sequéncia de Cauchy, e posto que F é, por hip6tese, completo, existe um elemento ¥ € F tal
que x, — X. Da unicidade do limite de uma sequéncia convergente, segue que xp = ¥ € F.
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Como a demonstragdo acima vale para qualquer xo € Cl.(F), segue que Cl.(F) C F, e
F C X é fechado. O

Corolario 3.324. Seja (M, d) um espago métrico completo. Tem-se que F C M é fechado se, e
somente se, (F,d [pxr) é completo.

Uma interessante caracterizacdo de completude é dada a seguir:

Teorema 3.325. Seja (M, d) um espaco métrico. Tem-se que (M, d) é completo se, e somente se,
para qualquer cadeia infinita enumerdvel de subconjuntos limitados, fechados e ndo-vazios:

F2E2FB2 - DF2Fy 2

com limy,_, diam. (F,) = 0 existir um iinico ¥ € M tal que:

xe ) E

nelN

.

Demonstragio. (<) [Estratégia da prova: contrapositiva] A fim de mostrar que a propriedade
acima implica a completude, mostraremos que se (M, d) ndo é completo, ou seja, que se existe
uma sequéncia de Cauchy (x,),en que ndo converge para nenhum ponto de M, entdo existe
uma cadeia enumeravel de subconjuntos limitados e fechados, (Fy),eN, tais que diam (F,) = 0
e:

(| Fi=2.

nelN

De fato, se (x,),eNn € uma sequéncia de Cauchy, entdo para cada n € IN, a n—ésima cauda
de (xn)nen, Xn = {Xn, Xp41, - - - }, € um conjunto limitado, e além disto, lim,, ;e diam (X,,) =
0. De fato, para qualquer n € N, X, O X,,1, tem-se:

diam (X;,11) = sup{d(x;, xj) | i,j > n+1} <sup{d(x;y;) | i,j > n} = diam (X,,)

(Vn € N)(diam (X,41) < diam (Xj)). (3.13)
Dado ¢ > 0, como (x,),en € de Cauchy, existe np(e/2) € IN tal que:

m,n > np(e) = d(xm, xn) <

N ™

Por defini¢do de supremo, segue que:

N ™

diam (X, (e/2)) = sup{d(xm, xu) | m,n > no(e)} <
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Segue de (3.13) que se n > ny(e/2), vale:

VAN
NI m

ou seja, tem-se:

lim diam (X,,) = 0.

n—00

Como (xy)neN ndo converge, para todo n € IN, X, nio tem nenhum ponto de acumulagio
(logo cada X, é discreto). Disto segue que X, é fechado e ndo vazio para todo n € IN.

Note, finalmente, que (Xunen, € uma cadeia de fechados limitados ndo-vazios de M tal
que:

N Xn=2

Justificativa: [contraposicdo] De fato, se existisse ¥ € (,cn X, entdo ¥ € X, para todo
n, e como lim,_,e diam (X)) = 0, dado € = 1/k > 0 poderfamos escolher algum x, € X,
tal que d(%, x,,) < } — ou seja, poderfamos construir uma subsequéncia de (xy)ueN, (Xn,)keN
que converge para X. Disto seguiria, pela Proposicao que x, — X.

Assim, se para qualquer cadeia infinita enumerdvel de subconjuntos limitados, fechados e
ndo-vazios de M:

FOEROEBO---D2F 2D2F412---

com lim,,_,e diam. (F,) = 0 existir um tnico ¥ € M tal que:
xe () F
entdo (M, d) é completo.

(=) Suponha, agora, que (M, d) seja completo, e seja (F,),en uma cadeia infinita enume-
rével de subconjuntos limitados, fechados e ndo-vazios de M:

H2o2B2FKB2 - 2F2F 412

com limy,_,« diam. (F,) = 0. Escolha, paracadan € N, x, € F,. Uma vez que lim,,_,o diam (F,,) =
0, segue que (X;),eN € uma sequéncia de Cauchy: de fato, dado € > 0, existe np(e) € N tal
que:



3.24. COMPLETUDE

n > np(e) = diam (F,) < ¢

Desta forma, dados m, n > ng(e) tem-se x,, x5, € F,y(e) € portanto:

d(xm, xn) < diam (F, () < e

243

Como (x,)neN € uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico completo, segue que
existe um tnico ¥ € M tal que x, — X. Note que como cada F, é fechado, N,cn Fr € fechado

em M, de modo que x;, — X € ;N Fu-

Finalmente, provaremos [por absurdo] a unicidade do elemento de (,,cpy Fu: se existissem

%,7 € Npen Fr com ¥ # 7, entdo d(%,7) > 0, e como diam (F,) — 0, dado € =

existe np(e) € IN tal que:

diam (Fno(s)) <

Uma vez que ¥, 7 € F, (), teriamos:

0 que é um absurdo.

3.24.3 Extensao de Func¢des Continuas

2

Em muitos ramos da Matematica, ¢ comum encontrar problemas do seguinte tipo: “seja M
um conjunto e X C M. Dada uma fungdo f : X — N, é possivel estender f a uma funcio

f:M — N, ou seja, tal que:

M. N

(|

comuta, mantendo as propriedades relevantes de f?”.

Na Topologia, somos interessados em estender fungdes continuas obtendo novas fung¢ées
continuas. Tratar este problema em toda sua generalidade é excessivamente complicado, ndo
somente neste curso, mas em geral. No entanto, diversas teorias tratam do problema em si-
tuacdes particulares, e tanto a solugdo positiva como a demonstragdo da impossibilidade da

solugdo em caso particular podem ser de grande utilidade.
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Vejamos um exemplo: seja X = {0,1} C [0,1] C R (todos com a métrica induzida pela
métrica usual de R) e seja {a,b} com a # b. Considerando a funcéo:

f: {0,1} — {a,b}
0 — a
1 —> b

constatamos que f nio pode ser estendida a uma funcdo continua f : [0,1] — {a, b}, pois [0,1]
é conexo e sua imagem por f deveria ser conexa.

Vamos concentrar nossa ateng¢do no caso em que X é denso em um espago métrico (M, dyy).
Em geral, o problema ndo tem solu¢do, como no caso em que X =]0,1], M = [0,1] e

f(x) = 1/x. Uma vez que limy_,o, f(x) = oo, nenhum valor real para f(0) podera forne-
cer uma extensdo continua de f.

De imediato, vemos que para pontos xg € X'\ X (que sdo necessariamente pontos de
acumulacdo de X), devemos ter f(xp) = limy_,y, f(x).

Lema 3.326. Sejam (M,dyr) e (N,dy) espacos métricos quaisquer, e f,g : M — N duas
fungdes continuas. O conjunto:

Coin (f,8) = {x € M| f(x) = g(x)}
é fechado em M.

Demonstragido. Com efeito, uma vez que f e ¢ sdo ambas fung¢des continuas, pela Proposicao

3.189 a funcao:

N x N

h: M —
x = (f(x),8(x))

é continua. Como Ay = {(y,y) | ¥ € N} C N é fechado e h é continua, segue que h'[Ay] é
fechado em M. Como:

Coin (f,g) = h[AN],

segue que Coin (f, g) é fechado em M.
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Teorema 3.327. Sejam (M, dpr) e (N, dy) espagos métricos tais que (N, dy) é completo, e seja
X C Mdenso. Se f : X — N é uma fungiio uniformemente continua, entiio existe uma iinica

extensdo continua f : M — N. Ademais, f é uniformemente continua.

f

2. N

M
[MJA y
X

X

Demonstragdo. Se x € X, definimos obviamente f(x) = f(x). No entanto, se x € M\ X =
Cl (X) \ X, podemos construir uma sequéncia de pontos de X, digamos (x,),en tal que
x, — x. Sendo convergente, (x,),cN € de Cauchy, e como f : X — N é uniformemente con-
tinua, segue que (f(x))neN € uma sequéncia de Cauchy em N. Como (N, dy) é completo,
segue que existe um tnico 7 € N tal que f(x,) — 7.

Observe que i nio depende da escolha da sequéncia que converge para ¥. De fato, se
(x),)neN € qualquer outra sequéncia de elementos de X tal que x}, — %, entdo limy, e dp1 (x4, X7;)
0. De fato, dado ¢ > 0, como x,, — ¥ existe n1(¢) € IN tal que n > ny(e) = dp(xn, %) < §
e como x,, — X existe ny(e) € N tal que n > ny(e) = dp(xy, ¥) < 5. Assim, tomando
no(e) = max{ny(¢), ny(e)}, tem-se:

n = no(e) = dwi(va, %)) < di(a, %) +dui(x), 7) < S 45 = ¢

ou seja, limy, o0 dp1(xy, x,) = 0.

Como limy, 0 dp1(xp, x),) = 0 e f é uniformemente continua, segue que limy,_,o dn (f(x1), f(x),))

0.

Desta forma, dado qualquer € > 0, existe n1(¢) € IN tal que n > nq(e) implica dn(f(xn), f(x

5. Também, como f(x,) — 7, existe ny(¢) € N tal que n > ny(e) implica dn(f(x4),7) < 5.
Desta forma, dado ¢ > 0, basta tomarmos ny(e) = max{ny(¢e), ny(¢)} para obter:

_ _ €
n 2 mo(e) = dn(F(xh),5) < dn(f(xh), f(xa) +dn(F(xa),7) < 5+ 5 = ¢
de modo que f(x,) — 7.
Definimos, portanto, fcomo segue:

f: M — N
N {f(x),sexeX

limy, o0 f(x4), se x € M\ X e (xn)nen € XN é tal que x, — x
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Como, por hipétese, X é denso em M, a relacdo fé total, e portanto uma funcao.

Demonstremos, agora, que f é continua.

Afirmagdo: dados ¥ € M, 6 > 0ee > 0, existe xg € X tal que dp(X,x9) < 0 e

dn(F(3), f(x0)) < e

De fato, se ¥ € X, basta tomar xp = . Se ¥ € CL(X) \ X, existe uma sequéncia
(xn)nen € XN tal que x, — ¥ e a sequéncia (f(x,))sen converge, por definigdo, para
f(x). Dado 8 > 0, como x, — ¥, existe n9(6) € N tal que se 1 > no(J) entdo dy(x,, ¥) <
6. Como f(x,) — f(%), dado ¢ > 0 existe ng(e) € N tal que n > ny(e) garante que
dn(f(xn), f(%)) < e. Basta, portanto, tomar xg = x, € X com n > max{ng(8), ()}, e
teremos:

d(%,%0) = du(%,%n) < e dn(f(%), f(x0)) = dn(F(2), f(xn)) <e

Para mostrarmos, finalmente, que fé continua, dado € > 0, como f : X — N é uniforme-
mente continua existe § > 0 tal que para quaisquer x,y € X, dp(x,y) < 5 = dn(f(x), f(y)) <

g. Afirmamos que dados quaisquer %,7 € M com dp(%,7) < &, tem-se dy(f(%), (7)) < e.
De fato, da afirmacdo acima aplicada a %, g, feay, ‘3—5, %, segue que existem xp, 9 € X
. _ ) ~ € _ ) ~ I3
tais que dp(%, xp) < 3 e dn(f(%), f(x0)) < 3 dm(7,v0) < = edn(f(@), f(yo)) < 3 Resulta,

assim, que:

W

)

) )
d (J? g) < = dM(xQ,yo) < dM(xo, )+dM( ,]7) +dM(y,y0) < 3 + 3 + 3 ==

= dn(f(2), (7)) < dn(F(0), £(x0)) +dn(f(x0), Flyo)) +dn(Flyo), (7)) < 5 +5+5 =
Portanto, f: M — N é uniformemente continua.

f é a tinica fungio continua que estende f para M: suponhamos que existisse § : M — N

continua que também estendesse f. O conjunto Coin (f,§) = {¥ € M | f(%) = g(x)} é um
fechado em M que contém X. Uma vez que X é denso em M e Cl. (X) é o menor fechado que
contém X, segue que:

M = Cl (X) ¢ Coin (f,3) c M
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ou seja, Coin (f,§) =Me f = 3.

Corolario 3.328. Sejam (M, dpr) e (N, dy) espagos métricos quaisquer, X C M denso, Y C N
densoe f : X — Y um homeomorfismo uniforme. Se (M, dp) e (N, dy) forem completos, existe
um tinico homeomorfismo uniforme f : M — N tal que o sequinte diagrama comuta:

M
X

Demonstragio. Considere a fungdo i o f : X — N, que por ser composicdo de fungdes unifor-
memente continuas (1 é imersdo isométrica e f é uniformemente continua, por hipétese), é
uniformemente continua. Como X é denso em M e N é completo, pelo Teorema existe

uma Unica fungdo uniformemente continua f : M — N tal que:

M ~
@JX
X— N

Llyof

f

— > N

N

Sy

comuta, ou seja, tal que f o M = o f.

Seja f~1:Y — X oinverso de f : X — Y, que também é uma funcdo uniformemente
continua, e considere /! o 1 : Y — M, que é uniformemente continua por ser composigdo
de fungdes uniformemente continuas (4§ é uniformemente continua por ser uma imerséo iso-
métricae f~!: Y — X é uniformemente continua por hipétese).

Como Y é denso em N e N é completo, segue do Teorema 3.327| que existe uma tinica
funcdo uniformemente continua g : N — M tal que:

N ~
lyj\g\\
Y — M

ll)\(/lof*1

comuta, ou seja, tal que go i = Yo f7L.

Note que idy; : M — M é uma funcdo uniformemente continua tal que:
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M

M YM
X

>
Xl]}\(AM

comuta. Observe, também, que para todo x € X temos:

(§of) ol (x)=go(foll(x) =go (W of)(x) = (§od) o f(x) =i o f o f(x) =
= Mx) =«

ouseja, go f : M — M é uma func¢do uniformemente continua tal que o diagrama:

M ~
IMJ gof
X

L=y M

Ix

comuta. Como existe apenas uma fung¢do uniformemente continua que faz o diagrama comu-
tar, segue que:

gof =idy.

Note que idy : N — N é uma funcdo uniformemente continua tal que:

N

lyj YiN
by

comuta. Observe, também, que para todo y € Y temos:

(foR)odl(y)=Ffo@of W) =Ffo(of Ny)=(Fo)of ' (y)=fof '(y) =
=) =y

ouseja, fog: N — N é uma fun¢do uniformemente continua tal que o diagrama:
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comuta. Como existe apenas uma funcdo uniformemente continua que faz o diagrama comu-
tar, segue que:
f o g =id N-

Desta forma, f : M — N é um homeomorfismo uniforme tal que f o/}l = Y o f, como
queriamos. [

Coroldrio 3.329. Sejam (M, dy;) e (N, dy) espagos métricos quaisquer, X C M denso, Y C N
densoe f : X — Y uma isometria. Se (M,dp) e (N,dy) forem completos, existe uma tinica
isometria f : M — N tal que o sequinte diagrama comuta:

ML

MJ JIN
D' Y
X f

— Y

Demonstragdo. Note que, por ser isometria, f : X — Y € um homeomorfismo uniforme. Pelo

Corolario 3.328, existe um tunico homeomorfismo uniforme f M — N ta que i o f foM
Basta mostrarmos que f ¢ uma isometria.

De fato, dados quaisquer X, € M, existem sequéncias (x,)ueN, (Vn)nen € XN tais que
Xp — X e yy — ¥. Assim,

dy continua f isometria dps continua
an(F(3), (7)) = dn(lim f(x), im f(yn)) £ lim dn(F(x), f(ya)) = lim dag(n,ya) = dua(%,9)
O

Observe que se ndo exigirmos que (N,dpy) seja completo, ndo podemos garantir uma
N

extensdo (sequer) continua para f : X — N, com X denso em M. Com efeito, a fun-

¢do idg : Q — Q é uniformemente continua, mas ndo admite nenhuma extensdo continua

f : R — Q, uma vez que as tnicas fung¢des continuas de R em Q sdo constantes.

Para encerrar esta segdo, apresentamos um exemplo que pde em evidéncia o fato de que
completude ndo é uma propriedade topoldgica.

Exemplo 3.330. Sejam (M, d) um espaco métrico completo e U C M um aberto. Mostraremos que
U, embora seja aberto, é homeomorfo a um espago métrico completo.

Seja:
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f: M — R
x — dx,M\U)
Defina:
p: U — l[l{
X FIERYANT)]

Note que ¢ é uma fungdo continua, e que, para qualquer xo € Fr. (U) tem-se:

1
R TN VANT)
O grifico de ¢, Graf (¢) = {(x, (x)) € M xR | x € U} é um subconjunto fechado de M x R,
uma vez que Graf (¢) = {(x,t) € M x R | t- f(x) =1} = ¢[{1}],em que:

Pp: MxR — R
(xt) = t-flx)

é uma fungdo continua (uma vez que o produto da projecio 1t(x,t) = t (que é continua) por f (que
também é continua) é continua. Por ser um subconjunto fechado de um (produto de) espago(s) métrico(s)
completo(s), M x R, Graf (¢) é um espaco métrico completo — munido, é claro, da métrica induzida.
E um fato de simples verificagio que:

my: Graf () — U
(x,t) +— x
é um homeomorfismo.

3.25 O Completamento de Um Espaco Métrico

O espago (Q,d), d(x,y) = |y — x|, ndo é completo, conforme ja demonstramos. A construgdo
de IR, a partir de Q, representa o que se chama um “completamento de Q”. Intuitivamente,
isso pode ser interpretado do seguinte modo: R é a “ampliacdo” de Q obtida acrescentando-
se a este corpo os limites das sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais que a ele ainda ndo
pertencam. Além disto, vale a relacdo CL (Q) = R.

Veremos, a seguir, que dado um espago métrico é sempre possivel “completd-lo”, nos mol-
des acima.
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Definicdao 3.331 (completamento). Seja M = (M, d) um espago métrico. Um completa-

~ ~

mento de M é um par (M,d), f : (M,d) — (M,d)),em que (M,d) é um espaco métrico
completo, f : (M,d) — (M, d) é uma imersdo isométrica tal que CL. (f[M]) = M.

Lema 3.332. Seja (M, d) um espago métrico. Se existe um subconjunto nido-vazio, X C M
tal que Cl. (X) = M e toda sequéncia de Cauchy de pontos de X converge em M, entdo M é
completo.

Demonstragio. Seja (x,),eN uma sequéncia de Cauchy em M. Dado € > 0, existe um nq(¢e) €
N tal que:

m,n > ny(e) = d(xm, xn) < g

Passo 1: construir, a partir de (x,),cN, uma sequéncia de Cauchy de elementos de X.

1
Como X é denso em M, para qualquer n € IN existe v, € X tal que d(xy,, yn) < o Assim,

tomando 1y (e) = max { E—‘ ,nl(s)} teremos:

1 1
m,n Z 1/10(8) = d(ym/yn) S d(yMI xm) +d(xm/ xn) + d(xn/yn) < E + % + E <

<£+E+£—s
3 3 3

o que mostra que (¥, )en € uma sequéncia de Cauchy em X. Como, por hipétese, sequéncias
de Cauchy de elementos de X convergem para algum elemento de M, existe 7 € M tal que

Yn — V.

Passo 2: mostrar que (x,),cN converge para o mesmo elemento de M para o qual (V,)neN
converge.

Mostraremos, agora, que x,, — .
Dado ¢ > 0, como y, — 7 existe ny(e) € N tal que:

n>mny(e) = d(yn, ) < %

2
Tomando 1y (e) = max {nz(s), E—‘ , teremos:

1
n > no(e) = d(xn, ) < d(xn,yn) +d(yn§) < - +§ < §+§ —¢

Assim, x, — 7. O
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Teorema 3.333. Todo espago métrico (M, d) admite um completamento.

~

Demonstragdo. Passo 1: construiremos o espago métrico (1\71, d).
Seja:

S = {(xn)nen € MN | (x4)nen € sequéncia de Cauchy de elementos de M}

e defina a relagao:

(xn)ne]N ~ (]/n)ne]N <~ nlgl;o d(xnzyn) =0
Observe que ~ é uma relagdo de equivaléncia, pois:

~ é reflexiva, uma vez que para qualquer (X, ),eN € S, tem-se limy,_yco d(Xp, X5) = limy 00 0 =
0;

~ é simétrica, uma vez que para quaisquer (x,),eN € S € (Vn)neN € S tais que (X,)peN ~
(Yn)neN tem-se limy, 00 d(xy, yn) = 0, e da propriedade simétrica de d segue que:

lim d(yn, xn) = lim d(x,,y,) =0,

n—oo n—o00

de modo que (¥n)neN ~ (Xn)neN-

~ é transitiva, uma vez que dadas (X)neN, (Vn)neN € (Zn)new em S tais que (Xp)peN ~
(Yn)neN € (Yn)neN ~ (zn)nen, tem-se, da Desigualdade Triangular, que:
(Vn € N)(d(xn, zn) < d(xXn,Yn) +d(Yn, zn))
de modo que pelo Corolério

0 < lim d(x,,z,) < ,}E{}od(x”'y”) —i—nli_{r.}od(yn,zn) =0+0=0

n—oo

donde (x)neN ~ (zn)neN-

Definimos M = —.

~Y

Passo 2: construir uma funcio f : M — M.

Vamos, agora, definir uma relagdo f : M — M como segue: dado qualquer x € M, seja
(X)pen = (x,x,x,---,x,---) a sequéncia constante igual a x, que certamente é de Cauchy.
Associamos a x, portanto, a classe de equivaléncia de (x),eN:
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A~

f: M — M
x = [(x)nen]

Passo 3: Definir em M uma métrica de tal forma que f : (M,d) — (M,d) seja uma imersao
isométrica.

Dados [(x1)nen], [(Vn)nen] € M, tomemos um representante de cada classe, digamos
(Xn)neN € (Yn)neN € consideremos:

lim d(xy, yn)

n—o00

Afirmagao 1: A relagdo OZ: {(([(xn)nen], [(yn)nen]), limp—co d(xn, yn)) € (M x M) xRy |
(Xn)neN, (Yn)nen € S} C (M x M) x Ry é total.

De fato, dado qualquer par ([(xn)nen], [(Vn)nen]) € M x M, quaisquer representantes
(Xn)neN € (Yn)nen das classes [(x4)nen] € [(Vn)nen] sdo sequéncias de Cauchy, {x, | n €
N}U{y, | n € N} € M é um conjunto limitado. Também, como para todo n € N,
d(xu,yn) > 0, do Corolario segue que limy,_,c d(xy, yn) > 0.

Afirmagdo 2: A relacio d = {(([(xn)nen], [(Yn)nen]), imy oo d(xn, v2)) € (M x M) x R |
(xn)neN, (Yn)nen € S} C (M x M) x Ry é univoca.

Sejam (xn)neN, (Xy)neN € S € (Yn)neN, (Yn)new € S tais que [(xn)uen] = [(X7)nen]
[(Yn)nen] = [(¥))nen]- Mostremos que:

([(xn)nend, [(Yn)nen]) = ([(x)nen], [(vi)nen])

implica:

lim d(x,,y,) = lim d(x,y),).

n—oo n—o00

De fato, pela Desigualdade Triangular, tem-se que:

d(xy, yi) < d(x, xn) +d(xn, Yn) +d(Yn, Yn)
donde segue que:

. / / . :0/ N . . -~ / .
lim d(x;,y,,) < lim d(x), %) + Lim d(xn, yn) + U d(ya,yy,) = Lim d(xn, yn).

Também, pela Desigualdade Triangular, tem-se que:

d(xn, Yn) < d(xn,x:l) + d(x;,y;) + d(]/;qryn)
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donde segue que:

=0 =0
) — . ro — T i "y
nh_r)r.}od(xn,yn) < nlglgo d(xn, xn) +nlgl’olo d(xn,yn) + nlgl’olo d<yn1yn) = nlgIolod(xn/yn)
Logo,
lim d(xu,yn) = lim d(x;, y),)
Logo,

(([)nend, [nmen]), 1m d(n, ) = ([ nen, [(h)nen]), lim d(x, 4)
Segue, portanto, que d é uma relagdo univoca.

Sendo univoca e total, segue que:
j: A//\I X A/Z[ — R+
([(xn)nen], [(yn)nelN]) = limy e d(xn,yn)
é uma funcao.

Tem-se, além disto, que valem:

(M1) Sejam [(xn)nelN]/ [(yn)ne]N] € M tais que &\([(xn)nelN]/ [(]/n)nelN]) = limy 0 d(xnr ]/n) =
0. Entéo, por definigdo de ~, segue que (x,)neN ~ (Yn)neN, € portanto [(xn)neN] = [(Vn)nenN]-

(M2) Como d : M x M — R satisfaz (M2), segue que dados quaisquer [(x)neN], [(Vn)nen] €
M, tem-se d([(xn)neN], [(Yn)nen]) = imyseo d(xn, yn) = imysco d(Yn, Xn) = d([(Yn)nen], [(Xn)nen])-

(M3) Dados [(x)nen], [(Yn)nen] € [(zn)nen] em M, como d : M x M — R satisfaz (M3),
tem-se, para todo n € IN::

d(xnzzn) < d(xn,yn) + d(]/nrzn)
de modo que pelo Corolério vale:

-~ def. def.

d([(xn)nen], [(zn)neN]) = nli_r)r.}od(xn,zn) < nh_{{}od(xnryn) +nli_r>{>10d(yn,zn) =

~ ~

= d([(xn)nen], [(¥n)nen]) + d([(yn)nen], [(zn)nen])

Assim, (M, d) é um espago métrico.
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~

Mostremos, agora, que f : (M,d) — (M,d) é uma imersdo isométrica.

Sejam x,y € M quaisquer. Tem-se:

~ ~

A (), £(1)) = Al(®)nen, (Wnen) = lim d(x,y) = d(x,).

Passo 3: Mostrar que CL. (f[M]) = M.
Denotaremos, nesta etapa e na préxima, os elementos de M por letras gregas mintsculas.

Dado a = [(x1)nen] € M, seja (x4)nen € &. Dado e > 0, como (x,),en é uma sequéncia
de Cauchy de elementos de M, existe ni(e/2) € IN tal que:

m,n > ny(e/2) = d(xm, x,) <

N ™

Assim, tomando x,,, (;/2) € M, temos f(x,, (¢/2)) = [(X4,(e/2))neN], € portanto:

~ ~

d(lX, [(xnl(s/Z))nEIN]) = ([(xn)nGIN]' [(xnl(s/z))nEIN]) = lim d(xn/xnl(e/2)) <

n—00

<€

N ™

e portanto f([(%,,(o/2)]) € Byy(a,€) 1 f[M].
Passo 4: Mostrar, usando o Lema que (1\71,0/1\) é completo.

Seja (Bi)ken uma sequéncia de Cauchy em f[M] C M, de modo que para cada k € N
existe x;y € M tal que f(xx) = Bx = [(Xx)neN]- Temos, para quaisquer m,n € IN:

f imersdo isométrica

~ ~

A [(em)ren], [(vn)ken]) = B Bu) = dUF (om), £ () = d(tm, x2)

Desta forma, segue que como (B, )yeN € uma sequéncia de Cauchy em (M, d), (x)ien €
uma sequéncia de Cauchy em M. Mostraremos que A = [(Xk)kenN] € O limite da sequéncia

(,Bn)ne]N-

Dado € > 0, como (x¢)ken € uma sequéncia de Cauchy, existe ny(e) € IN tal que:

m,n > np(e) = d(xm, x,) <

N ™

Deste modo, para todo n > ny(e) € IN, tem-se:

~ ~

A(BA) = d([(ndiend, [()een]) & lim (s, ) < 5 <e

Assim, para todo € > 0, existe ny(e) € IN tal que:
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n>np(e) = dA([in,)\) <

ouseja, B —+ A € M.

-~

Pelo Lema [3.332, segue que (M, d) é um espago métrico completo. O

Teorema 3.334. Sejam (M,d) um espaco métrico e ((M,d),f : (M,d) — (M,d)) e
(M, d),g: (M,d) — g\z,d)) dois completamentos de (M, d). Entdo existe uma tinica isome-

-~

tria ¢ : (M,d) — (M, d) tal que po f = g

Demonstragdo. Para cada y € f[M], como f é injetora, existe um tnico x € M tal que y = f(x).
Em virtude disto,

é uma funcgao.

Note que ¢g é uma imersdo isométrica: dados quaisquer y1,y» € f[M], tem-se que existem
unicos x1,xp € M tais que y; = f(x1) e y2 = f(x2), de modo que:

g imersdo isométrica

~ ~ ~

A(@o(y1), @o(y2)) = d(g(x1),8(x2)) T d(x1,32) = d(f(x1), F(x2)) = d(y1,y2)-

Uma vez que f[M] é denso em M, M é completo e ¢ : f[M] — M é uma fungdo uni-
formemente continua (por ser uma imersdo isométrica), segue do Coroldrio [3.328| que existe
uma Unica fun¢do uniformemente continua ¢ : M — M que estende ¢, ou seja, tal que

@o tj\’/[IM] = @o.

Para cada y € g[M], como g é injetora, existe um tnico x € M tal que y = g(x). Em
virtude disto,

-
gx) — f(x)

é uma funcao.
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Note que ¢p é uma imersdo isométrica: dados quaisquer y1,y» € g[M], tem-se que existem
tnicos x1,x, € M tais que y; = g(x1) e y» = g(x2), de modo que:

f imersdo isométrica

~ ~ ~ ~

dlpo(y1), po(y2)) = d(f(x1), f(x2)) = d(x1,%2) = d(g(x1), 8(x2)) = d(y1,y2)-

Uma vez que g[M] é denso em M, M é completo e ¢ : g[M] — M é uma fungio uni-
formemente continua (por ser uma imersao isométrica), segue do Coroldrio 3.328| que existe
uma Unica fun¢do uniformemente continua ¢ : M — M que estende ¢p, ou seja, tal que

47 O L(Q/[IM] = 4)0.

Observe que como @g o ¢o : g[M] — g[M] & idgppy : g[M] — g[M], sendo g[M] denso em
M podemos concluir que ¢ o ¢ = idg; : M — M.

Como ¢o o @o : f[M] — f[M] éidsppy : f[M] — f[M], sendo f[M] denso em M podemos
concluir que ¢po ¢ = idy; : M — M.

Dados %,7 € M, como f[M] é denso em M, existem sequéncias (X;)nen € (Vu)nenw em M
tais que f(x,) = % e f(yn) = 7.

¢ continua
oy - _ oy . . T 51 .
A(p(x), 9(7)) = d(p(lim f(xn)), o(lim F(ya))) < d(lim @(f(xa)), lim p(f(ya))) =
@l fmj=%0 d continua poof=g
e : T t
= d(lim @o(f(xn)), lim @o(f(yx))) = lim d(@o(f(xn)), po(f(yn))) =
g imersdo isométrica f imersdo isométrica d continua

= lim d(g(x) g(y)) = lim (o ya) L lim d(f(x0), fl)) £

~ ~

= d(lim f(x), lim f(yn)) = d(x,7).

n—oo

Segue, assim, que ¢ é uma isometria.

Finalmente, note que, por construgdo, vale:

(Vx € M)(goo f(x) = g(x)),

e como @ [¢p)= ¢o, tem-se:

(Vx € M)(go f(x) = g(x)).
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]

Dois espagos homeomorfos podem ter completamentos ndo-homeomorfos. Assim, o inter-
valo ]0,27], cujo completamento é [0,27], é homeomorfo a S \ {(1,0)}, cujo completamento
é S!. Entretanto, S' e [0,271] ndo sio homeomorfos.

Entretanto, se dois espagos métricos (M, dpr) e (N,dy) sdo uniformemente homeomorfos,
seus respectivos completamentos ((M,dpy), f : (M,d) — (M,dy)) e (N, dy), f : (N,dy) —
(N,dy)) sdo uniformemente homeomorfos (Corolério 3.329).

Obtemos, assim, uma fungﬁo uniformemente continua:

goh:]\//\I%ﬁ

que é um homeomorfismo uniforme.
Para concluir este curso, vamos estudar a fungdo exponencial, f(x) = a*,em que a €]1, o|.

No Ensino Médio, geralmente ela é apresentada iniciando-se com a definigdo para expoen-
tes inteiros positivos. Introduzem-se, posteriormente, os expoentes da forma % e, finalmente,
os expoentes da forma %, comm € Zen € Z\ {0}.

Obtém-se, assim, uma funcao:
g: Q —
x +— a*
cujas propriedades bésicas j& conhecemos.

Para o caso em que 2 > 1, ¢ é uma fungdo estritamente crescente, pois que q = 7+ > 0,
temos a7 > 1 e a*™ = a* - a7 > a*. A fungdo g ndo é uniformemente continua em toda a reta
racional, mas serd uniformemente continua em qualquer semirreta | — co, k| N1 Q. Para provar
isto, vamos usar o seguinte:

Lema 3.335. Seja a > 1 um niimero real dado. Entdo para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que:

(teQ&(0<t<d)=(al—1<e)

Demonstragio. Pela Desigualdade de Bernoulli, para todo nimero natural n tem-se:

(1+¢&)" >1+mne
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-1
Como N é ilimitado em RR, existe n9(e) € IN tal que a

< np(e), e para este ng(e) tem-se:

1+np(e) -e>a,

e portanto:

(1+¢)™E >14ny(e)-e>a

(14¢)"®) > g,

e elevando os dois membros desta desigualdade a ——, obtemos:

no(e)
1
1+¢&>am0,
e portanto:
1
amn —1 < ¢
1 1
Basta tomarmos, portanto, § = —— e teremos que, se t € Q for tal que t < ——, vale:
no(e) no(e)
1
0<a < am®
e portanto:
1
O<a'—1<am® —1<e¢
Assim,

(Ve>0)(F6>0)(0<t<d=|a —1] <e)

]

1
€ Q (onde ny(e) € N é dado no lema
no(e)

anterior), que é tal que para g € Q tal que 0 < g < vale:

Assim, dado ¢ > 0, podemos tomar § =

al —1 < e.

Dado este ¢ > 0 acima, queremos determinar 6 > 0 tal que para quaisquer ntimeros
racionais q,7 € Q tais que q,7 < ke |g — r| < é tenhamos |27 —a"| < e.
Fazendo q = r + s, teremos:

r<k
<

At —a"=a"(a°—1) < d¥-(a°—1).
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Assim, dado ¢ > 0, basta escolhermos 6 > 0 de tal forma que 0 < s < ¢ implique

€
as—1 < —.
ak

Segue, portanto, que g [1_q i no:] — 0,k] N Q — R é uniformemente continua.

Para cada ntimero natural n € IN, seja:

x = g(x)

Como | —oo,n] N Q é denso em | — oo, n| e g, é uniformemente continua, pelo Teorema
3.327| cada g, pode ser estendida a uma tnica fun¢do uniformemente continua g, :] — oo, n] —
R.

| — o0, 1] SR
|—oo,n
l]ioo,n]ﬁQ n
| =eo,n]NQ

Note que se m < n, tem-se:

(vx €] = oo, m]) (Gn(x) = 8(x) = * = Gu I} oo (¥))

Definimos, portanto:

i Upenl —00,n] =R +— R
X = gn(x), se x €] — oo, n|

Note que ]7 é continua, uma vez que para qualquer xop € R existe n € N tal que xy €
| —oo,n] € g [|_con= gn, que é continua em xy (ndo estamos afirmando que f é uniforme-
mente continua).

Desta forma, para todo x € R definimos:

Exercicios sobre Completude

9.1 Verificar se as sequéncias abaixo, nos respectivos espacos métricos, sdo de Cauchy:

a. X, = HLH em (Q,d),em qued(x,y) = |y —x|;

b. x, = % em (]0,1],d),em que d é a métrica induzida da métrica usual sobre R;
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9.2

9.3
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9.5

9.6
9.7
9.8
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C Xy = Z—jr% em (R,d),em que d(x,y) = |y — x|;
d. x, = # em (R,d),em que d(x,y) = |y — x|;
n
e. X, = (1 + %) em (Q,d),em que d(x,y) = |y — x|;
Seja (V,+,-, || - ||) um R—espago vetorial normado. Mostrar que se (x;)neN € (Yn)neN

sdo sequéncias de Cauchy, entdo (x, + yn)nen € uma sequéncia de Cauchy e, para qual-
quer que seja & € R, (« - x,,),eN € uma sequéncia de Cauchy.

Mostrar que se (X)eN € (Yn)neN sd0 sequéncias de Cauchy em (R, d),em que d(x,y) =
ly — x|, entdo (x - Yn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (R, d).

Seja Y 1 a, uma série convergente de nimeros reais positivos. Mostrar que se uma
sequéncia de Cauchy (x,),cN em um espago métrico (M, d) é tal que:

(Vi € N)(d(xn, Xp41) < an)
entdo (x,),en € uma sequéncia de Cauchy.

Seja (R,d),em que d(x,y) = |y — x|. Pode-se afirmar que Z C R, com a métrica indu-
zida, é completo? Por qué?

Mostrar que todo espago métrico finito é completo.
Mostrar que todo espago métrico cuja métrica é a métrica zero-um é completo.

Seja (M, d) um espaco métrico no qual toda bola fechada é compacta. Mostrar que (M, d)
é completo. Dica: mostrar que o conjunto dos termos de uma sequéncia de Cauchy é
limitado e, portanto, estd contido em uma bola fechada.

Dar um exemplo de espago métrico completo, (M, d) e de uma fung¢do continua sobreje-
tora f : (M,d) — (N,d’") de modo que (N,d’) ndo seja completo. Sugestdo: considerar
sobre QQ as métricas usual e a zero-um.
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