GABARITO DA Lista 01 pE MAT 0111

Prof. Jean Cerqueira Berni*

“Eu vejo, eu esquego. Eu escrevo, eu lembro. Eu fago, eu aprendo.”

Observagao: Nesta lista assume-se, além dos conhecimentos obtidos nas aulas da semana
01, apenas o conhecimento obtido no ensino bésico das fun¢des seno, cosseno, logatitmo, po-
linomial e exponencial. Assume-se, também, que o aluno saiba resolver inequacdes.

(1) Sejam A = {a,b,c} e B={1,5,7,41}. Construa:

(a)

(b)

(©)

Uma relagdo R de A em B que seja total mas ndo seja univoca;

Solucdo: uma das possiveis solugdes é: Rq = {(a,1),(a,5),(b,7),(c,41)}, ou R1 =
{(a,1),(b,5),(b,7),(c,41)},ouR1 = {(a,1),(b,5),(c,7), (c,41) }, ou ainda qualquer
conjunto de pares ordenados em que todo elemento de A figure, no minimo uma vez
como primeira coordenada (a fim de a relagdo ser total) e pelo menos um ele-
mento de A figure mais de uma vez como primeira coordenada (para a relagdo
nao ser univoca).

Uma relagdo R, de B em A que seja total mas ndo seja univoca;

Solugdo: uma das possiveis solugdes é: Ry = {(1,4a),(1,b),(5,a),(7,a),(41,b)}, ou
Ra ={(1,a),(5),(7,a),(7,¢),(41,0)},0u Ry = {(1,¢), (5b), (7,), (41,a), (41,D)},
ou ainda qualquer conjunto de pares ordenados em que todo elemento de B fi-
gure, no minimo uma vez como primeira coordenada (a fim de a relagdo ser total)
e pelo menos um elemento de B figure mais de uma vez como primeira coordenada
(para a relagdo ndo ser univoca).

Uma relagdo R3 de A em B que seja univoca mas nao seja total;

Solugdo: uma das possiveis solugdes é: R3 = {(1,4),(c,7)},ouR3 = {(4,5),(c,1)},
ouR3 = {(b,1)}, ou ainda qualquer conjunto de pares ordenados em que pelo menos
_um elemento de A ndo figure como primeira coordenada (a fim de a relagdo ndo
ser total) e todo elemento de A corresponda a no maximo um elemento de B (para
a relacdo ser univoca).
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(d) Uma relagdo R4 de A em A que seja univoca e total.

Solucdo: uma das possiveis solugdes é: Ry = {(a,4a), (b,b), (c,c)},ouRy = {(a,b), (b,¢c),(c,a)},
ou Ry = {(a,c),(b,a),(c,a)}, ou ainda qualquer conjunto de pares ordenados em

que todo elemento de A apareca uma tnica vez como primeira coordenada, cada

um deles correspondendo a um tnico elemento de A.

(2) Considere os conjuntos:
A={-5-4,-3,-2,-1,01,2,3,4,5} e B=1{0,1,4,9,16,25,36}.
Descreva explicitamente as relag¢des:

(i) R de A em B dada por:{(a,b)|b = a?}.

Solucao:

R = {(0,0), (~5,25), (5,25), (—4,16), (4,16), (—3,9), (3,9), (—2,4), (2,4), (—1,1), (1,1)}

(ii) S de B em A dada por {(b,a)|b = a®}.

Soluc¢ao:

S ={(0,0),(1,1),(1,-1),(4,2),(4,-2),(9,-3),(9,3), (16, —4), (16,4), (25, -5), (25,5) }

Decida se R ou S é funcéo e justifique sua resposta.

Solugao:
R ={(0,0),(-5,25),(5,25),(—4,16),(4,16),(—3,9),(3,9),(—2,4),(2,4),(—1,1),(1,1)}

é funcdo, uma vez que é univoca (cada elemento de A aparece no maximo uma vez
como primeira coordenada) e total (todo elemento de A aparece associado a, no minimo
um elemento de B). Todavia,

S =1{(0,0),(1,1),(1,-1),(4,2),(4,-2),(9,-3),(9,3), (16, —4), (16,4), (25, —5), (25,5) }

ndo é funcdo por ndo ser uma relagdo univoca: por exemplo, temos dois pares ordenados
distintos com as primeiras coordenadas iguais, (4,2), (4, —2).

(3) Escreva o conjunto de pares ordenados que cada diagrama representa, explicite o domi-
nio, o contradominio e conjunto imagem de cada relagdo e, em seguida, classifique as
relagdes quanto a cada um dos seguintes atributos: univocidade, totalidade, injetividade,
sobrejetividade e bijetividade.
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R = {1,-1,(1,1),4-2),42} @32 @), 0y),Cx)}  Nao-
Nao-univoca, total, ndo injetora, so- univoca, total, sobrejetora e injetora;
brejetora.
‘ . S = Q\Q T =
,(1,y)}. Univoca, total, injetora (0,)}. Univoca, total, injetora
e nao sobre]etora e sobre]etora

(4) Considere o diagrama a seguir:

(a) Escreva o conjunto de pares ordenados que o diagrama representa;

Solugao:

F ={(x1,y3), (x2,92), (x3,91), (x4, y3) }-

(b) Determine se o diagrama representa uma fungdo. Em caso positivo, responda se é
injetora e/ou sobrejetora, e em caso negativo, justifique;

Solucdo:Como no diagrama todo elemento de A figura exatamente uma vez como
primeiro elemento de um par ordenado de F, segue que F é fungdo. A funcado, no
entanto, ndo é injetora, uma vez que embora x; # x4, tem-se (x1,y3), (x4,y3) € F,
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e ndo é sobrejetora porque existe um elemento do contradominio (a saber, y4) que
ndo é oriundo de nenhum elemento de F.

(c) Determinar a pré-imagem, pela relacdo F, dos seguintes conjuntos:

(c1) {y1,y3} (c2) {va} (c3) {v2,¥3,Ya}
(ca) {y2} (cs) {y1,y2} (c6) B

Solugdo: F'[{y1,y3}] = {x1,x3, x4}, F [{ya}] = &, F'{yays,ya}] = {x1,%2, 1},
F{y2}] = {x2}, F {y1,y2}] = {x2,x3} e F'[B] = A.

(5) Determinar o dominio e o contradominio de cada uma das fungdes a seguir:

242 C =lo 1

(@) q(x) = . +J;);Ex—2); (c) £(x) = log(x+1) (e) n(x) = prs
sin(x)
® )=V A+ () mx) =log(sin() O PO =0y

(x # —1D&(x #2)},dom({) = {x e R | -1 < «x},

Solugdo: dom (q) = {x € R | )
ER|(x<-2)V(2<x)}

dom (n) =R, dom (r) = {x

dom (m) = U In-mmn-1)-7[|U U In-mn+1)- 7
nezZx ne{0}UN
n impar n par

edom(p) ={xeR|(0<x<1)V(l<x)}. Ocontradominio de todas as fungdes é
R.

(6) Em cada caso abaixo, explicitar dominio, contradominio, conjunto-imagem e classificar,
usando os critérios gréficos, as seguintes fun¢des quanto a sua injetividade, sobrejetivi-
dade e/ou bijetividade:

(i)



(iii)
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Solugdo: bijetora: toda reta horizontal de equagdo y = yo, com yy € cod (g)
[—1,1] intercepta o gréafico de ¢ em exatamente em um ponto.

(ii)
h: R\{0} — R
1

x =
X
v,
' Gcf]
.l raf (h)
1Ak
1 2 7F
_1*
\2Ak

Solucdo: injetora mas ndo sobrejetora: toda reta vertical de equagdo x = xp, com
xo € dom (h) = R\ {0} intercepta o gréfico de i em exatamente em um ponto.
No entanto, a reta horizontal de equagdo y = 1y nado intercepta o grafico de h em

nenhum ponto, o que significa que, embora 0 esteja no contradominio, 0 ndo esté
na imagem de h.

f: [0,0] = Ryt
X = x2+1



1 Graf (f)

=

Rl
=

-2 -1 1

Solugio: injetora, pois toda reta vertical de equagdo x = xp, com xy € dom (f) = [0, 00|
intercepta o grafico de f em exatamente em um ponto. Nao é sobrejetora pois, por
exemplo, ainda que % € R4, a reta horizontal de equagdo y = % ndo intercepta o grafico
de f em nenhum ponto.

(iv)

Solugdo: bijetora: toda reta horizontal de equagdo
¥ = Yo, com Yy € cod () = R intercepta o gréfico de ¢/ em exatamente em um ponto.

(7) Determinar, quando possivel, as composi¢des g o f e f o ¢ nos seguintes casos:

(a)
f: R - R g: R — R
x = x+1 x = x?+x+1
Solugdo: Como cod (f) = dom (g), existe go f, e como cod (§) = dom (f), também
existe f o ¢g. Quanto as leis, temos:



(fog)(x)=f(g(x)) =f(X*+x+1)=(+x+1)+1=x>+x+2

(gof)(x):g(f(x)):g(x+1):(x+1)2+(x+1)+1:x2+3x+3

(b)

Solugdo: Como cod (f) = dom (g), existe g o f, e como cod (¢) = dom (f), também
existe f o ¢g. Quanto as leis, temos:

(fog)(x) = f(g(x)) = f(2x+1) = 2(2x + 1) +1 = dx +3

(gof)(x) =g(f(x)) =g(2x+1) =2(2x +1) +1 =4x+3

© R R
f: — R

x+3 sex<3 g§g: R —

X x = 2x—7
x—4,sex >3

Solugdo: Como cod (f) = dom (g), existe ¢ o f, e como cod (¢) = dom (f), também

existe f o g. Quanto as leis, temos:

_ _ fe(x)+3,seg(x) <3  [(2x—7)+3, se2x—7 <3
(fog)(x) =f(g(x)) = {g(x) —4,seg(x) >3 {(2x—7) 4 se2x—7>3

2x —4,se x <5
2x — 11, se x > 5

_ _ Jg(x+3),sex<3  J2(x+3)—-7,sex<3
(gof)(x)—g(f(x))—{g(x_4)’sex>3 ‘{z(x—4>_7,sex>3 _
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_J2x—1,sex<3
N 2x — 15, sex >3

(8) Considere a funcgéo:
F(x) = esin(log(xz—l))

O dominio de F deve ser o maior subconjunto dom (F) de R tal que, dado x € (F)
seja possivel calcularmos esin(log(x’~1)) " Gabe-se que o dominio da fungédo logaritmica é o

conjunto de todos os ntimeros reais positivos, de modo que para calcularmos log(x? — 1)
devemos garantir que x> — 1 > 0, ou seja, que x < —1 ou que x > 1. Néao ha restricdes
para o calculo do seno e da fungdo exponencial, de modo que:

dom (F)={xeR|(x<-1)V(1<x)} =] —o00,—1[U]1,00[

Podemos “decompor” F como a seguinte composigao:

| — o0, —1[U]L,00] 2 [2,00[ — [log(2),00] - (—1,1] 7, R
x — x2+1 — log(x24+1) — sin(log(x2+1)) s esin(log(x+1))

ou seja,

F=fogohom,

onde f(w) = €%, g(z) = sin(z),h(y) = log(y) e m(x) = x>+ 1. Nos itens a seguir,
encontre o dominio de F e “decomponha” de modo analogo ao efetuado acima:

(a) F(x) = sin (%3) (b) F(x) =sin(2- lo3g<x 1))

(c) F(x) = 1 (@) Fx) = 2sin(4x) cos(4x)
log(x3 —2) .

(e) P(x) — esin(log(2x)) (f) F(x) = log (m)

e Solugdo: (a) f(w) = sin(w), w € R\ {0}, g(z) = i,z € R\ {0}, h(x) =x—3,x € R\ {3}
R\ {3} % R\{o} & R\{0} & R
2

X = xXx—3 = Hsini
x—3 x—3




e Solugdo: (b) f(w) = sin(w),w € R, g(z) = 2z,z € R, h(x) = log(x),x € R ,m(x) =
x—1,x €]1,00]

Leof ™ RL % R % R /, R
x = x—1 — log(x—1) — 2-log(x—1) — sin(2-log(x—1))

e Solucgdo: (c) h(z) = 2% — 3,z €]V/2,v/3[U]V/3,00[, g(y) = log(y),y € R%\ {1}, f(x) =
1/x,x € R\ {0}

V2, VBl & RN S RV} 5 R

X = x>=2 = log(x*—2) — log(x+—2)
e Solugdo: (d) h(z) =4z,z€ R\ {n-§ |necZ}, g(y) =2-sin(y) - cos(y),y € R \ {1},
f(x) =3/2x,x € R\ {0}

R\{n Z|lnez} % R\{n-Z|nez} & R\ {0} J, R
|_>

X — 4x = 2. (sin(4x) ’ COS(4X)) 2»(Sin(4x§-cos(4x))

e Solugdo: (e) f(w) = ¥, w € R, g(z) = sin(z),z € R, h(y) = log(y),x € R, m(x) =
2x,x € RY

R, % Ry &5 RS R LR
x = 2x + log(2x) + sin(log(2x)) + esin(log(2x))
e Solugdo: (f) f(w) = e¥,w € R, g(z) = sin(z),z € R, h(y) = log(y),x € R ,m(x) =
2x,x € RY
| —o0,—V2[UlV2,00] & Ry A RES R

1 1
2
= x2=2 = ——— = log|—5—
g * x2—2 Og(x2—2>



