Resolucao da Lista 10 de MAT0121

Gabriel Sallouti Allegrini

Questao 1

(a) Para obter a diferencial, precisamos das derivadas parciais no ponto (1, 1):

of _dy g of _
of d, o, 9 of
ay(x,y) dy(fc +y) =2y = 8y(’ )
Assim, podemos obter a diferencial substituindo esses valores em:
0 0
df (o, yo) = a—i(%,yo) -dx + 8—];(%,%) ~dy

Logo, obtemos:
df(1,1) =2-dx +2 - dy

(b) Para obter a diferencial, precisamos das derivadas parciais no ponto (0,0):

9 (0,9) = a-cos(y) = costy) = 20,0 =1
P (a.y) = - cosly) = —wsinfy) = £2(0.0) =0

Assim, podemos obter a diferencial substituindo esses valores em:

0 0
dg(xo,yo) = a_i(fb’o;yo) dx + a—z(%?yo) - dy

Logo, obtemos:

dg(0,0) =1-dx

(c) Para obter a diferencial, precisamos das derivadas parciais no ponto (2,5):

L oh . .
) = (P 4y =20 S S1(2,5) =4



Assim, podemos obter a diferencial substituindo esses valores em:

oh oh
dh(xo, yo) = %(%7%) ~dx + a—y(l“o,yo) - dy

Logo, obtemos:
dh(2,5) =4-dx+75-dy

Questao 2

Definindo a fungao v(r, h) como a fun¢ao que calcula o volume de uma caixa cilindrica

com base no raio (r) e na altura (h), temos:
v(r,h) =7r*-h

Para obter a diferencial, precisamos das derivadas parciais no ponto (3, 8):

ov d, ov
- E———— . — . - =4
5 (r,h) = (rr®-h) =27r-h = 5 (3,8) = 487
%(r, h) = a%(m‘2 h) =7r? = %(3,8) =97
Logo, obtemos:
dv(3,8) = 48w - dr 4+ 97 - dh
Assim, através do Teorema do Incremento e considerando que valores Ar = Ah =

40, 05m sao consideravelmente pequenos, podemos fazer a seguinte aproximacao:
Av(zo, yo)(Az, Ay) = dv(zo, yo)(Az, Ay)
Assim, o erro maximo cometido no céalculo do volume é:

dv(zo, yo)(Az, Ay) = 487 - 0,05 + 97 - 0,05 ~ 8, 95m>

Questao 3

(a) Para isso precisamos calcular as derivadas parciais de f(x,y):

g_:];(xyy) = %@in(:ﬁ 1Y) = cos(z-y) -y
oo = (i) = cos(a ) -



Temos que tanto f(z,y) como suas derivadas parciais de primeira ordem estao
definidas para qualquer ponto de R2. Além disso, temos que as suas derivadas
parciais sao continuas em todo R2, uma vez que sao os produtos de funcoes polino-
miais por fungoes trigonométricas (ambas obrigatoriamente continuas). Assim, pelo

Teorema 37 da Agenda 7, temos que a funcio é diferencidvel em todo R? também.

(b) Para isso precisamos calcular as derivadas parciais de f(z,y):

of _ 9 eyy _ oy of = 2¢10
%(x7y)_d$<€ )—6 Yy = ax<572>_2e
of _ Aoy _ oy 8_f = 5el0
ay(:zc,y)—dy(e )=e T = 8y(5,2)—56

Temos que tanto f(z,y) como suas derivadas parciais de primeira ordem estao
definidas em todo R2?. Agora, podemos calcular os limites das derivadas parciais

quanto tendem a (5,2), de modo a descobrir se sdo continuas nesse ponto:

lim —~(z,y)= lim " .y =2e"
(z,y)—(5,2) al’( y) (z,y)—(5,2) y

0
im —f(x, y)= lim €"¥.x=5e"
(z:y)=(5.2) Oy (@)= (5.2)

Assim, uma vez que as derivadas parciais sao continuas nesse ponto, temos pelo

Teorema 37 da Agenda 7 que a fungao f(x,y) é diferencidvel em (5, 2)

(c) Novamente, pelo Teorema 37 da Agenda 7 podemos garantir que essa funcao é difer-
enciavel em um ponto (g, yo) € int. (U). Isso uma vez que o enunciado garante que

a fungao ¢ de classe C*(U;R), ou seja, suas derivadas parciais sao continuas.

Questao 4
. L . of
Para obtermos a pseudo-linearizagdo de f(x,y), precisamos calcular f(3,2), 8_(3’2) e
x
of

0 (3,2). Essa linearizagao obrigatoriamente existe, o que pode ser visto pelo Corolario 29
Y
da Agenda 7. Uma vez que a fungao é polinomial, temos que ela é diferenciavel, logo, as

derivadas parciais existem e consequentemente também existe uma pseudo-linearizagao.

1
f(3,2):32—3-2+§22—3:2



Questao

Agora, basta calcular a linearizacao substituindo os valores em:
of of
L(z,y) = f(zo,y0) + %(IEO,?JO) (T — x0) + 8_3/(%’ Yo) - (¥ — o)

L(l’,y) :2+4(£L'—3)—1(y—2) = L(a:,y) :4$—y—8
Agora, para obtermos o erro maximo da lineariza¢ao dentro do retangulo dado, precisamos
calcular as derivadas parciais de ordem dois da fungao f(z,y) e encontrar um majorante
simultaneo para o modulo dessas derivadas:
0% f
Ox?

0% f
a—QQ(fU,y) =1

(z,y) =2

o0 f
0xdy

Assim, temos que o majorante é M = 2, agora basta calcular o erro maximo para um

(33, y) = -1

ponto (x,y) dentro do retangulo:

M
erro < 5 (|z — mo| + |y — wol)?> = erro < (Jlo — 3| + |y — 2|)?

5
Para obtermos a pseudo-linearizagao de f(x,y), precisamos calcular f(0,7/2), %(0, w/2)
of
e a—y(O,ﬂ/Q).
f(0,7/2) =€ - cos(m/2) =0
af _ e af _
8_x(xvy) =e€ COS(y) = 8_ZE(077T/2) =0
Of (o) = —% -5 of _
gy Ty = e esin(y) = 5 0(0,m/2) = —1

Agora, basta calcular a linearizacao substituindo os valores em:
of of
L(z,y) = f(xo,90) + %(xﬁay()) (7 —x0) + a—y(xoayo) (Y — W)

Lz,y)=0+0-(z—0)—1-(y—7/2) = L(z,y)=—-y+7/2

Agora, para obtermos o erro maximo da linearizacao dentro do retangulo dado, precisamos
calcular as derivadas parciais de ordem dois da fungao f(z,y) e encontrar um majorante
simultaneo para o moédulo dessas derivadas:

o0 f 0 f

@(x,y) =e" - cos(y) = @(O,Wﬂ) =0



giyé(x,y) = —e” - cos(y) = %(O,ﬂ'/?) =0

82 2
axgy@,w = ¢ sin(y) = a@,g (0.7/2) =

Assim, temos que o majorante é M = 1, agora basta calcular o erro maximo para um

ponto (z,y) dentro do retangulo:

(el + |y —m/2))*

l\DI»—t

M 2
err0<— (|lx — x| + |y — yo|)* = erro

Questao 6

Temos que a func¢ao que calcula o determinante dessa matriz é f(a,b,¢,d) =a-d—"b-c
Assim, para sabermos a sensibilidade (médulo da derivada parcial) em relacdo a cada

variavel, precisamos calcular todas as derivadas parciais de primeira ordem dessa funcao:
2 a
! \ =[ =
| | ==

1= o

Assim, sabendo que |a| é muito maior que |bl,|c| e |d|, a fungao é mais sensivel em relagao

a variavel d, cuja sensibilidade vale |a].

Questao 7

(a) Para calcular as derivadas parciais de f(x,y), precisamos usar a defini¢ao formal de
derivada parcial:

Az - 0 0
Oz s 00 = A Az = A Az 0
0- Ay?
OF 0 oy - LOAD —FO0) o TEAE "
oy Ay—o Ay T Ay>0 Ay B



(b) Temos que a composigao das fungoes resulta em:

fog: R — R
ab?
— -t t£0
(Fog)t) = {@+w %7
0, set=0

Note que agora temos uma func¢ao de apenas uma variavel (t), de modo que a difer-

enciabilidade em ¢ = 0 é equivalente a derivabilidade em ¢t = 0. Mas, como a funcao
ab?

2 112
a’+b
ainda temos que essa funcao é linear em relacao a t, temos que a funcao é derivavel

pode ser perfeitamente descrita por (f o g)(t) = - t, mesmo quando t = 0, e

em ¢t = 0 e seu valor é:
d ab? ab?
W=t =
(Fog)(t) dt<a2+b2 ) a® + b2

ab?

Assim, obtemos (f o g)'(t) = — T2
a

# 0 para todo t € R

(c) Temos que o gradiente de f(z,y) é:

V£(0,0) = (%(0,0), 2—5(0,0)) = (0,0)

Desse modo, temos que V£(0,0) - ¢’(0) = 0, uma vez que V f(0,0) = (0,0)

Questao 8

Para resolver esse exercicio, podemos tomar a Proposicao 6 da Agenda 8 e expandir a

definigao para um funcao f(z,y, z), de modo que podemos calcular as derivadas parciais
de F(u,v) a partir de:

oF _of ox of oy af 0z
%<U,U) - ox (I7y, Z) 8U(U7v) + 8y (I,y,Z) au<u7v) + Oz (ZL’,y,Z) ou (U,U)
oF of or af % of 0z

%(U,U) = %(x,y,Z) ' %(U,U) + a_y(x7y7 Z) : 82}<u,v) + %(ZE,:%Z) : %(U,U)

No caso de u = v =1, temos z = y = z = 0, de modo que basta substituir os valores:

g—i(u,v):2-1+0+022
OF
av(u,v) (=1)+0+0



Questao 9

Para a resolucao dos itens desse exercicio, sera utilizado o Teorema 1 da Agenda 8, que

diz que:

dx of

G o)) = S n(t0).ytto)) - G t0) + 5 alto). wlte) -

o (to)

z’(l):%(&—l))-fg—f(l)—kg‘f(i’) ~1)- Cji(l):2-(6-1)+4-(1—4-1):0

Y1) = 5 0.2) - G0+ 2 0.2 W) = -1 @) +3- (1) =2

(1) = gf(1 3)) - CZ(U*Z_J;(L?’) 2?(1):4-(2-1)-3-(4):-4

Questao 10

Para resolver esse exercicio, podemos tomar a Proposi¢ao 6 da Agenda 8 e expandir a
definigao para um fungao f(x,y, z), de modo que podemos calcular a derivada parcial de
F(u,v,w) em rela¢do a v a partir de:

oF, of o f
%(U,’U} - ax(xa?%z) av(uav)+ 6y(xvya Z) )

Substituindo pelos valores do exercicio:

OF

%(u,v) =21 (u*) +2y-(20) —1-(0) = 2 (zu® + 2yv)

Questao 11

Para resolver esse exercicio, basta utilizar o Teorema 1 da Agenda 8 com ¢t = 0, x(0) = 1,
y(0) = —1,2(0) =1 e y/'(0) =2

dg dz dg

5L GO+ 51—

dy

F'(0) = 7

—(0) ="t 14+t 2=1+2=3



