Resolucao da Lista 11 de MAT0121

Gabriel Sallouti Allegrini

Questao 1

Da definicao 23 da agenda 8, temos que a equagao do plano tangente em um ponto
(70, Yo, 20) €
vf(man[))ZO) ) (5[7 — 20, Y — Yo, 2 — ZO) =0

Além disso a reta normal ao plano tangente em (g, yo, 20) é dada por:
(:L‘7y’ Z) = ('T(); Yo, ZO) + A vf(mOa Yo, ZO) ) AeR

Assim, para obtermos as equacoes do plano tangente e da reta normal, precisamos calcular

V f(xo, Yo, 20) € substituir nas equagoes.

(a) Tomando f(z,y,z) como a equagao da superficie de nivel, ou seja, f(z,y,2) =

22 +y? + 22, temos que:

0 0 0
V.09 = (Gt o) G 0 ) ) = 20229

Vf(1,1,1)=(2,2,2)

Substituindo na férmula do plano tangente, obtemos a seguinte equagao do plano:
(2,2,2)- (z—1,y—1,2—1)=0 = 2x+2y+22—-6=0 = z=3—-x—y
Substituindo na férmula da reta normal, obtemos a seguinte equacgao de reta:

(x,y,2)=(1,1,1)+ A-(2,2,2) , AeR

(b) Tomando f(z,y,z) como a equacao da superficie de nivel, ou seja, f(z,y,z) =

% + y? — 22, temos que:

0 0 0
VHe2) = (a2 o), S o)) = (202029

V£(3,5,—4) = (6,10,8)
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Questao 2

(a)

Substituindo na férmula do plano tangente, obtemos a seguinte equagao do plano:

(6,10,8) - (x —3,y —5,z+4)=0 = 6(x—3)+10(y—5)+8(z+4)=0 =

—3r — by + 18
z =
4
Substituindo na férmula da reta normal, obtemos a seguinte equacao de reta:

=

(x,y,2) = (3,5,—4) + X- (6,10,8) , AeR

Tomando f(z,y,z) como a equagao da superficie de nivel, ou seja, f(x,y) = cos(w -

r) — 2%y + ¥ + yz, temos que:

0 0 0
Vi) = (Gt G2 L)) =

(cos(m-z) — 2’y + e +yz, z—2°, "z +y)
Vf(0,1,2) = (4,2,1)
Substituindo na férmula do plano tangente, obtemos a seguinte equacgao do plano:
(4,2,1)- (z—=0,y—1,2—-2)=0 = 4(z—0)+2(y—1)+1(z—2)=0 =
= z=4—-4x -2y
Substituindo na férmula da reta normal, obtemos a seguinte equagao de reta:

(x,y,2) =(0,1,2) + A- (4,2,1) , AeR

Do Teorema 29 da agenda 8, temos que o maximo crescimento da fungao f(zo,yo)

ocorre no sentido e dire¢ao do vetor V f(xq, yo).

Vi) = (Fte) ) =

Vf(l,1)=(1,1)

Assim, a diregao na qual a funcdo f(x,y) cresce mais rapidamente no ponto (1,1) é
dada pelo vetor (1,1)



Questao 3

(b)

Ja no que diz respeito ao decrescimento, temos que a direcao e sentido onde a funcao

decresce mais rapidamente sao os do vetor —V f(xg, yo).
-Vf(1,1)=—(1,1) = (-1,-1)

Assim, a dire¢do na qual a fungao f(z,y) decresce mais rapidamente no ponto (1, 1)
é dada pelo vetor (—1,—1)

Pelo Teorema 27 da Agenda 8, temos que quando a fungao é diferencidvel, a derivada

direcional é dada por:
0
ai(xoayo) V f(xo,yo) - [

-

Nessa questao temos uma funcao diferenciavel, uma vez que a funcao é polinomial.

=

Logo, podemos aplicar essa equagao e substituir —f(a;o,yo) por 0, uma vez que
U

buscamos as dire¢oes com varia¢ao nula no ponto (zg, o) = (1, 1):

0= Vi) o 0= -2 L gmpiw = w0
||| Vo2 +w?

Assim, as diregoes na qual a funcéo f(z,y) tem variagdo nula no ponto (1,1) séo
dadas pelos vetores (v, —v) , v € Re v # 0.

Do Teorema 5 da Agenda 9, podemos utilizar a Férmula de Taylor de ordem 2 (quadréatica)
em f(x,y) = cos(z) - cos(y) em (0,0):

f(u7 U) = f(Ov 0)+_

of of O*f O’ f

ox

Assim, precisamos calcular as derivadas parciais de primeira e segunda ordem de f(z,y)
no ponto (0,0) e também f(0,0).

£(0,0) = cos(0) - cos(0) =1

g—i(x, y) = —sin (z) cos (y) = ?(0, 0) = —sin (0) cos (0) =0
%(w,y) = —cos(x)sin(y) = gjyc(o 0) = —cos(0)sin(0) =0
%(9@9) = —cos(z) - cos(y) = ng;(O 0) = —cos(0) - cos(0) = —1
Oiafy (x,y) = sin (z)sin (y) = aiéfy(() 0) = sin (0)sin (0) =0

82f 82]1‘

a—yQ(x,y) = —cos(x)cos(y) = 3y —=(0,0) = —cos (0) cos (0) = —1

1 (0%f
(0’0)'“+a_y(0’0)'”+§'(@(0’0)'“2+2'axaym’m +W(O 0) - v )



Substituindo, obtemos a seguinte aproximacgao quadratica:

1 2 _ 2
f(u,v):1+§-(—u —v?)

O erro cometido na aproximacao é dado por:

o3 o3 o3 o3
T(z0,y0) (Us V) = (0 ];(tgu tov)u® + 38 2gy (tou, tov)uv + 3T0fy2(tou, tov)uv? + 8—;;(tou, tov)v?’)

para algum ¢y €]0, 1[. Observando que todas as derivadas de ordem 3 nao assumem valor
absoluto maior do que 1, por ser produto de senos e cossenos, podemos majorar o erro
por:

70,0 (u, v)] < (IUI3+3IUI o] + 3Jul[v]* + [v])

Assim, para |z| < 0.1 e |y| <0.1, tem—se que O erTo na aproximacao é:

1
< (0.1 +3-0.1>+3-0.1% +-0.1%) < 0.00134

|7"(0,0) (Ua U)| =5

Questao 4

Do Teorema 5 da Agenda 9, podemos utilizar a Férmula de Taylor de ordem 2 (quadratica)
em f(x,y) =e€"-sin(y) em (0,0):

of
ox

(0,0) - u+ %(0 0)-v

f(uvv):f(()?O)_'_ Iy

1 a2f (‘)Qf 2f
+§ (8 +-5(0,0) - u? 42 81:8@/(0’0) +W(O 0)-v ) + 70,0 (1, V)

Assim, precisamos calcular as derivadas parciais de primeira e segunda ordem de f(z,y)
no ponto (0,0) e também f(0,0).

£(0,0) =¢€°-sin(0) =0

)= e sin(y) = g—f<o,o>—e°-sm<o>—o

e =) = T0.0 = o0 =1

gié(x y) = ¢ -sinfy) = giﬁ(o 0) = ¢ - sin(0) = 0
L )= reot) = afgym 0) = ¢ cos(0) = 1
L) = —esin() = SL0.0)=~Msin(0) =0

Substituindo, obtemos a seguinte aproximacao quadratica:
flu,v) ~v+uv=v-(u+1)
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Questao

O erro cometido na aproximacgao é dado por:

1 <83f

Pf Pf Pf
iroJ 3
6 \ Ox3 (tou, tov)u” + 38x28y Oxdy? oy

para algum ty €]0, 1[. Calculando as derivadas parciais de terceira ordem e substituindo

T(»”Uo,yo)(uv U) =

na equacao, obtemos:
1
7(0,0)(u,v) = E(et““ sin(tov)u® 4 3e™ cos(tov)uv — 3e% sin(tov)uv® — €% cos(tyv)v?)

Podemos colocar €“ em evidéncia, aplicar a desigualdade triangular e, uma vez que seno

e cosseno nao assumem valor maior que 1, podemos majorar o erro por:

tou
7(0,0)(u, v) = (sin(tov)u® 4 3 cos(tov)u?v — 3sin(tov)uv? — cos(tov)v®)
el 3 2 . 2 3
70,0y (1, v)| < 5 (| sin(tov)u’| + |3 cos(tov)u“v| + | — 3sin(tov)uv®| + | — cos(tev)v°|)

tou

6

™

70.0) (1 0)] < ——(Ju?| + [Buv| + | = Buv?| + [ — o))

etou
Ir0.0)(u,v)| < ?(IUI3 + 3lul*[v] + 3Jul[v]* + |v])
No entanto, essa funcao ainda depende de ¢y, mas, como to €]0, 1] e a fungao e” é crescente,

podemos majorar o erro substituindo ¢, por 1:
e’LL
0w )] < < (Jul* + 3[ul*lo| + 3Jullo* + [v]*)

Sabemos que para |z| < 0.1, —0.1 < z < 0.1, de modo que a funcao €*, uma vez que é
crescente, tem valor méximo %! para o conjunto de pontos onde |z| < 0.1.

Assim, para |z| < 0.1 e |y| < 0.1, tem-se que o erro na aproximagao é:

60'1

I70,0) (1, v)| < 7(|0.1|3 + 3]0.1/0.1| + 3/0.1]]0.1]* + |0.1]*) < 0.00134

5

Primeiramente buscaremos os pontos criticos da funcao e analisaremos aqueles que se

encontram no interior da regiao D, definida pelo enunciado.

L (a,9) =2 - 2)y

)
a—£<x,y) =2y +a® —4r+5

Igualando as duas equacoes a 0 e resolvendo o sistema, descobrimos que o tnico ponto

critico dessa fungao é (2, —=), o qual nao estd contido na regiao D. Desse modo, esse

ol

(tou, tov)uv + 3——— (tou, tov)uv® + —=(tou, tov)v3>



Questao

ponto nao ¢é candidato a maximo ou minimo global da funcao.

Agora, precisamos avaliar a fronteira da regiao D. Esta fronteira é composta por trés
retas:
Dy ={(0,y) eR* |0 <y <4}

Dy ={(z,0) e R* |0 <z < 4}
Dy={(z,4—2)eR*|0<z <4}

De modo que 0D = D; U Dy U Ds.

fioy) = y* + 5y

Em Dy, f assume um valor méximo em (0,4), com f(0,4) = 36, e um valor minimo em
(0,0), com f(0,0) =0.
fips) =0

Em D,, f é sempre igual a 0, independente do ponto dessa reta analisada.
fioyy =y* + 5y
Em Dj, f assume um valor méximo em (0,4), com f(0,4) = 36, e um valor minimo em

(4,0), com f(4,0) = 0.

Desse modo, obtemos que o maximo global da funcao ¢ igual a 36 e o minimo global da

funcao ¢ 0.

6

Temos que a funcao esta definida para uma circunferéncia de raio 1 com centro na origem
e seu interior, ou seja:
20,2, .2
D={(z,y) e R" | 2" +y" <1}

No entanto, podemos descrever esse dominio com coordenadas polares:

D={(r,0) eR*|r <1}

Para encontrar a maior e menor temperatura, vamos primeiro buscar os pontos criticos

da funcao T'(x,y):

oT

%($7y> = 64 (62 — 2y)
oT
—_— =064 2—2
3y (z,y) = 64 (6y + )



Igualando as duas equacoes a 0 e resolvendo o sistema, descobrimos que o 1nico ponto

3
critico dessa funcao é (—g, —§>, o qual esta contido na regiao D. Desse modo, esse
ponto é candidato a méaximo ou minimo global da fungao.

1 3
T(—=,—2) = 296
( 87 8)

Agora, precisamos avaliar a fronteira da regiao D. Esta fronteira é bem descrita nas

coordenadas polares, de modo que:
oD ={(r,0) e R? | r =1}
Assim, a funcao nessa fronteira é tal que:
T(1,0) = 64(—sin(20) + 2sin(f) + &)

O méximo da fungado acima ocorre em (1, ?ﬂ), de modo que f(1, ?ﬂ) ~ 678.28. Ja o

4
minimo da func¢do acima ocorre em (1, g), de modo que f(1, %) ~ 345.72.

Desse modo, obtemos que o maximo global da fungao ¢ igual a aproximadamente 678.28

e o minimo global da funcao é 296.

Questao 7

D

(a) Primeiramente, precisamos descobrir os pontos criticos, logo, temos que resolver o

sistema que contém as duas equacgoes abaixo:

%(m,y)zo = 4y’ —dyr —1=0
g—;(a:,y):() = 8xy—22°=0

Assim, obtemos dois pontos criticos: (O, %) , (0, —%)

Agora, precisamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem da funcao e

montar a matriz Hessiana.
o*f
8{23'2 ([E, y) = _4y

O f
_— — — 4
g0 (z,y) =8y —4x

o*f
_— = — 4
900y (z,y) =8y —4x



0% f

a—y2(fl?7 y) =8z
-4y 8y —4x
H x,y) =
(N <8y o )
2
Agora, devemos ver o sinal de —=(x,y) em cada ponto critico e também calcular o

0x?

determinante da matriz Hessiana.

Para o ponto (0, %), obtemos det(H) = —16 < 0. Logo, pelo critério da segunda

derivada, (0, %) ¢ um ponto de sela.

Para o ponto (O, —%), obtemos det(H) = —16 < 0. Logo, pelo critério da segunda
derivada, (O, —1

2) é um ponto de sela.

Primeiramente, precisamos descobrir os pontos criticos, logo, temos que resolver o

sistema que contém as duas equagoes abaixo:

0
a—i(m, y)=0 = sin(y) =0
%(x,y) =0 = xcos(y)=0

Assim, obtemos o seguinte conjunto de pontos criticos: (0, mm)|m € Z
Agora, precisamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem da funcao e

montar a matriz Hessiana.

82
a—;;(fr, y) =0
82
o E2) = cos ()
82
pe gy (z,y) = cos (y)
O f

a—yQ(w,y) =z -sin (y)

%(f)(x,y>—< 0 cosly )

cos(y) = -sin(y)

2
Agora, devemos ver o sinal de m(:c,y) nos pontos criticos e também calcular o
x

determinante da matriz Hessiana.

Para os pontos (0, mm) |m € 7Z, obtemos det(H) = —1 < 0. Logo, pelo critério da

segunda derivada, (0, mm) |m € Z sao pontos de sela.



()

Primeiramente, precisamos descobrir os pontos criticos, logo, temos que resolver o

sistema que contém as duas equacgoes abaixo:

0

a—i(z,y):O = y—32°=0

0

a—]yc(x,y)zo = v—-2y=0
Assim, obtemos dois pontos criticos: (0, 0), (%, 1—12)

Agora, precisamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem da funcao e

montar a matriz Hessiana.

0 f
@( ,y) = —6a
0 f
=1
90 (z,9)
0 f
=1
pe ay(:v,y)
0 f
—=(x,y) = -2
S ()
—6x 1
H T,Y) =
(F.y) ( 1 _2>
: *f ” .
Agora, devemos ver o sinal de W(m, y) em cada ponto critico e também calcular o
x
determinante da matriz Hessiana.
Para o ponto (0, 0), obtemos det(H) = —1 < 0. Logo, pelo critério da segunda

derivada, (0, 0) é um ponto de sela.

2

0
), obtemos det(H) = 1 > 0 e temos que 8_£ < 0. Logo, pelo
x
11

67 12

1 1

Para o ponto (5, 5

critério da segunda derivada, ( ) ¢ um maximo local.

Primeiramente, precisamos descobrir os pontos criticos, logo, temos que resolver o

sistema que contém as duas equagoes abaixo:

of |
—ax(x,y)—o = 2x——x2+y—0
of 1

Assim, obtemos o ponto critico: <{’/§ , {’/%)

Agora, precisamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem da funcao e
montar a matriz Hessiana. o f )
s == 49
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=1
ayax(x,y)
o*f
axay(x,y) 1
92 f
a—yQ(%y) =7 +2

2
Agora, devemos ver o sinal de ﬁ(m‘, y) em cada ponto critico e também calcular o
x

determinante da matriz Hessiana.

2

0]
Para o ponto (f/%, {’/%), obtemos det(H) = 63 > 0 e temos que a—x‘é > 0. Logo,
pelo critério da segunda derivada, ({’/g , {’/g) ¢ um minimo local.

(e) Primeiramente, precisamos descobrir os pontos criticos, logo, temos que resolver o
sistema que contém as duas equacoes abaixo:
of

a—m(:c,y) =0 => -8V Pz =0

0

—f(x,y) =0 = 8e ¥ VYy (—y*+1)=0

dy

Assim, obtemos dois pontos criticos: (0, 0), (0, —1), (0, 1)

Agora, precisamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem da funcao e

montar a matriz Hessiana.

2

%(Ly) = —gyle Y (—22° +1)
0? 2 2

Wé‘;(ay) = 16" Y yx (y2 — 1)

o0 f

D0y (z,y) = —16ze™ ¥y (=% +1)

o°f
Oy?
—8ye TV (=222 4+ 1) 16e "V yx (y2 — 1)
—16ze " Vy (=2 +1) 8e ¥ (2t — 52 4+ 1)

2
Agora, devemos ver o sinal de W(I, y) em cada ponto critico e também calcular o
x

(z,y) = 8e ¥’ (2y* — 5y* +1)

H(f)(2,y) = (

determinante da matriz Hessiana.
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Para o ponto (0, 0), obtemos det(H) = 0. Logo, pelo critério da segunda derivada,

nao podemos afirmar nada sobre (0, 0).

2

0
Para o ponto (0, —1), obtemos det(H) = — > 0 e temos que G_f < 0. Logo, pelo
e? x?

critério da segunda derivada, (0, —1) é um méximo local.

128 0?
Para o ponto (0, 1), obtemos det(H) = —- > 0 e temos que (3_J; < 0. Logo, pelo
e x

critério da segunda derivada, (0, 1) é um méximo local.

Primeiramente, precisamos descobrir os pontos criticos, logo, temos que resolver o
sistema que contém as duas equagoes abaixo:
of
ox
of
Ay
Assim, obtemos dois pontos criticos: (—1, 1), (=1, —1), (1, 1), (1, —1)

Agora, precisamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem da funcao e

(r,y) =0 = 322 -3=0

(x,y)=0 = -3 +3=0

montar a matriz Hessiana.
>f
ox?
o*f
0*f (z
oxdy "’
o*f
8—y2(l‘7 y) = —6y

H(F)ay) = (65” _%y)

(z,y) = 6z

y)=0

2

or 9.2

determinante da matriz Hessiana.

Agora, devemos ver o sinal de —=(x,y) em cada ponto critico e também calcular o

o2
Para o ponto (—1, 1), obtemos det(H) = 36 > 0 e temos que 8_]; < 0. Logo, pelo
x

critério da segunda derivada, (—1, 1) é um méximo local.

Para o ponto (—1, —1), obtemos det(H) = —36 < 0. Logo, pelo critério da segunda

derivada, (—1, —1) é um ponto de sela.

Para o ponto (1, 1), obtemos det(H) = —36 < 0. Logo, pelo critério da segunda

derivada, (1, 1) é um ponto de sela.
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2

0
Para o ponto (1, —1), obtemos det(H) = 36 > 0 e temos que 8_J2C > 0. Logo, pelo
x

critério da segunda derivada, (1, —1) é um minimo local.
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