GABARITO DA ListA 12 DE MAT 0111

Prof. Jean Cerqueira Berni*

“Eu ouco, eu esquego. Eu vejo, eu lembro. Eu faco, eu aprendo.”

(1) Calcular, aplicando quando possivel, as Regras de L'Hospital:

n
(@) limy_,q @; (f) limy o i:_x (k) limy—eo h;&,n >0
e —e* —2x -
i i lim x" - In(x
(b) limy—0 x — sin(x) (®) 0 () (0) limy_ xZ-EXLZ
: , In(sin(x)
k
sin ( = (h) lim, »_ ———==
() lim, co () T (- 22 ()
1 (m) limy o0 —5—<-
X g . . a* —b* In (x__1>
(d) llm e_ (1) hmx%() X
X—r 00
X
ax? + b N x — arcsin(x) . e —1
i et My g ——n——— -
(e) limy_eo v — () limy o sin® (2) (n) lim,_, cos(x) — 1

Solucao:

(a) Verificamos que:
limIn(x+1) =In(0+1) =1In(1) =0

x—0
e que:

lim x = 0.
x—0

Podemos, portanto, aplicar a Regra de L'Hospital:

/ 1
i 2+ e+ D e 1 1
x—0 X x—0 (x)/ o 1 g 0+ 1
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(b) Solugao: Verificamos que:

lime* —e ¥ —2x=e"—¢ 9 —-2.0=1-1=0
x—0

e que:

limx —sin(x) =0 —sin(0) =0—-0=10

x—0
Podemos, portanto, aplicar a Regra de L'Hospital:
ef—e—2x . [e—e*—2x] . e+e -2

120 x— sin(x) x0 [x —sin(x)]’ xo0 1 cos(x)

Agora, notamos que:

lime*+e *—2="4+0-2=-141-2=0

x—0

lim1—cos(x) =1—cos(0)=1—-1=0,

x—0

Podemos, portanto, aplicar novamente a Regra de L'Hospital:

e e =2 [ef+e =2 . ef—e¥
lim —— = = lim = lim —————
x—0 1—cos(x) x=0 [1—cos(x)]” x>0 sin(x)

Notamos, mais uma vez, que:

lime* —e *=el—e0=1-1=
x—0

lim sin(x) = sin(0) =0
x—0

Podemos, portanto, aplicar novamente a Regra de L'Hospital:

) ex _ e*x . [ex . e*x]/ . ex _'_ efx
lim ———— = lim ———— = lim —————
x—0 sin(x)  x—0 [sin(x)]!  x—0 cos(x)



Como:

lim cos(x) = cos(0) =1 #0

x—0

podemos calcular o limite do quociente como o quociente dos limites:

. ef4e 2
lim———==-=2
x—0 cos(x) 1

. et —e ¥ —2x
Slim ————— =2,
x—0 x —sin(x)

(c) Solugdo: Verificamos que:

lim sin (E) = sin (hm k) =sin(0) =0
X— 00 X X—0oo X
e que:

1
lim — =0,
X—00 X

podemos aplicar a Regra de L'Hospital:

k
—5 -cos (%
= lim*‘z—<x>: lim k - cos (S) :k-cos(lim k) =k-cos(0) =k-1=k

X—00 _1 X—00 x—00 X



(d) Solugdo: Observamos que:

lim ¢* = o
X—»r00

e que:

lim x = o
X—00

podemos aplicar a Regra de L'Hospital para indeterminagdes do tipo :

. e . e . e .
hrn—:hm[ ]:hm—:hmex:oo
x—00 X x—r00 [x]’ x—oo 1 x—$00

(e) Solugao: Observamos que:

lim ax? 4+ b = oo
X—>00

e que:

lim cx?> —d = oo,
X—r0Q

Podemos, portanto, aplicar a Regra de L'Hospital para indeterminagdes do tipo £:

e que:

lim ¢* = o
X—00

Assim, podemos aplicar a Regra de L'Hospital para indeterminagdes do tipo :

n—1 xn—l

=n- lim
x—oo eX  x—oo [eX]]  x—e0 ¥ x—o0 X




Observamos, POr sua vez, que:

lim x" ! = 00
X—>00

e que:

lim ¢* = oo,
X—r00

818

de modo que podemos aplicar a Regra de L'Hospital para indeterminagdes do tipo

n—1 n—1y/ —1)- n—2 n—2
fim 5 = gim L 2D lim
x—oo X x—oo  [eX]! X—00 ex

x—oo e
Observamos, novamente, que:

lim x* % = 0
X—r00

e que:

lim e* = oo,
X—>00

212

de modo que podemos aplicar a Regra de L'Hospital para indeterminagdes do tipo

n—2 n—21/ —2). n—3 n—3
fim X = im B gy 22 oy i
x—oo eX x—300 [ex]’ x—300 ex

x—oo X

Prosseguimos deste modo, derivando numerador e denominador, até obtermos o
limite da expressao:

ex
Assim,
an' n—lLf' xn—ZL'TH' xn—3
lim — =n- lim =n-(n—1) lim =n-(n—1)-(n—2)- lim =
X—00 @ X—oo @ X—oo @ X—oo @



I+ &

n-(n—l)-(n—Z)-(n—B)-limx

x—oo eX x—o0 X

(g) Solugdo: Verificamos que ndo existe, nesta expressdo, um quociente. Para aplicar
a Regra de L'Hospital, no entanto, é necessario que haja um quociente. Assim,
escrevemos, primeiramente,

x" - In(x) = lngx)
X
Observamos que:
lim In(x) = —o0
x—>0+
e que:
. 1
lim — = o0
x—04 x"

LH
H. 1 .
_ . In(x . [In(x _ < _ 1 X"t
lim x"-In(x) = lim # L lim M = lim —*— = lim ——- =
x—04 x—04+ 7 x—04 |:lni| x—04 _W x—04 X n
X
=——1lim x" =0
n x—>0+

oo lim 2" -In(x) = 0.
x—04

(h) Solucgao: Observamos que:

In continua sig continua
lim In(sin(x)) Lin ( lim sin(x)l> Iin <sin ( lim x>) =In (sin (E>> =
r—F— x—5— x—5— 2

2
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=0,

e que:
lim (7 —2x)° = (71—2 ﬂ)z
x—5— B 2

de modo que podemos aplicar a Regra de L'Hospital
1. cos(x)

In(sin(x)) ))
2 x—>§

lim
x_1>g_ (7t —2x)
Notamos que:
s
lim cot(x) = C?S (7%) 9o 0
x—Z— sin(3) 1
e que:
: T
lim (7t —2x) = 7T—2~5 =n—n=0

cot(x) [cot(x)]"
x—=5— (7T—2x) N x—5— [(7‘(—2x)]’ N x—=5—

lim csc?(x)

s
xﬁjf

Solucdo: Verificamos que
lima*—p*=a’-1°=1-1=0

(@)
x—0

e que:



limx =0,
x—0

de modo que podemos aplicar a Regra de L'Hospital:

a*-In(a) — b* - In(b)

=1-In(a) —1-In(b) =.

(j) Observamos que:

lim x — arcsin(x) = 0 — arcsin(0) =0 —0 = 0.
x—0

e que:

lim sin®(x) = sin®(0) = 0° =0,
x—0

de modo que podemos aplicar a Regra de L'Hospital:

LH. 1
. x—arcsin(x) ¢ .. [x—arcsin(x)]" . 1= 7=
lim ——————= = lim —3 = lim — .
=0 sin’(x) =0 [sin’(x)]’ x—03 - sin“(x) - cos(x)
Notamos, novamente, que:
1 1

lim1 —

S =
x—0 V1 — x2 V1 —02

e que:

lim 3 - sin?(x) - cos(x) = 0
x—0

de modo que podemos aplicar novamente a Regra de L'Hospital:

/
1 LH. 1
lim ! 1-x2 i lim [1 v 17x2]

x—0 3 -sin?(x) - cos(x)  x—0 [3-sin?(x) - cos(x)]’
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Observamos, novamente, que:
x

e que:

de modo que podemos, mais uma vez, aplicar a Regra de L'Hospital:

X
3
(1-x2)3

1
= ——= lim
3 x—02 - sin(x) - cos?(x) — sin(x)

1' = — =
xlg(l)(l_xz)% 1 0

lim 2 - sin(x) - cos?(x) —sin®(x) =2-0-12 -0 =0

x—0

/
L.H. X
Ll—x%i’]

(1-x2)3 tos
= lim
x—0 [2 - sin(x) - cos?(x) — sin’(x)]’

lim - -3

x—02 - sin(x) - cos?(x) — sin®(x)
2x%+1
(1)

502 cos(x) — 9 -sin?(x) - cos(x)

Finalmente, notamos que:
2
i 22
x—0 (1 _ xZ)j
e que:
lim 2 - cos(x) — 9 - sin®(x) -cos(x) =2-1—-9-0%-1=2
x—0
de modo que:
2x% 41
(1-x%)3 1
2

lim 5
x—02-cos(x) — 9 -sin“(x) - cos(x)



Desta forma,

. 1— 1
lim X ‘argsm(x) —lm—— T2 _
x—0  sin’(x) x—03 - sin“(x) - cos(x)
x 2x2 41
1. (1-x2)3 1 . (1-x2)3

3 %502 sin(x) - cos?(x) — sin®(x)

111
32 6
fim Y ar;sm(x) _ 1

x—0  sin’(x) 6

(k) Notamos que:

xlE)Ic}o In(x) = o0

e que:

lim x" = oo,
X—r00

—=-lim —
3 x=02-cos(x) —9-sin”(x) - cos(x)

de modo que podemos aplicar a Regra de L'Hospital para indeterminag¢des da

0,
forma 2:

1 In(x)]’ 2
lim n(:) = lim [In(x)] = lim —* — =pn- lim x" 2 =
x—o0 X X—500 [x”]’ x—o0 77 - x—1 X—00

(¢) Solugao: Observamos que ndo temos, na expressdo original, um quociente. No

entanto, podemos escrever:

Neste caso, convém fazer a mudanga de varidvel y = xl—2 Uma vez que:
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limy = lim — = o
x%Oy x—0 x2 !

de modo que:

1
ez ey
= lim —
y—oo iy

lim
x—0

7))

Verificamos que:

lim e¥ = o0
y—o0

e que:

Iim y = o
y—>ooy

Podemos, portanto, aplicar a Regra de L'Hospital:

L.H.

Y vy Y
lim & L lim [ ]/ — lim & = lim e/ = oo.
y—oo Y y—00 [y] y—oo 1 y—o0

(m) Solucao: Notamos que:

lim In (x—|—1) = lim In (1—|—1) =1In (lim <1+ 1)) =In(1) =0.
X—00 X X—00 X X—>00 X

lim In (x_—l) = lim In (1 — 1) =In (lim (1 - 1)) =In(1) =0.
X—00 X X—00 X X— 00 X

de modo que podemos aplicar a Regra de L'Hospital:

e que:

/
o UYL g O 2 Oy e
h’l( T ) [ln (T (x— ) <x2>
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(n) Solucgao: Notamos que:

1m¥ﬁ—1:éﬁ—1:1—1:o
x—

e que:

limcos(x) —1=cos(0)—1=1-1=0

x—0

Desta forma, podemos aplicar a Regra de L'Hospital:

L.H.
e =1 7 [ — 1] . 2x-e . x-e”

lim -5 Ljim &~ o im e
X220 cos(x) —1 ) [cos(x) — 1] Xm0 — sin(x) X230 sin(x)
Uma vez que:

limx-e¥ =0-6 =0-1=0
x—0

e que:

lim sin(x) = sin(0) = 0,
x—0

podemos aplicar, novamente, a Regra de L'Hospital:

LH.
oxeed ke e 2x? e

lim — =lm ——=lm—F—F—— =1
x—0sin(x)  x—0[sin(x)]’  x—=0  cos(x)

Segue, portanto, que:

2 X2
lirnL = —2.lim x ¢
x—0 cos(x) —1 x—0 sin(x)

=-2-1=-2
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(2) Observe a resolugdo do seguinte limite:

' LH.
lim sin(x) 1 tim cos(x)

= pr— 1'
x—0 x+1 x—0 1 COS(O)

Este limite estd correto? O que ha de errado?
Solugdo: Uma vez que:

lim sin(x) = sin(0) =0
x—0

limx+1=0+1=1#0
x—0

o limite deste quociente é o quociente destes limites:

lim SN _ 0 ¢
x—0 x+1 1

Assim, o limite apresentado no enunciado esté incorreto.

Quanto a aplicabilidade da Regra de L'Hospital, observamos que:

lim sin(x) = sin(0) =0
x—0

mas que:

limx+1=0+1=1#0.

x—0

Neste caso ndo temos uma indeterminagdo, de modo que ndo é vélida a aplicacdo da
Regra de L'Hospital neste caso.

(3) Considere as funcoes:

f(x):{x+2’ se x #0 g(x):{x+1' se x #0

0, sex=20 0, sex=0
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A DAY MAY COME WHEN YOU WILL
USE 'HOPITAL'S RULE

BUTITIS NOT THIS DAY

Figura 1: “Pode chegar um dia em que vocé vai usar a regra de L’'Hospital...
Mas ndo serd neste dia.”

(@) limy o L) —q

g'(x)
f(x)

(b) limy 0 == =

g(x)

(c) Os itens (a) e (b) contradizem a Regra de L'Hospital? Por qué?
Solu¢ao: Temos:

”0” Teorema

lim £ L 242 _0+2 2,
—0g(x) x=0x+1 041 1

Também,
f'r R\{0} - R
X — 1
¢: R\{0} - R
X — 1
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de modo que:

Observamos que:
”0” Teorema
lim f(x) = limx+2=0+2 = 2.
x—0 x—0
e que:
”0O” Teorema

limg(x)iglcii%x—kl:O—l—l:l.

x—0

Desta forma, como:

lim f(x) =2 # 0 = £(0)

x—0

lim g(x) =1+ 0 = £(0)

x—0

segue que nem f nem g sdo continuas em 0. Disto conclui-se que nem f nem g sdo
derivéveis em zero - o que é uma das hipéteses exigidas para se aplicar a Regra de
L'Hospital. Uma vez que ndo estamos nas condi¢des de aplicar a Regra de L'Hospital,
nao héa qualquer contradigao.
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