ListA 14 pE MAT 0111

Prof. Jean Cerqueira Berni*

“Eu ougo, eu esquego. Eu vejo, eu lembro. Eu fago, eu aprendo.”

(1) Para alguma constante positiva C, a variagdo da temperatura T de um paciente, em
funcdo da dose, D, de um medicamento é dada por:

Determinar qual a dosagem do medicamento capaz de abaixar a temperatura de um
paciente com febre alta o0 mais rapidamente possivel.

Solucdo: devemos encontrar Dy tal que g—g(Do) seja 0 maior possivel. Primeiramente

calculamos:
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Ou seja, precisamos maximizar:

aT

S(D) = =

(D)=-D*>+D-C

Buscaremos pontos criticos da fun¢do acima resolvendo:

S'(D)=-2-D+C=0
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(2)

C
b=3

Para verificar se este valor maximiza ou minimiza a funcdo, fazemos o teste da derivada
segunda, calculando:

S"(D)=-2<0

Como §” (%) = —2 < 0, segue que C/2 é maximante da fungdo. Assim, a dose que
cumpre este papel é C/2.

O momento de tor¢do de uma viga apoiada em uma extremidade, a uma distancia x do
suporte é dada por:

onde L é o comprimento da viga e w é a carga uniforme por unidade de comprimento.
Encontre o ponto da viga onde o momento é o maior possivel.

Solucgdo: Devemos encontrar xp que maximize M. Para tanto, precisamos resolver a
equacao:

Para verificar que este valor, de fato, maximiza M, fazemos o teste da derivada segunda,
calculando:

M'(x) = —w <0

donde decorre que M” (5) = —w < 0. Portanto, x = L/2 maximiza o momento de
torcdo da viga.



(3) Quando um projétil é atirado, seu alcance, R, é definido como a distancia horizontal do
ponto de onde atiramos o projétil ao ponto onde o projétil atinge o solo. Se o solo é
horizontal e desprezamos a resisténcia do ar, pode-se demonstrar que:

2
R(6) = v5 s;n(Z@),

onde vy é a velocidade inicial do projétil, ¢ é a aceleragdo da gravidade (constante) e
6 é o angulo inicial de lancamento do projétil com respeito a horizontal, de modo que
0 <6 < 7. Qual o angulo que maximiza o alcance?

Solugdo: Devemos encontrar 6 tal que R seja maximo. Para isto, resolvemos:

v% - sin v?
R’(G) _ ;_9 (%(29)> - EO . %(Sin(ze)) =

2 202
~ % cos(20) -2 = % cos(20) =0
g 8

Como vy # 0, a igualdade acima ocorre se, e somente se,
cos(20) =0
0 que ocorre se, e somente se:

26 = arccos(0) = g

ou seja, se, e somente se 0 = %, ou 45°. Para verificar que este valor, de fato, maximiza
R, calculamos:

Assim:




Logo, 8 = 7t/4, de fato, maximiza o alcance.

(4) Esbogar os gréficos das seguintes fun¢des:

@ f(x) =x-e

Passo 1: O dominio natural desta fun¢do é R, uma vez que podemos calcular f(x)
para qualquer x € R.

Passo 2: A derivada de f é:

=(1—-x)-e "

Observamos que a funcdo derivada estd definida em todo RR. Basta, portanto, ana-
lisarmos seus intervalos de crescimento e de decrescimento.

Uma vez que para todo x € R temos e~ * > 0, o sinal de f’(x) depende unicamente
do sinal da expressdo 1 — x

+ _
1—x \'.\ sinal de1 — x

1

Concluimos que se x < 1, f/(x) > 0 — ou seja, para x < 1, a fungdo é estritamente
crescente. Para x > 1 tem-se f'(x) < 0, de modo que a fungdo é estritamente
decrescente. Ademais, em x = 1 temos um ponto critico — ou seja, a derivada se
anula.

X

comportamento dex - e~

Logo f é crescente em | — o0, 1] e decrescente em |1, 00, tendo um ponto de maximo
local em x = 1.

Passo 3: Calculamos:



fla) =[1-x)- e =[1-x)"e " +[1-x)] [ = —e "+ (1—x) - [-e "] =

=e ¥ (x—2)

Como para todo x € R, e™* > 0, o sinal de f”(x) é determinado pelo sinal de x — 2.
Assim, temos:

- +
x—2 /.'/ sinal dex — 2
2
N U
} concavidade de f
2
Assim, em | — 00,2[ o gréfico tem concavidade voltada para baixo, em |2,00[ o

grafico tem concavidade voltada para cima e em x = 2 temos um ponto de inflexao.
Passo 4: Neste caso, ndo precisamos executar este passo.
Passo 5: Temos:

LH.
. e ey e X2 1
g ) =i xe e = i = i =0
lim f(x)= lim x-e "= —o0

X— —00 X—r—00
Passo 6: Vamos determinar as raizes de f. Temos:

x-e¥=0 < x=0

Passo 7: Temos:



0] f(0)=0-¢e"=0 raiz de f
— 1., 1_1 e
1] f(1)=1-e" =, | maximo local de f
2 f2)=2-¢?%= e% ponto de inflexdao
Passo 8: Busquemos, primeiramente, assintotas horizontais, calculando:
Passo 5
lim f(x) = lim x-e™* s 0,

X—0 X—r00

de modo que a reta y = 0 é uma assintota horizontal de f.
Também, uma vez que:

Passo 5
. T e 1
Jimf) = fim e oo

segue que y = 0 é a uinica assintota horizontal de f.
Ao buscar assintotas obliquas, ou seja, assintotas da forma y = a - x 4+ b, obtemos:
X . x-e
f(x) = lim ——

a= lim ——= =lime *=0
x—oo X x—oo X X—00

Lo X
a= lim @: limx ¢ _ lim e =
X——00 X x—oo X X—00
. y
¢ 27
1+ flx)=x-e7 "%
6%1\1%:7771777 I T
T T 1 T T T }C
-2 -1 3 3 1 2 3
14+
21
—OO/
e

de modo que ndo hé assintotas obliquas.



(b) f(x) = x +sin(x)
Passo 1: 0 dominio natural desta funcdo é IR;
Passo 2: A derivada de f é:

%(x +sin(x)) = 1+ cos(x)

Observamos que para todo x € R, —1 < cos(x) < 1, de modo que:

0<1+cos(x)=f'(x)<1

Conclui-se, portanto, que a fun¢do é ndo-decrescente, assumindo pontos criticos
quando:

0=1+cos(x)=f(x) < cos(x)=—-1 <= x=(2k+1) - 1,keZ

Assim, esta fun¢do admite infinitos pontos criticos (pontos cuja reta tangente é
horizontal, e todos pontos de inflexdo), quais sejam, todos os mltiplos impares de
T.

Passo 3: Temos:
f'(x) = [f/()] = [1 +cos(x)]' = —sin(x)

de modo que o sinal de f”(x) é o oposto do sinal de sin(x)

- + - +
t t t t } sinal de f”
—2r - 0 T 27
n U N U
f f f f f concavidade de f
—2r - 0 T 2
Os pontos de inflexdo de f serdo aqueles nos quais se tem f”(x) = —sin(x) =0,

ou seja, todos os multiplos inteiros de 7.
Passo 5: Temos:

xll_r>ro10f(x) = xh_r)r.}oqusm(x) = o0
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xl_lgloof(x) = x1_1>r£100x + sin(x) = —o0

Passo 6: Temos:

f(x) =x+sin(x) =0 <= sin(x) = —x <= x=0

Passo 7: A tabela com os pontos caracteristicos é:

—37 | f(—=3m) = =37+ sin(—37) = —37 | ponto critico e de inflexdo de f
=27 | f(—2m) = —2m +sin(—2m) = —27 ponto de inflexdo de f
—7T f(—=m) =—m+sin(—m) = —m | ponto critico e de inflexdo de f
0 0) =0+sin(0) =0 zero e ponto de inflexdo de f
T f(r)=m+sin(r) =7 ponto critico e de inflexdo de f
27 f(2m) =2 +sin(2) =271 ponto de inflexdo de f
37 f(3m) =3m +sin(37) =371 ponto critico e de inflexdo de f
Passo 8: Temos a assintota horizontal y = —1. Como:
tim ) i XS0 g gy S0
x—oo X X—»00 X X—00 X—00 X
e:
fim £ 2SN g gy SN
Xx——0c0 X x——00 X X—>00 X—yoo X

o grafico pode admitir uma assintota da formay =a-x+b = x +b.
Observe que calculando:

)}gIc}o[f(x) —a-x] = xlg{)lo[x +sin(x) — x] = xlgrgo sin(x)

concluimos que #b. Logo, o grafico ndo admite assintota obliqua.
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© () =3

Passo 1: O dominio natural desta funcdo é R\ {2}. Por se tratar de uma fungéo
racional, esta é continua em todo o seu dominio.

Passo 2: Calculamos:

4 (x=3\  [x=3) 2-x)—(x=3) (2]
( ) - (2 —x)2

, 1
s fi(x) = G-

Notamos que f’ ndo esté definida em x = 2. Para todo x € R\ {2} temos (2 — x)? >
0, de modo que ﬁ > 0 e, consequentemente:

(vx € R\ {2)) (') = 3= 532 <0)



de modo que a fungdo é estritamente decrescente em todo seu dominio. Observa-
mos que nenhum valor de x é tal que f'(x) = 0, logo ndo temos pontos criticos.

Passo 3: Calculamos:

, d. d 1 2
£ = 20 = 52 |- 2] = e

que estd definida em R \ {2}. O sinal de f”(x) é o oposto do sinal do termo (2 — x)3,
que é idéntico ao sinal de 2 — x:

_|_ —
2—x \*\ sinal de (2 — x)3
2

concavidade de f

<>

Passo 4: Temos 2 como ponto de acumulagdo a direita e a esquerda de R\ {2}.
Devemos calcular:

lim f(x) = lim X+

x—>2+ X—>2+ 2 — X

Fazemos a mudanca de varidvel u = 2 — x, e observamos que lim,_,>, u = limy_,» 2 —

x = lim,_,, = 0. Além disto, conforme x tende a 2 pela direita, u tende a 0 por
x>2
valores menores do que 0. Assim, x — 2, = u — 0_. O limite acima é, portanto:

im 3 i 2T 5 hm L lim 1= oo
x—24 2—x u—0_- U u—0_ U u—0_

Também temos:

x+3
li = 1
Jim f(x) = lim o

Fazemos a mudanga de varidvel u = 2 — x, e observamos que limy_,, u = lim,_,p 2—

x = lim,_,; = 0. Além disto, conforme x tende a 2 pela direita, u tende a 0 por
x<2
valores maiores do que 0. Assim, x — 2_ = u — 0. O limite acima é, portanto:
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im 3 i 2% 5 him L - lim 1 = eo
x—2_2—X u—04 U u—0y U u—04p

Como f’ nio esta definida em x = 2, devemos calcular:

1. / — 1 =
Jim f(x) = Jim — 5=

Fazemos, aqui, a mudanga de variavel u = (2 — x)3, de modo que x — 2 = u —
0_, de modo que:

. 2 . 2 .1
Iim ——— = lim —— = -2 lim — = o0
X—24 (2 — x)3 u—0_- U u—0_ U
Analogamente,
lim f'(x) = —2- lim ER
x—2_ - u—04 U -

Assim, conforme nos aproximamos de 2 pela direita, a declividade da reta tan-
gente ao gréafico aumenta para além de qualquer ntimero, tendendo a ficar vertical.
Conforme nos aproximamos de 2 pela esquerda, a reta tangente ao grafico também
tende a posicdo vertical.

Temos, portanto, uma assintota vertical de equagdo x = 2.

Passo 5: Calculamos:

3.4 L.H.
. o Xt
A=ty =1
54 L.H.
. T X 1 -
xl—lgloof(x) N x1_1>111002 —x 1
Assim, temos uma assintota horizontal, de equacdo y = —1.

Passo 6: Os zeros de f sdo os valores de x que satisfazem:

3
X100 = x+3=0 <= x=-3
2—x
Desta forma, f tem um tnico zero, que é x = —3.

11



Passo 8: Temos a assintota horizontal y = —1. Como:

fO) oy 3%

xlg];lo X x—>oox-(2—x)
e:
lim f_(x) = lim _ X3 =0
xS X x——00 x (2 —x)

9 8 7 —e—s—7 3 2 _1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 *

—oo |

x2
d) g(x) = —5—
( ) g( ) x2 _|_ 4
Passo 1: O dominio natural desta funcao é R. Por se tratar de uma func¢ao racional,
esta é continua em todo o seu dominio.
Passo 2: Calculamos:

d (2 N\ _ [ (P44 - () [P+
B ( )‘ (x2 +4)?

12



8x

s f(x) = m

Notamos que f’ estd definida em todo RR. Para todo x € R temos (x> +4)? > 0, de

modo que (3{28#)2 tem sinal idéntico ao sinal de 8x.

8x /(.)'/ sinal de f/(x)

8x t comportamento de f(x)
0

Desta forma, f é estritamente decrescente em | — oo, 0[ e estritamente crescente em
]0, co[. Notamos que f'(x) =0 <= x =0, ou seja, 0 é um ponto critico de f, um
minimo local.

Passo 3: Calculamos:

8x
(x2 +4)

8 (—3x2 + 4)
(x2 +4)°

que estd definida em R. Uma vez que, para todo x € R, (x?> +4) > 0 e, portanto,
(x2 +4)® > 0, o sinal de f”(x) é idéntico ao sinal de —3x? + 4:

] +
—3x2 +4 /u'/ \‘r\ sinal de —3x2 + 4
_2/s 2/3
3 3
N U N
; f comportamento de f
_2V38 23
3 3
Notamos que f/(x) =0 <= x = —# oux = # Observando o diagrama

acima, vemos que —% e 23ﬁ sdo pontos de inflexdo do gréfico de f.

Passo 5: Calculamos:

13



. . X T
S =g =t
2 L.%—I.
. X
xg@mf(x) o XLHPOO x24+4 !

Assim, temos uma assintota horizontal, de equacdo y = 1.
Passo 6: Os zeros de f sdo os valores de x que satisfazem:

x2

x2 44

2

=0 << x=0 << x=0

Desta forma, f tem um tnico zero, que é x = 0.

= ————— = — | ponto de inflexdo de f

vi
0 f(0) = 1 3 2= 0 zero e minimo local de f
)
_2y3 2y3) _ _ = - =
3 f( 3 ) <&>2 . 1 ponto de inflexdao de f
3

2
Também podemos observar que f é uma fungédo par, pois f(—x) = (—(x)—;C)—e—AL =

= f(x), de modo que o gréfico apresenta simetria com respeito ao eixo Oy.

x2

x2+4
Passo 8: Temos a assintota horizontal y = 1. Como:

JLX) = lim —X2 i

xlgrolo X x%oox-(x2-|-4):x1gn x2—|-4:0
e.

o fx) 2 _

xgrpoo X _xl—l>rzloox-(x2—|—4)_x1—1>@oox2+4_o

o grafico ndo admite assintotas obliquas.
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3
x2 —4

(€) h(x) =
Passo 1: O dominio natural desta fun¢do é R\ {—2,2}. Por se tratar de uma fungéo

racional, esta é continua em todo o seu dominio.
Passo 2: Calculamos:

Vﬂﬂ:%<ﬁ%ﬂ:_@£%F

Como para todo x € R\ {—2,2} temos —ﬁ < 0, segue que o sinal de f'(x) é
o oposto do sinal de x

+ —
X : sinal de f'(x)

| comportamento de f(x)
0

Desta forma, f é estritamente crescente em | — o0, 0| e estritamente decrescente em
10, co[. Notamos que f'(x) =0 <= x =0, ou seja, 0 é um ponto critico de f, um
maéximo local.

Passo 3: Calculamos:

6 (3x% +4)
(x2—4)°

ﬂmzﬁwmzﬁk—ﬂ—r=

(x2 — 4)?

que estd definida em R\ {—2,2}. Uma vez que para todo x € R\ {—2,2} temos
6 - (3x2 +4) > 0, segue que o sinal de f”(x) é idantico ao sinal de (x? — 4)3:

15



+ —_—
\'-\ /-'/ sinal de x> — 4
-2 2
+ _ +
\‘.\ /.'/ sinal de (x? — 4)3
-2 2
+ . +
f t sinal de "' (x)
-2 2
U N U
} } comportamento de f(x)
-2 2
Notamos que f”(x) =0 <= x = —2 ou x = 2. Observando o diagrama acima,

vemos que —2 e 2 sdo pontos de inflexdo do grafico de f.

Também:

xlgi f(x) = 11m+ = o0

lim f(x) = lim 5 1=

x—2_ x—2_ x2 —
lim f(x)= lim 3 = —00
X*>72+ X*>72+ xz — 4
li = 1 =
x—ir—%_ f(x) x—}ILHZ_ x2 — *©

16



: 6 (3x%+4)
/ _ _
x11>1121_ f (x) o x11>1121_ (x2 — 4)3 OO
g 6-(3x2+4)
. 6 (3x%+4)
1 ! = 1 =
Jm fx) = lim =g
Passo 5: Calculamos:
) . 3
M) =i ey =0
lim f(x) = lim =0

X——o00 X——o0 X2 — 4

Assim, temos uma assintota horizontal, de equacdo y = 0.
Passo 6: Os zeros de f sdo os valores de x que satisfazem:

3
2 =0
x-—4
Desta forma, f ndo admite nenhum zero.
-2 assintota vertical
0 | f(0)= ﬁ = —3 | médximo local de f
2 assintota vertical
Também podemos observar que f é uma fungéo par, pois f(—x) = 3
’ (—x)2—4
3 g . . . .
24 (x), de modo que o gréfico apresenta simetria com respeito ao eixo Oy.
Passo 8: Temos as assintotas verticais x = —2, x = 2 e a assintota horizontal y = 0.
Como:
b . 3
lim M = lim =0
x—oo X X—00 x3 —4x

17



lim @ = lim 3 3 =
x——0co X x—oo x° — 4x

o grafico ndo admite assintotas obliquas.

A

\

}_\A.,
e N Y

w 4

NN

U1 H

=7

2 _
(6 flx) = =2

Passo 1: O dominio natural desta func¢do é R\ {0}. Por se tratar de uma fungéo

racional, esta é continua em todo o seu dominio.
Passo 2: Calculamos:

d (x> +2x—1 x2+1
/ _ Lo - -
f(x)_dx( X ) x2

18



2 . 2
Como para todo x € R\ {0} temos "X—J{l > 0, segue que o sinal de f/(x) é sempre
positivo, ou seja, a fungdo € estritamente crescente.

Passo 3: Calculamos:

d d [x2+1 2

f(x) = %[f/(x)] T

X

que esté definida em R \ {0}. O sinal de f”(x) é o oposto do sinal de x>:

_ +
/«’/ sinal de x*
0
+ - , )
® sinal de — %
X
0
U m
& comportamento de f

0

Notamos que f”(x) =0 <= x?>+1 =0, o que nunca ocorre. Concluimos que o
grafico de f ndo tem pontos de inflexdo.

Passo 4: Calculamos:

. x24+2x—1
Iim f(x) = lim = —00
x—>0+ x—>0+ X
x242x —1 B

lim f(x) = lim

x—0_ x—04 X

(00}

de modo que temos uma assintota vertical de equagdo x = 0.
Passo 5: Calculamos:

2 _
lim f(x) = lim * 21 _

X—r00 X—>00 x

oo
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lim f(x) = lim

X— —00

x——00

x24+2x—1 B

— 00
X

Assim, o grafico ndo admite assintota horizontal.

Passo 6: Os zeros de f sdo os valores de x que satisfazem:

2 2x —
X+ 2x 1:0
X
X>4+2x—1=0
0 que ocorre se, e somente se, x = —1 — \/E oux = \/E— 1.

Passo 7:

_1_\/§

f(-1—-+v2)=0

zero da funcdo

0

assintota vertical

V2 -1

f(=1++v2)=0

zero da funcao

Passo 8: Temos a assintota vertical x = 0. Como:

2 _
f(x):hmx + 2x 1:1

lim 5
xX—oo X X—00 X
e:
24ox—1
tim S = gy ZE2TL
x——00 X X—r00 X

Logo, o gréfico pode admitir uma assintota obliqua da forma y

também:

b= lim[f(x) —a-x] = lim

X— 00

X— 00

= lim
X—00 X

X2 4+2x —1

2x—1_

—1-x
X

2

= x+b. Temos,

Segue, portanto, que o gréfico admite uma assintota obliqua de equacéo:
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y=2+x
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