Lista 18 pE MAT 0111

Prof. Jean Cerqueira Berni*

“Eu ougo, eu esqueco. Eu vejo, eu lembro. Eu faco, eu aprendo.”

(1) Decompor as seguintes expressdes como somas de fra¢des parciais:

(@) 5x — 4 © 2x+1
(x—2)-(x+1) (x—1)-(x+1)
4x> —22x +7 3x? — 21x + 31
®) Z 3y -2 O Py P
© 6x2 + 20x + 18 © x2 4 4x 4+ 10
(x+1)2 (x+3) 8 x¥1)- (2+2x+8)
4 6x% +22x + 18 " 2x +3
@ D a2 13 W T e e+ 19)
Solucao:
(a) Temos:
5x —4 A B A-(x+1)+B-(x—2)
=2 (x+1) x—2 x+1  (x+1)-(x=2)
donde segue:
5x—4=A-(x+1)+B-(x—2) (1)

Como a igualdade acima deve valer para todo x, deve valer, em particular, para
x = —1eparax =2.
Fazendo x = —1 nos dois membros de , tem-se:

5.(-1)—4=A-(-14+1)+B-(-1-2)=-3-B
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—9=-3.B=B=3

Fazendo x = 2 em (), tem-se:

5.2—4=A-2+1)+B-(2-2)=3-A

6=3-A=>A=2

Portanto:
5x — 4 2 n 3
(x—2)-(x+1) x—2 x+1
(b) Temos:
452 —22x +7 A B C

2x+3) (x—2?2 2543 " x—2  (x—272"
A-(x=2)24+B-(2x+3)-(x —2)+C-(2x +3)
N (2x +3) - (x —2)2

de modo que devemos ter:

4 —2x4+7=A-(x—2)>+B-(2x+3)- (x —2) +C- (2x +3) )

Como a igualdade acima deve valer para todo x, em particular deve valer para
3

X =—5eparax =2.
Fazendo x = —3 em (2), temos:
3\° 3 3 .\’
4. (=2) —2. (“2)47=A-(-2 -2
(2) -2 () r7=a (57
49
49=— A= A=
4



Fazendo x = 2 nos dois membros de (2) obtemos, por outro lado:

4.22-22.247=C-(2-2+3)

—21=7-C=C=-3.

Resta determinar o valor de B. Para tanto, escolhemos um valor arbitrario para x,
por exemplo, x = 0, e usamos que A = 4e C = —3. Fazendo A =4,C = -3 e

x =0 em (@), temos:

4-02—22.047=4-(0—2)24B-(2-04+3)-(0—2)—3-(2-0+3)

7—16—6-B—9=7—-6-B

..B=0

Assim, tem-se A = 4,B = 0 e C = —3, de modo que a decomposi¢do em fragdes

parciais fica:

4> —22x+7 4 3
(2x+3)-(x—2)2  2x+3 (x—2)2

(c) Temos:

6x2 +20x + 18 A B C

G+12 (43 x4+l GrZ T T3

A-(x+1) - (x+3)+B-(x+3)+C-(x+1)?
(x+1)- (x+3)

de modo que deve valer:

6x> +20x+18=A-(x+1) - (x+3) +B-(x +3)+C- (x +1)?

)



Em particular, (3) deve valer para x = —1 e para x = —3.
Fazendo x = —1 em (3), temos:

4=2-B=B=2

Fazendo x = —3 nos dois membros de (3), temos:

6-(—3)2420-(=3)+18=C-(-3+1)2=4-C

Resta descobrirmos o valor de B. Para tanto, tomamos um valor arbitrario para x,
como x = 0, e usamos que B =2 e C = 3:

18=3-A+2-3+3:-1=3-A+9

9=3-A= A=3.

Assim, a decomposicdo em frag¢des parciais é:

6x? +20x + 18 3 2 3

G+ (c+3) 11 Gr1Z 3

(d) Temos:

6x% +22x + 18 _ A B C
(x+1)-(x+2)-(x+3) x+1 x+2 x+3

ou seja,

6x2 4+ 22x + 18
(x+1)-(x+2)-(x+3)




A (x+2)-(x+3)+B-(x+1)- (x+3)+C-(x+1) - (x+2)
(x+1)-(x+2)-(x+3)

de modo que vale:

6x2 +22x+18 =A-(x+2)- (x+3)+B-(x+1)- (x +3)+C-(x+1) - (x +2) (4

Em particular, (4) deve valer para x = —1 e para x = —2.
Fazendo x = —1 nos dois membros de @, obtemos:

6-(—1)2422- (1) +18=A-(-1+2)-(-1+3)
2=2-A=A=1
Fazendo x = —2 nos dois membros de (), obtemos:
6-(—2)2422-(—2)+18=A-(-1+2)-(-1+3)

—2=B-(—2+1)-(-2+3)

—2=-B=B=2

Fazendo x = —3 nos dois membros de (E[), obtemos:

6-(—3)24+22-(-3)+18=C-(-3+1)-(-3+2)



Assim, a decomposi¢do em fragdes parciais fica:

6x% +22x + 18 1.2 08
(x+1)-(x+2)-(x+3) x+1 x+2 x+3

(e) Temos:
2x +1 A N B
(x—1)-(x+1) x—-1 x+1
ou seja,
2x +1 A (x+1)+B-(x—1)
(x—1)-(x+1)  (x—=1)-(x+1)
de modo que vale:
2x+1=A-(x+1)+B-(x—1) )
que vale para todo x. Em particular, parax = -1 e x = 1.
Fazendo x = —1 em ambos os membros de (5), obtemos:

2.(-1)+1=B-(-1—1)= —2-B

1
1— 2. B=B=—_
—bP=3

Fazendo x = 1 em ambos os membros de (5)), obtemos:

2.141=A-(1+1)=2-A

3:2~A:>A:§

Desta forma, a decomposicdo em fragdes parciais é:

2x +1 3 1

G-1) G+D) 2 (=1 241




(f) Temos:

3x? —21x +31 A B C
(x—2)-(x=3)2 x—-2 x-3 (x—23)2

A-(x—3)2+B-(x—2)-(x=3)+C-(x—2)
(x—2) (x—3)2

de modo que, em particular, vale:

3x2 —21x+31=A- (x—=3)?>+B-(x—2)-(x =3) +C- (x —2) (6)

que deve valer para fodo x, e em particular parax =2ex =3
Fazendo x = 2 nos dois membros de @, temos:

3.22-21-2431=A-(2-3)>=A

LA=1

Fazendo x = 3 nos dois membros de (6], temos:

3.32-21-3+31=C-(3-2)

Resta determinarmos o valor de B. Para tanto, escolhemos um x arbitrario, digamos
x=0,eusamosque A =1eC = —-5:

3-0°—21-0+31=1-(-3)24+B-(0-2)-(0-3) —5-(0—2)



31=9+6-B+10

A decomposicdo em fragdes parciais fica, portanto:

3x2 —21x+31 1 L2 5
(x—2)-(x—3)2 x—-2 x-3 (x—3)2

(g) Como temos um fator de grau 2 irredutivel no denominador, x? + 2x + 8 (pois
A=4-4-1-8=4-32= —-28 < 0), adecomposi¢do em fra¢des parciais terd o
aspecto:

x2 4+ 4x + 10 A B-x+C

(x+1) - (x2+2x+8) 1 Pr2x+8

Como:

A N B-x+C A-(x*4+2x+8)+(B-x+C)-(x+1)
x+1 x2+2x+8 (x+1)- (x2+2x+38)

Deveremos ter a seguinte igualdade:
X 44x4+10=A - (®>+2x+8)+(B-x+C)-(x+1)

2

Agrupamos os termos que multiplicam x~, x e o termo constante no membro direito

da igualdade acima:

(A+B)- x>+ (2A+B+C)-x+(8A+C)

X*+4x+10=(A+B)-x*+ (2A+B+C) - x+ (84+C)



Para que a igualdade acima seja valida, devemos ter:

A+B=1
2A+B+C=4
8A+C =10

Donde concluimos que A =1,B =0 e C = 2. Assim, temos:

x2 4+ 4x + 10 1 2

(x+1) - (x2+2x+8) 1 P2 +8

(h) Observamos que consta no denominador um polindmio quadratico irredutivel,
2x? +4x+19 (pois A = 16 —4-2-19 = 16 — 152 = —136 < 0), a decomposigao
como soma de fragdes parciais é:

2x+3 A B C-x+D

-2 22+ +19) (x—2) " x—22 224 4x 419

Uma vez que:

A . B . C-x+D
(x—2)  (x—2)2 2x2+4x+19

A-(x—=2)-(2x2 +4x+19) + B - (2x2> +4x +19) + (C-x + D) - (x — 2)?
(x —2)2- (2x2+4x+19)

_ 2Ax® +11Ax —38A + 2Bx? + 4Bx + 19B + Cx® — 4Cx? + 4Cx + Dx* —4Dx +4D _
N (x —2)2- (2x2 + 4x + 19) B

(2A+C)- x>+ (2B—4C+D) - x>+ (11A+4B+4C —4D) - x + (—38A + 19B +4D)
(x —2)2- (2x2 4+ 4x 4+ 19)

Assim, devemos ter:



2A+C =0,
2B—-4C+D =0,

11A +4B+4C —4D =2,
—38A+19B+4D =3

. : _ 2 1 ~_ 4 _ 54
Resolvendo o sistema acima, obtemos A = —75, B =5, C = 175, D = —3%. Desta
forma, temos:

2x+3 B 2 1 4x — 54

_|_

27 2244 +19) B (x-2) 5. (x—22 175 (22 1 4x + 19)

(2) Resolver as seguintes integrais:

2x—|—1
(a)/ x—l—l)d (e)/ x+1)d
4x? —22x+7 3x2 —21x+31
®) / 2x+3) (x—27" (@ / 3™
()/ 6x> +20x+18 x2 +4x+10
Gt 12 (x 13" (g)/ (x+1) (x212x 18"

( )/ 6x2 +22x + 18

(x+1) - (x+2)-(x+3) *

Solucao:

2x—|—3
v / - (2x2 4 4x 4+ 19) ax

(a) Sabemos, pelo item (a) do exercicio 1 que:

2 3

(x—2)-(x+1)

Logo, temos:

5x — 4
/(x—2)-(x+1)d

:2./ L
x_

/ 2

x:

x_
1

2dx+3-/x+1d

x—2+x+1

3
2dx+/x+1dx_

x=2-Injx—2[+3-In|x+1|+C



(b) Sabemos, pelo item (b) do exercicio 1 que:

4*-22x+7 4 3
(2x+3)-(x —2)2  2x+3 (x—2)2

Logo, temos:
/ 4x2 — 22x + 7 / / 3 P
(2x+3) - ( 2x + 3 (x—2)27"

3
/2 +3dx—3 / dx—21n|2x—|—3|+—2+C

(c) Sabemos, pelo item (c) do exercicio 1 que:

6x% 4+ 20x + 18 3 2 3

(x+1)2-(x+3) P (x+1)2+ (x+3)

Logo, temos:

/ 6x2 +20x+18 / / 2 dx+/ B
G+ (x13)" A | g 3
_ n(|x+1|3|x+3|3)—i+c
+1

(d) Sabemos, pelo item (d) do exercicio 1 que:

6x% +22x + 18 1.2 8
(x+1)-(x+2)-(x+3) x+1 x+2 x+3

Logo, temos:

6x% +22x + 18
/(x+1)-(x+2) x+3 / +1d +/ +2d +/ +3

6x2 +22x + 18 1 1
/(x+1)~(x+2)~(x+3)dx_/x+1dx+2./x+

11

1
de+3./x+3dx_



=In|x+1|+In|x+2>+In[x+3]°+C

(d) Sabemos, pelo item (d) do exercicio 1 que:

6x% 4+ 20x + 18 3 2 3

G+12-(x43) x+41 G+x12 (x+3)

Logo, temos:

6x2 +20x—|—18 /
S +/ dx+/
/(x+1) +1 x4 1)2 +3
= n(\x+1\3|x+3|3)—i+c
+1

(e) Sabemos, pelo item (e) do exercicio 1 que:

2x +1 - 3 1
G- -+1) 2+  2-x+1)

Logo, temos:

2x +1
A Prrersy
/(x—l) 1) /2 CE RNy x—|—1

2/ d+2/+1d_

3 1

(f) Sabemos, pelo item (f) do exercicio 1 que:

3x* —21x+31 1 L2 5
(x—2)-(x=3)2 x—2 x-3 (x—23)2

Logo, temos:

12



/ @x_ ;)m S / P / - | e —53)2‘1" =

1 1 1
—/x_zdx+2/x_3dx—5/mdx

1
zln]x—2]+2-ln|x—3|—m+c.

(g) Temos, pelo item (g) do exercicio 1:

x2 +4x + 10 1 2

(x+1) - (x24+2x+8) x 41 4218

de modo que:

/ x? 4 4x +10 dx_/ 1
(x+1)-(x24+2x+8) " J x+

Resolvemos por substituic¢do:

1
N R
dx+2 /x2+2x+8 X

1
=1 1
/x+1dx njx+1/+C

e como no denominador de:

1
x2+2x+8

temos um polindmio irredutivel de grau 2, completamos quadrados:

=(x+1)?
———

X2+ 2x+8=x24+2x+1+7

Desta forma, temos:

/ 1 dx—/;dx—/ L dx =
R A N N

13



Fazendo a substituicao:

e segue que:

1 du
/( 5 dx:\/?-/uz—ﬂzﬁ-arctan(u)qLC:

#~(x+1)) +1

= /7 - arctan <\/7—7-(x+1)> +C

/ x?+4x+10
A

2V/7 V7
1) (2o 2)tF T mlx 1+ =7 arctan (7-(x+1)> +C

(h) Pelo item (h) do exercicio 1, podemos escrever:

2x+3 2 1 4x — 54

27 22+ 4x+19) 75 (x—2) 15 (x—22 175 22 +4x + 19)

de modo que temos:

/ 2x+3 dx —
(x —2)2- (2x2+4x+19) "

14



2 / 2 2x — 27
75 —2 5 175 2x2 +4x+19

Temos:

[+

zdlen]x—ZH—Cl

Resta resolvermos:

2x — 27 N
2x2 +4x + 19

Observamos que o polindmio quadratico que consta no denominador € irredutivel,
uma vez que A = —136 < 0. Desta forma, devemos completar quadrados:

=(x+1)?
19 - N 17
2x2+4x+19:2-(x2+2x+?>:2- x2+2x+1+? =

=2 (x+1)2+17

Assim, podemos escrever:

2-27 2 27
2x2 +4x+19  2x2+4x+19 2x2+4x+19

_ 2. x 27
2 (x+1)2417  2-(x+1)2417

Desta forma, tem-se:

2x — 27 2x 27

e dx — dx =
22+ 4x+197 ) 2 12417 T ) 2 12 k17

15



1 [2 [2 27 [2
_Eln 2x +4x—|—19‘ 1—7arctan< ﬁ(x—l—l)) \/ﬁarctan< ﬁ(x—l—l)

Assim,

/ 2x+3 Jx —

(x —2)2-(2x2 +4x+19) =

1
5(x—2)

1 29+/2 2
In|2x2 + 4 19’— t “(x+1) | +cC
+175 n|2x° +4x + == _17arcan( 17(x—|— ))—l—

1
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