Questao 1

(a)
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Podemos tomar f(x,y) como a fungao na qual o limite deve ser calculado, ou seja,
322 —y> +5

few) = ey

Como a fungao é polinomial, temos que f(x) é continua em seu dominio, onde:
dom(f) = {(x,y) € R* | 2® +y* # 2}

Como o ponto (0,0) estd contido no dominio, temos que:

32—y +5 —5

1 —— =/(0,0) = —
(ﬂﬁay)liI%O,O) 22 +y2—2 f(0,0) 5

Tomando f(x,y) como a fun¢do na qual o limite deve ser calculado, podemos fazer o

mesmo que no item a). No entanto, nesse caso o dominio seré:
dom(f) = {(z,y) € R* | 2> +¢y* > 1}

Ainda assim, o ponto no qual o limite deve ser calculado se encontra no dominio da

lim )\/1:2—1—3/2— = f(3,4) =2v6

(z,y)—=(3,4

funcao. Logo,

Tomando f(x,y) como a fungao na qual o limite deve ser calculado, podemos calcular
o limite apenas substituindo os valores do ponto ao qual o limite tende. Isso acontece
porque fungoes trigonométricas sao continuas, assim como fung¢oes polinomiais, e o
ponto (0, §) estd contido no dominio da funcao.

lim  sec(z) - tan(y) = f(0,

Z) 1
(ac,y)%(o,%) 4



(d)

Tomando f(x,y) como a fungdo na qual o limite deve ser calculado, nao temos qual-

quer limitagao para x ou y, assim:

dom(f) = {(z,y) € R*}

Do mesmo modo que nas alternativas anteriores, temos que as funcoes exponenciais
sao continuas em seu dominio. Uma vez que o ponto (0,In(2)) esta contido no dominio
da funcao, temos:

1 1
li =Y — £(0,In(2)) = _ '
()= (0in(2)) 1(0,1n(2)) on(2) 9

Tomando f(x,y) como a fungao na qual o limite deve ser calculado, temos:

dom(f) = {(z,y) € R? | & # 0}

Pela primeira vez, nao podemos calcular o limite apenas substituindo os valores de
x e y, uma vez que o ponto (0,0) ndo estd contido no dominio de f(x,y). Nesse
caso podemos separar o limite pedido em dois outros limites, de modo que se ambos
forem iguais a numeros reais, podemos calcular o limite pedido pelo produto dos
dois limites.

O primeiro pode ser calculado do mesmo modo que o item d):

lim e'=1
(z,9)—(0,0)

E o segundo limite pode ser calculado utilizando o limite fundamental:

lim sin(x)

(zy)—=(0,0) T

=1

Como os dois limites calculados resultam em ntmeros reais, temos que o limite

pedido pelo exercicio pode ser obtido pelo produto desses dois limites calculados.
Y. g '

lim Lm@) = lim €Y. lim sin(z)

(z,5)—(0,0) x (z,)—(0,0) (zy)—(00) T

=1-1=1

Tomando f(x,y) como a fungao na qual o limite deve ser calculado, temos:

dom(f) = {(z,y) € R*}

Como as fungoes logaritmicas sao continuas e o ponto (1,1) estd contido no dominio
da f(x,y), temos:

lim In|l+4+ 2% 9% = f(1,1) = In(2
e | vl = f(1,1) (2)



Questao 2

(a) Podemos fatorar o numerador, que é um quadrado da diferenga, e em seguida can-

celar o termo 7 (x-y)”.

. % — 2xy + 1y ) z—y)? _
llm(x,y)—%l,l)— = lm’b(:c,y)_>(1,1)u = lim (x — 1)
z#y xr—y Ty T —vy (m,yi;)él,l)

Agora, como x tende 1, temos lim; )—1,1)(z —1) =0
THY

(b) Podemos colocar ”y” em evidéncia no numerador.

vy —y—22r+2 y-(r—1)—2z+2

lim = lim
(z,y)—(1,1) r—1 (z,y)—(1,1) r—1
x#1 x#1

Em seguida podemos colocar ”-2” em evidéncia também no numerador.

(x—1)—22+2 (z—1)—=2-(z—1
Y2k Ly @—1) -2 (- 1)
(z.y)—(1,1) x—1 (z.y)—(1,1) r—1

z#1 r#1

Com isso, podemos cancelar os termos ”(x-1)” no numerador e no denominador e

calcular o limite final.
y-(z—=1)—-2-(z-1)

lim = lim y—2=-1
(z,y)—=(1,1) r—1 (z,y)—=(1,1)
T#£1 T#£1

(c) Podemos colocar tanto ”y” como ”4” em evidéncia no numerador.

y+4 ) y+4

li = |
(mﬁ$ﬁ®ﬁy—xy+&ﬁ—4x cmﬁ$ﬁ®y%ﬂ—ﬂﬂ+4-@”—@
y#—4,wFz? y#—4,xta?

Podemos agora colocar o termo ” (22 — x)” em evidéncia e cancelar (y+4).

. y+4 : 1
lim 5 = lim 5
@y)—=2-4) (y+4) - (22 —2)  (@y-2-4) 22—z

y#—d,ata? y#—data?

Como a fungao ¢é continua, por ser o inverso de um polinomio, e temos que

x?—x
o ponto (2,-4) esté contido no dominio da fungao, podemos calcular o limite apenas

aplicando esse ponto na funcao.

. 1 1 1

lim = = —
()24 2 —x 22-2 2
y#—4data?




(d) Podemos fatorar o numerador, que é um produto da soma pela diferenga, e em

seguida cancelar o termo 7 (x-y)” e calcular o limite final.

2,2 Ay —

im LY g EEOEZ0) o
(zy)—(1,1) T —Y (zy)—(1,1) r—Y (zy)—(1,1)

xF#y THY T#y

Questao 3

(a) Temos que a func¢ao seno é uma fungao continua em seu dominio. Logo, basta
definir o dominio de f(x,y) para saber em quais pontos a fung¢ao é continua. Neste
caso vemos que nao ha nenhum obstéculo para calcular o seno, uma vez que f(x,y)

pode ser calculada para quaisquer x e y, assim, temos:

dom(f) = {(x.y) € R?}

Logo, a funcao f(x,y) é continua em todo R2.

(b) Como a fungao g(x,y) é o quociente de polinomios, temos que a fungao é continua
em todo o seu dominio. Logo, basta definir o dominio de g(x,y). Neste caso temos
que o dominio de g(x,y) sdo todos os pontos do plano de modo que z — y # 0, uma

vez que o denominador de uma razao precisa ser diferente de 0. Logo,

dom(g) = {(z,y) € R* |z # y}

Ou seja, a funcio é continua em todos os pontos do R? com excecao daqueles onde

x=1y.

(¢) Temos que a fungao seno é uma fungdo continua em seu dominio. Logo, basta definir
o dominio de h(x,y) para saber em quais pontos a func¢do é continua. Neste caso a
funcao nao admite-se pontos com x=0 ou y=0, uma vez que o denominador de uma

razao precisa ser diferente de 0. Assim, temos:

dom(h) = {(z,y) € R* |z # 0 ey # 0}

Logo, a funcao é continua em todos os pontos do R? com excecao dos eixos x e y.

(d) Temos que a fungao logaritmica é continua em seu dominio. Logo, basta definir o
dominio de f(x,y) para saber em quais pontos a func¢ao é continua. Neste caso, para

calcular In(x? + y?), temos que z* + y? > 0. Assim, o déminio de f(x,y) é:

dom(f) = {(z,y) € R* = (0,0)}

4



Logo, a fungio é continua em todos os pontos do R? com excegao do (0,0).

(e) Como a fungao g(x,y) é o quociente de polinomios, temos que a fungdo é continua
em todo o seu dominio. Logo, basta definir o dominio de g(x,y). Neste caso, temos

que 22 + 1 # 0, o que é sempre garantido para qualquer x. Logo,

dom(g) = {(z,y) € R*}

Assim, a funcio g(x,y) é continua em todo R2.

Questao 4

Consideremos uma funcao f : R C R®> — R definida no interior de uma esfera de raio
r > 0, exceto, possivelmente, no centro dessa esfera, (zo,yo, 20), € um nimero real L.
Neste caso, dizemos que o limite de f(z,y,z) conforme (x,y, z) tende a (zo,yo, 20) é L
se, dado qualquer € > 0 for possivel exibir um ¢ = §((zo, yo, 20), €) tal que, sempre que

estiver satisfeita a condigao:

0<vV(@—20)2+ @ —w)?+(z—2)2<6

teremos:
| f(z,y,2) = L]<e
Neste caso, escreveremos:
lim flz,y,z) =L

($7y,2)_)((,130 »Y0 720)

Questao b

Em todos os itens desta questao, dado € > 0, temos que mostrar que existe o > 0 tal que

para todo (z,y) € R? tem-se uma das seguintes condicoes:

Vai+y? <d=| f(z,y)—f(0,0) |[< e ou lz|<d e |y|<d=] flx,y)—f(0,0) |<e

(a) Vamos procurar um 0 que nos garanta que:

Substituindo pela fungao, temos:

|2 +y*—0]<e

>



Como todo o termo a esqueda é posito, podemos tirar o moédulo. Além disso, tirando

raiz quadrada de ambos os lados, obtemos:

Va2 +y? <+e

Assim, tomando 0 = /g, garantimos que existe § > 0 para todo (z,y) que segue a
primeira condigao descrita no inicio do gabarito da questao 5. Para ¢ = 0,01 como
dado pelo enunciado, temos que 6 = /0,01 = 0, 1 é suficiente.

Vamos procurar um ¢ que nos garanta que:

Substituindo pela fungao, temos:
Y
—— —0|<
| 2+ 1 [<e

Como 2% 41 > 0, podemos colocar o médulo apenas em y:

|y |
241

Podemos reescrever | y | como y/y?. Além disso temos que y/y? < a2+ y? e

também R < 1, de modo que:

<€

2 /2 2
Vo < V2 +Y <A\x24y? <o

2+ 1 241
Assim, com base na primeira condi¢ao descrita no inicio do gabarito da questao

5, se tomarmos 0 = £, ou seja, /x> + y? < &, garantimos por consequéncia que
|y |

2+ 1 ‘ .

Para € = 0,05 como dado pelo enunciado, temos que 6 = 0,05 ¢é suficiente.

<e€

Vamos procurar um ¢ que nos garanta que:

‘f<x7y)_f(070) ’<€

Substituindo pela fungao, temos:

Como 22 + 1 > 0, podemos colocar o médulo apenas em x + y, ou, melhor ainda,

separadamente em x e y:
[z 1+ 1y

<€
241



Podemos reescrever | y | como /4% e | # | como Va2 Além disso temos que

VyE < x?+ 92, Va2 < y/x? 4+ y? e também
V2V 2Pty

241 241

o < 1, de modo que:

<2-y/x2+y? <29

Assim, com base na primeira condigao descrita no inicio do gabarito da questao 5,
€ . . N

se tomarmos d = —, ou seja, 2 - /22 4+ y? < e, garantimos por consequéncia que
27 Y )

|z |+ 1y

x?+1
Para e = 0,01 como dado pelo enunciado, temos que § = 0,005 é suficiente.

<e€

(d) Vamos procurar um § que nos garanta que:

| fz,y) = f(0,0) [< e

Substituindo pela fungao, temos:

Tr+y

—— -0 <
2 + cos(x) [<e

Como 2+ cos(x) > 0, podemos colocar o médulo apenas em x + y, ou, melhor ainda,

separadamente em x e y:
ol tlyl_
2 + cos(x)

Podemos reescrever | y | como /4% e | = | como Va2, Além disso temos que

VY2 < 2 +y? Va2 < /2?2 + y? e também
Vaz+\/y? _ 2.\ 2%+ 12

2 + cos(x) 2 + cos(x)

— < 1.d d :
2+ cos(x) = 7 ¢ moco que

<22+ y?<2-9

Assim, com base na primeira condigao descrita no inicio do gabarito da questao 5,
€ . . N

se tomarmos § = —, ou seja, 2 - y/x? +y? < g, garantimos por consequéncia que
27 Y 7

[z + 1y

x?+1
Para e = 0,02 como dado pelo enunciado, temos que § = 0,01 é suficiente.

<e€



