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1

Sejam R C R?, (19,%0,20) € Re f: R C R?> — R. Dizemos que f é continua em (g, 3o, 20)

se, e somente se, dado qualquer € > 0 existir algum 6 > 0 tal que:
|| (l’,y,Z) - (x()ayOazO) || <0 = | f(xvyaz) - f(l'(),yo,Z()) | <€
Em termos de limites, podemos dizer que uma funcao f : R C R® — R ¢ continua em

(20, Y0, 20) € R' N R se, e somente se,

lim f(x,y,2) = f(x0, Y0, 20)

(x7y7z)_)($07y0 7Z0)

2

Podemos separar a funcao em que o limite esta sendo calculado em outras duas fungoes:
2 _ 2
=y
{L‘7 = r - x’ = ——
f(z,y) y 9(z,y) R

Temos que lim, ) 0,0) f(2,y) = lim )00z -y =0

Assim, basta mostrar que g(x,y) é uma funcao limitada em (0,0) para a utilizacdo do

2 .2
Teorema 7 da Agenda 6 e conclusao de que lim, ) 0,00 - ¥ - x2 n y2 =0
2Ty

Apesar da funcao g(z,y) nao estar definida em (0,0), ela esta definida em todo o restante
do plano R%. Podemos avaliar se a fung¢ao é limitada em torno do (0,0) entao. Como a
funcao ¢é a divisao de uma subtracao de termos positivos pela soma desses mesmos termos,
temos que —1 < g(z,y) < 1, uma vez que o numerador nunca podera ser maior que o

denominador. Assim, g(z,y) é uma funcao limitada em todo o seu dominio.

Sabendo entao que g(z,y) ¢ limitada e que lim(, ) (0,0) f(2,y) = lime 002 -y = 0,
temos pelo Teorema 7 da Agenda 6:

72 — yQ
lm z-y-——= lim x,y)-g(z,y) =0
(x,)—(0,0) Yz + Y% (2)—(0,0) J(@.y)-gle.y)

1



Questao 3

()

Podemos separar a f(z,y) em outras duas fungdes:

Tty
r—y

g(t) = €' h(z,y) =

Pela Agenda 3, ja sabemos que a fungao exponencial é continua em seu dominio, logo
g(t) é continua em f(2,1) = 3. Para a anélise de h(x,y) podemos pensar novamente

em duas fungoes separadas:

Jjxy) =z +y k(z,y) =2 —y

Tanto j(x,y) como k(x,y) sdo continuas pelo Teorema 16 da Agenda 6, ji que sao
a soma e subtragao de duas fungoes polinomiais, ou seja, continuas (exemplo 18 da
Agenda 6). O mesmo ocorre para h(z,y), que é a divisao de j(x,y) por k(z,y),
ambas continuas. Vale destacar como observacao que até entao as funcgoes eram
continuas para todo o plano R?, mas esta 1ltima passagem remove do dominio os
pontos onde x — y = 0. No entanto, isso nao altera a resolucao do exercicio, uma

vez que é pedido para avaliar a continuidade em (2, 1).

Por fim, podemos utilizar o Teorema 21 da Agenda 6 e concluir que f(z,y) é continua

no ponto (2,1)

Podemos utilizar o mesmo raciocinio que o da alternativa passada. Podemos separar

g(x,y, z) em outras duas fungoes:
f(t) = sen(t) h(z,y,z) =3x + 2y — 2

Pela Agenda 3, j& sabemos que a fungao seno é continua em seu dominio, logo f(t)

¢ continua em h(1,—1,1) = 3.

Para a andlise de h(x,y, z) podemos expandir o conceito do Teorema 16 e do exem-
plo 18, ambos da Agenda 6, para trés varidaveis. Assim, por h(zx,y,z) ser a soma
de fungoes polinomiais, ou seja, continuas em R?, temos que h(z,y,z) também é
continua em todo R3. Por fim, podemos expandir o Teorema 21 da Agenda 6 para

trés variaveis e concluir que g(z,y, z) é continua em (1, —1,1)



(c) Temos que a fungao h(x,y) pode ser descrita pela subtracao de duas fungoes, tan(z)
por cos(y).
Cada uma dessas fungoes depende de apenas uma variavel e sabemos pela Agenda
3 que a funcao tangente e a fungao cosseno sao continuas em seus dominios, que
incluem o ponto (%, %) Assim, pelo Teorema 16 da Agenda 6,temos que h(z,y)
também é continua em (E T

4’1)'

(d) Do mesmo modo que nas alternativas anteriores, podemos separar a funcao [(x,y)
em outras diversas fungoes. Assim, [(x,y) pode ser descrita como a subtracao e a
composicao dessas funcoes. Como essas fungoes primeiras sao continuas, podemos
através do Teorema 16 e do Teorema 21 da Agenda 6, ir relacionando-as até que

~ ~ ~ ’ 77-
cheguemos na fungao I(z,y). Como todas as fungoes sao continuas no ponto (Z’ 0),

[(x,y) também serd.

Questao 4

(a) Para calcular o limite de (z,y) tendendo a (0,0) através de qualquer reta que passa
pela origem, definidas por .S,, no enunciado, basta calcular:

2x2max . 2ma® 2mx

il_r)l(l)f(x,mx) - alvlg(l) 322 + 3m?2x2 - xl—r>r(l) 32 . (1 —|—m2) - ‘1}% 3- (1 +m2) =0

(b) Para calcular o limite de (z,y) tendendo a (0,0) ao longo da pardbola &2 basta

calcular:
2 2,..2 2 4 2
lim /(2,0%) = lim =5 - :)33 . =lim —‘”1 = lim ———— =0
" HSE 3ot (1) T3 (D)

(c) Se passarmos f(z,y) para as coordenadas polares, obtemos um limite de apenas um
variavel, uma vez que para (z,y) tendendo a (0,0), basta r tender a 0. Isso acontece
uma vez que 6 pode ser qualquer valor para descrever o ponto (0,0) das coordenadas
cartesianas. Logo,

212y 2 22y 2 . 7r3cos(6)?sin(0)

lim —F==- Ilm ——— =_lim
(z9)—(0,0) 322 + 3y2 3 (2y)—(0,0) 22 +y2 30 2

2
3 lim r cos(6)?sin(#) = 0

r—0



Assim concluimos que o limite existe e é igual a 0.

Questao b

(a) Para calcular o limite pedido, podemos dividir a conta em diversos outros limites
mais faceis que ja sabemos calcular e utilizar as propriedades operatérias de limites
(Teorema 10 da Agenda 6).

Sabemos que lim, )00y cos(x) = 1 e que limg 0,0 sin(y) = 0. Assim, temos

que lim y)(0,0) cos(x) + sin(y) = 1

Também sabemos que lim, ) (0,0) €° = lim(, y)—(0,0) € = 1. Desse modo, temos que
limz,y)(0,0) € + € =2
Assim, basta fazer a divisao desses limites e obtemos que:

_ e’ +eY 2
lim , =—-=2
(2,9)—(0,0) cos(x) + sin(y) 1

(b) Podemos fazer o mesmo que na alternativa passada, no entanto, estendendo o con-
ceito do Teorema 10 da Agenda 6 para trés variaveis.
Assim, podemos calcular dois limites de fungdes continuas (polinomiais) e depois
realizar o quociente entre eles:

lim P+t =1
(z,y,2)—(0,—1,0)

lim 22+ +2°=1
(z,y)—(0,0)

Desse modo, obtemos que:

y® + x2? —1
im ———s=—=1
(z,y)—(0,0) 2 + y? + 22 1

Questao 6

Para essa questao, ¢é interessante passar a funcdo f(z,y) para as coordenadas polares.

Desse modo, obtemos que:

r? ser? <1
f(r,0) =

0, ser?>1



(a)

Questao 7

Para 22 + y2 # 1, ou seja, r* # 1, temos dois possiveis casos:

Quando r? < 1, temos que f(r,6) assume sempre a fungao f = r?, que é uma funcgio
polinomial e continua em seu dominio. Nesse caso é importante que r? < 1, uma vez
que uma esfera aberta centrada em qualquer ponto dessa regiao, sempre tera pontos
calculados pela mesma fungao (que é continua) em sua volta, garantindo que quanto
menor a distancia entre um ponto definido e outro qualquer, menor também sera o
valor das funcoes desses pontos. Isso nao valeria para 72 = 1, o que serd visto na

alternativa b).

O outro caso ocorre quando 7 < 1. Do mesmo modo, a fungao f(r,f) assume
sempre a funcao f = 0, que é uma funcao constante, logo continua em seu dominio.
Novamente, sendo r > 1, qualquer esfera aberta centrada em qualquer ponto dessa

regiao, terd pontos calculados pela mesma fungao (que é continua) em sua volta.

Para r? = 1, é preciso interpretar que a funcao se encontra em uma fronteira. Isso
faz com que toda esfera aberta centrada em um ponto com r? = 1, ou melhor,
r = 1, contenha pontos onde a funcao é f = r? e f = 0. Isso nao necessariamente
garante que a fungao é descontinua, uma vez que essas fungoes poderiam se encaixar
perfeitamente. No entanto, isso nao ¢ visto nesse exemplo, onde quando r = 1 =
f =1 e para qualquer r > 1 = f = 0. Assim, independente do quao préximo um
ponto qualquer chegue de um ponto onde r = 1, a diferenca entre as func¢oes desses
pontos nao diminui quando esse ponto se aproxima a partir da regiao 72 > 1, de

modo que essa diferenca sera sempre 1.

Nao é necessédrio que f esteja definida em (z9,yo). Isso porque ndo ha qualquer relagao

entre f(20,%0) € 1M y)—(wo.y0)f (%, y). Isso fica claro na definicao de limite vista na

Defini¢ao 85 da Agenda 5, onde em nenhum momento o valor de f(zg,yo) é considerado.

Além disso, quando f(xg,y) existir, ha duas possibilidades, ele ser igual ou diferente

a0 1Mz ) (z0,90) f (T, ¥), OU seja, a funcdo é continua ou discontinua naquele ponto. Isso

exemplifica a ideia de que nao ha relagao entre o limite e a fungao no ponto. De modo mais

simplificado, é possivel ver o limite como o o valor esperado de f(xg,yo) quando (z,y)

tende a (g, ¥o), ou seja, o valor esperado de f(zg, o) com base em pontos infinitamente

proximos, mas diferentes de (xg, yo).

Questao 8



(a) No caso de f ser continua em (xg,yo) podemos concluir, pela definicao de con-

tinuidade, que:

lim  f(z,y) = f(wo,%0) = lim  f(z,y) =3

(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(x0,y0)

(b) No caso de f nao ser continua em (zg, o), ndo conseguimos saber o valor exato de

im (3.4)— (20,50) J (%, ). No entanto, por nao ser continua, sabemos que:

(m,y)—)(mo,yo) (z,y)—>(zo,yo)

Questao 9

Do passo 1, temos |g(x,y) — L| < €. Podemos retirar o médulo e adicionar outra desigual-

dade, de modo que no final obtemos a desigualdade 1:

lg(x,y) — Ll <e = —e<glr,yy—L<e = L—-ec<g(r,y <L+e¢

As desigualdades 2 e 3 (que devem ser ”<” ao invés de " <) sao garantidas pelo préprio

enunciado do teorema:

(V(x,y) € B((xo,90),m)(g(x,y) < fz,y) < h(z,y))

De onde obtemos: g(x,y) < f(x,y) < h(z,y)

Ja a desigualdade 4 pode ser obtida do mesmo modo que a desigualdade 1. Do passo 2
temos |h(z,y) — L| < . Podemos retirar o médulo e adicionar outra desigualdade, de

modo que no final obtemos a desigualdade 4:

|h(z,y) — Ll <e = —e<hlz,yy—L<e = L—-—e<h(r,y)<L+e¢

Questao 10



Sabemos que para qualquer (z,y) € R? vale a desigualdade:

242 arctan(zx -
2P _ arctan(z )

1— <1

3 x-y

Podemos calcular o limite quando (z,y) tende a (0,0) das fung¢oes que limitam a fungao
arctan(z - y)

de interesse . Assim:
-y
2.9
im 1-2Y -4
(2,9)—(0,0) 3
Iim 1=1
(%,y)—(0,0)

Logo, pelo Teorema do Confronto para duas variaveis, visto na questao 9 dessa lista,

podemos concluir que:
arctan(z - y)

lim =1
(z,y)—(0,0) -y
Questao 11
Podemos separar o limite pedido em duas fungoes:
o1
flzy) =y 9(z,y) = sin(~)

Sabemos que lim g y)—(zo.0) f (2, ¥) = IM(z4) 5 (20,90) ¥ = 0
Além disso, temos que a fungao g(z,y) ¢é limitada em todos os pontos do seu dominio,
visto que:

1
—1 <sin(—-) <1
_sm(x)_

Desse modo, pelo Teorema 7 da Agenda 6, temos que:

lim  f(z,y) -g(z,y)= lim y- sin(i) =0

(#,y)—=(20,0) (@,y)=(20,y0)



