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EDITORIAL

O Boletim de Iniciacao Cientifica em Matemética — BICMat é uma publi-
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trabalhos de Iniciagdo Cientifica realizados em outras institui¢oes poderao tam-
bém ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois volu-
mes; o primeiro no ano de criacao e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciacao Cientifica para o graduando, e
o sempre crescente nimero de projetos desta natureza desenvolvidos em nossa
instituicao, resolvemos reativar a publicacao do BICMat, com ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos
alunos. O orientador figura apenas como responsavel cientifico.

Este Boletim também esté aberto & divulgacao de trabalhos que nao sejam
frutos de projetos de iniciacdo cientifica, mas que sejam de interesse dos alunos
do curso de graduacao em Matematica. Estes trabalhos serao selecionados pelos
Editores.

Este niimero estara disponibilizado eletronicamente na pagina do Depar-

tamento de Matematica no endere¢o www.rc.unesp.br/igce/matematica
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O Grupo Fundamental do Circulo

Aline Cristina de Souza'

Orientador(a): Prof. Dr. Jodo Peres Vieira

Resumo: Dado um espago topologico X e xg € X, associamos através de caminhos fechados (ou lagos) em
X um grupo denotado por 71 (X, zg) ou 7 (X) (quando o espago for conexo por caminhos) denominado
grupo fundamental de X. Neste trabalho mostraremos que o grupo fundamental do circulo, 7 (S?), é

isomorfo ao grupo dos inteiros Z.

Palavras-chave: grupo fundamental; homotopia

1 Definicoes e Resultados

Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados necessérios para a demonstragio do teo-
rema 12.

Em todo o texto, I denota o intervalo compacto [0,1] e se f : X — Y & uma fungdo e U é um
subconjunto de Y, f7(U) denota a imagem inversa de U por f.

Necessitaremos do

Lema 1 (Lema da Colagem). Sejam X e Y espagos topoligicos e A e B subconjuntos fechados de X tais
que AUB = X. Sejam f: A—=Y eg: B—Y aplicagdes continuas satisfazendo a condigao: f(x) = g(x)
para todo x € AN B. Entdo a aplicacio h: X — Y definida por

| f(z), se =xzeA,
hiw) = { g(x), se x€ B,

€ continua.

Prova: Vamos provar que se F' é um subconjunto fechado de Y entdo k"™ (F) ¢ um subconjunto fechado
de X.

Seja F' um subconjunto fechado de Y. Como f e g sdo continuas, entdo f~(F) é um fechado de A e
g™ (F) ¢ um fechado de B. Dai, uma vez que por hipétese A e B sdo fechados de X, segue que f"(F) e
g" (F) sao fechados de X. Agora ¢ facil ver que h'™ (F) = f7(F) U g"(F) e portanto h" (F) é fechado de

X, pois é reuniao de dois fechados de X. [

Definicdo 2. Sejam z(,z; € X. Um caminho em X com ponto inicial em z( e ponto final em z; é uma
aplicagdo continua « : I — X tal que «(0) = zp e a(1) = 1. Se a(0) = (1) = xg, dizemos que o caminho

é um laco ou caminho fechado em X baseado em xg.

Denotaremos por Q(X;zo,21) o conjunto formado pelos caminhos em X com ponto inicial em xg e
ponto final em z; e, por Q(X;xp) o conjunto dos caminhos fechados ou lagos em X baseados em .

Através do conceito de caminhos, podemos definir o produto de caminhos, conforme a

IFAPESP



8 O Gruro FUNDAMENTAL DO CirRCULO

Definicdo 3. Sejam a € Q(X;xzg,21) e 8 € Q(X;21,22). O caminho produto de « por 8, denotado por
ax 3, é dado por:

f a2t), se t €10, %],

(% B)(#) = { B2t —1), setel[i1].

Desde que « e 8 sdo continuas e para t = 1, a(2t) = a(1) = z1 = B(0) = B(2t — 1), pelo Lema da

Colagem, o * 3 é continua. Além disso, a* 8(0) = a(0) = zp e a* 3(1) = B(1) = x2. Portanto a* 8 é um

caminho ligando z¢ a xs.

2 Homotopia e o Grupo Fundamental
Introduziremos agora o conceito de homotopia.

Definicdo 4. Dados «, 8 € Q(X; xo, x1), dizemos que o caminho « ¢ homotdpico ao caminho 8 e denotamos
a ~ f3, se existe uma aplicacdo continua H : I x I — X tal que: H(t,0) = «(t); H(t,1) = B(t),Vt € I e
H(0,s) =x0; H(1,s) = x1,Vs € I. A aplicagdo H é chamada uma homotopia entre « e 3.

A relagdo ~ é uma relagio de equivaléncia em Q(X; zg). Assim, para todo lago o € Q(X; z¢) podemos
considerar [a] = {8 € Q(X;z0); ¢ ~ B}, a classe de equivaléncia de «. Desta forma, denotaremos por

7m1(X;x0) 0 conjunto quociente M

, que nada mais é que o conjunto das classes de equivaléncia dos
lagos em X baseados em xg, ou seja, m1(X;20) = {[a], @ € Q(X;x0)}.

Agora, neste conjunto, definiremos a operacao
o (X;xo) X m(X;20) = 71(X;20)

induzida de * da seguinte forma: para quaisquer [a], [5] € Q(X;z0), o([o, [B]) = [a] <[] := [ S]. Entéo,
(m1(X;20),0) é um grupo, denominado Grupo Fundamental de X com ponto base xy.

Daqui para frente, omitiremos o simbolo ¢ quando tratarmos da operac¢do em 71 (X; o) e escreveremos
o o 18] := [a][8]-

Através de outros conceitos, como por exemplo conexao por caminhos, podemos estabelecer uma relagao
interessante entre os Grupos Fundamentais de um determinado espago topoldgico quando consideramos

diferentes pontos base, conforme a

Proposicdo 5. Sejam X um espago topoldgico conexo por caminhos e xo,x1 € X quaisquer. Entdo

m1(X;20) € isomorfo a m (X;x1).

Prova: Sendo X, por hip6tese, conexo por caminhos e g, x; € X, temos que existe um caminho vy : I — X
tal que v(0) = xp e y(1) = =1.

Definimos vy : m1(X;x0) — 71 (X;x1) por v ([B]) = [y~ L * B x9].

Mostremos que a aplicacio v estd bem definida. Para isto, devemos mostrar que se [a] = [§] entdo
v ([a]) =2 ([8]), isto &, que [y "L xaxv] = [y 71 Bx~], ou equivalentemente, que Yt xaky ~ 41 x Bxry.

Com efeito, se [a], [8] € m1(X;z0), sdo tais que [a] = [f], entdo, a ~ S, o que implica que existe
F : I x I — X homotopia entre a e 3, isto &, F continua tal que F(¢,0) = «(t), F(t,1) = 8(t),Vt € I e
F(0,s) =z = F(1,s),Vs € I.

1

BICMat, Vorume VIII, OuTtuBro DE 2011



O Grupo FUNDAMENTAL DO CiRCULO 9

Definimos G : I x I — X por: G(t,s) = (v 1% Fy*v)(t), onde Fy : I — X, é dado por Fy(t) = F(t,s).
Assim, para todo s € I, F; é continua, Fs(0) = F(0,s) = 2o e Fs(1) = F(1,s) = x9. Logo Fs é um lago
em .

Também, a aplicagdo G é continua pelo Lema da Colagem, e

G(t,0) = (v L% Fy x9)(t) = (1 *x ax7)(t), desde que Fy(t) = F(t,0) = a(t),Vt € I e, portanto,
Fy = g

Gt,1) = (v L x Fy x9)(t) = (v 1% Bxv)(t), desde que Fy(t) = F(t,1) = ((t),Vt € I e, portanto,
Fy =5

G00,8) = (v 1% Fs%x9)(0)=7"10) =21 e G(1,8) = (v L% Fsxy)(1) =v(1) = 21, Vs € T

Assim, vy~ lxa*xy ~ 71 x 8%, 0 que implica que y4([a]) = v4([3]) e portanto, v4 esta bem definida.

Mostremos agora, que vx é um homomorfismo.

Sejam [a], [B] € m1(X; o). Devemos mostrar que:

Y ([][B]) = v ([ed) v ([8])-

Observemos que, se v € Q(X; g, 1), entdo v * vy~ ~ ¢y, onde ¢, : I — X & dado por c,,(t) =

xg,Vt € I. Definamos H : [ x I — X por

y(2t), se t € [0, 152],
H(t,s) =<1 v~ !(s), se t € [152, 132],
yl2t—1), sete = 1]

1

Entdo, H é uma homotopia entre vy~ ! e ¢,,, pois desde que, para t = 158, v(2t) = y(1—5) = y71(s)

e, para t = 12 471(s) = 471(2t — 1), pelo Lema da Colagem, H é continua. Além disso,

v(2t), se t €0,3], v(2t), set=0,
H(t,0) =< 771(0) =~(1), set=g3, H(t,1) =4 v H(1), se t € [0, 1],
vt — 1), se t € [3,1], v Y2t —-1), set=1,
1 ’Y(O) = Zo, set = 05
. { ’7_21t), set e [?a §]a _ ,7—1(1) =10, setc [0, 1],
Y ( t_l)a Sete[ial]a 7—1(1):1.0 set=1

= sy H(t),Vt € I; = ¢4 (1), VE € I,

1 1

’y*’y*lwczoﬁa*y*y’ ~NakCp, = axyxy kP~ axf =

axBraxyxy k=T kaxBry vy kaxy kT Bry.

Entdo, v4([a][8]) = vz ([a*B]) = [y xaxBxy] = [y xaxyxy T xfxqy] = [y xaxy][y T x Bxy] =

Y ([a]) v ([B])-
Finalmente, mostremos que 4 é bijetor.
Seja [a] € m1(X;z0) tal que vx([a]) = ez, = [cx], onde ¢y, : I — X & dado por ¢y, (t) = z1, Vit € I.

Entao:

[7_1*a*7]:[czl]zy‘l*a*vwcml:>

1

1~7*CI1*7_1:>c$0*a*c$0~7*0Z1*7_1:>a~'y*011*7_ -

'y*'y_l*a*fy*fy_

awy*y_lzawcmz[a]zemo:[cm],

BICMat, VoruMmeE VIII, OutuBro DE 2011



10 O Gruro FUNDAMENTAL DO CIRCULO

desde que 7 * ¢z, ~ 7, pois K : I x I — X dada por

2t s+1
K(t,s){ 7(84.1), set e [Oa 2 ]7

z1, set e [s;rl,l],

é uma homotopia entre v * ¢, e 7, uma vez que K é continua pelo Lema da Colagem e,

_ [ @), setelo, 3], _J @), seteo,1],
K(t,O)— { T, set e [%,1], K(t’l)i X1, Set:l,
:y*czl(t),VtEI; :'y(t),VtGI;

K(0,s8) =v(0) =x¢ e K(1,s) = x1, Vs € I. Portanto 4 é injetor.
Dado [3] € m1(X;z1), tome [y Bxy71] € m(X;20). Entdo yu([y«Bxy7]) = [y LxyxBxy lxq] =
[Cz, * B *Cz, | = [B]. Assim, 4 é sobrejetor.

Logo 74 ¢ um isomorfismo e portanto m1(X;zo) e 71 (X; 1) sdo isomorfos. [

3 O Grupo Fundamental do Circulo

Consideremos a aplicagao e : R — S! definida por e(t) = (cos2mwt,sen2nt). Temos as seguintes

propriedades:
i) e é continua, pois as fungbes cos(27t) e sen(27t) sdo continuas.
ii) e(t) = (1,0) se, e somente se, t € Z.

De fato, e(t) = (1,0) <= cos2nt = 1,sen2nt = 0 <= 27t = 2km,k € Z <=t =k € Z.
Olhemos R como um grupo aditivo e S* = {(a,b) € R?;a? + b> = 1} como um grupo multiplicativo

com a operacao (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc). Entao,
ili) para quaisquer t1,t2 € R, e(t1 +t2) = e(t1).e(t2).

De fato,

e(t1 + tg) = (COS 27T(t1 + tg), sen 27T(t1 + tg)) =
= (cos 27ty cos 2mty — sen 27ty sen 2mto, sen 27ty cos 27wty + sen 27ty cos 27ty) =

= (cos 2mty, sen 27ty).(cos 2mta, sen 2mta) = e(t1).e(ta).

Defini¢do 6. Seja v : I — S! um caminho qualquer. O caminho 7 : I — R ¢ dito ser um levantamento de

v aretareal Rse eoy =1.

Definicdo 7. Seja H : I x I — S' uma homotopia qualquer. Uma, aplicacio continua H : [ x I — R ¢

dita ser um levantamento da homotopia H se eo H = H.
Para a prova do Teorema 12 e da Proposicao 11 necessitaremos, respectivamente, dos

Teorema 8 (Teorema do Levantamento de Caminho). Seja~y : I — S' um caminho tal que v(0) = (1,0).

Entao, ezxiste um inico levantamento % : I — R de ~y tal que 7(0) = 0.

Teorema 9 (Teorema do Levantamento de Homotopia). Seja F : I x I — S' uma homotopia tal que
F(0,0) = (1,0). Entdo, existe wm tinico levantamento F : I x I — R de F tal que F(0,0) = 0.

BICMaTt, Vorume VIII, OuTtuBro DE 2011



O Grupo FUNDAMENTAL DO CiRCULO 11

Para uma demonstracio destes teoremas veja as referéncias [1] ou [2].

Defini¢do 10. Seja v : I — S! um lago tal que v(0) = v(1) = (1,0). Definimos o grau de v como sendo

(1), onde 7 é o levantamento de v. Denotaremos este numero, 7(1), por gr(vy).

Proposicdo 11. Sejam « e 3 dois lagos em S' com ponto base (1,0). Entio o ~ 3 se, e somente se,

gr(a) = gr(B).

Prova: Suponhamos que o ~ 3. Entdo existe F': I x I — S* tal que F(t,0) = a(t), F(t,1) = B(t),Vt € I
e F(0,s) = F(1,s) = (1,0),Vs € I.

Pelo teorema do levantamento de homotopia, temos que existe um tnico levantamento F : I x I — R
de F tal que F'(0,0) = 0.

Entdo e(F(1,s)) = F(1,s) = (1,0), o que implica que F(1,s) € Z. Mas F(1,s) é uma aplicacio
continua que tem como dominio I, um conjunto conexo e como contra-dominio Z. Isto implica que F(1,s)
deve ser constante, caso contrario, terfamos que a imagem de I por F(l, s) seria desconexo, o que é uma
contradi¢io. Logo F(1,s) = kg, Vs € I.

Agora, temos que @(t) = F(t,0) e B(t) = F(t,1) sdo levantamentos de o e 3 respectivamente, pois
(eo@)(t) = e(F(t,0)) = F(t,0) = a(t) e (eo f)(t) = e(F(t,1)) = F(t,1) = B(1).

Logo gr(a) = a(1) = F(1,0) = ko = F(1,1) = B(1) = gr(8).

Reciprocamente, se gr(a) = gr(3) entdo @(1) = 3(1), onde @ e 3 sdo levantamentos de a e 3 respec-
tivamente.

Definimos H : I x I — R por H(t,s) = (1—s)a(t)+sB(t). Entdo H é uma homotopia entre @ e 3 pois
H é continua e H(t,0) = a(t), H(t,1) = B(t),vt € I, H(0,s) = (1 — s)a(0) 4+ s5(0) = @(0) = 3(0) = 0,
H(1,s) = (1 - s)a(1) + sB(1) = a(1) = B(1), Vs € I.

Agora, consideremos (eo H) : I x I — S*. Esta aplicagio é continua, pois e e H sdo continuas e,
eo H(t,0) = e(a@(t)) = a(t), eo H(t,1) = e(B(t)) = B(t),Vt € I,
eo H(0,s) =e(0) = (1,0), eoH(l,s) =e(a(l)) = a(l) = (1,0),Vs € I.
Portanto a ~ f. [

Como resultado principal apresentamos a prova do
Teorema 12. O grupo fundamental do circulo, 71 (S'), é isomorfo a Z.

Prova: Como S! é conexa por caminhos, sem perda de generalidade, podemos considerar 71 (S'; (1,0)).

Desta forma, definimos § : m1(S?; (1,0)) — Z por 6([a]) = gr(a). A proposi¢io 11 nos garante que § ¢
bem definida pois, se [a] = [f], entdo «a ~ § e portanto gr(a) = gr(S).

Mostremos que d € um homomorfismo de grupos.

De fato, sejam [a], [8] € 71(S?; (1,0)) quaisquer e @, 3 seus respectivos levantamentos com ponto inicial
0. Temos que §([a][8]) = d([a * B]). Consideremos g : I — R definida por

a(2t), se t € [0, 1],
g(t):{ al)+ B 1), setell1].

BICMat, VoruMmeE VIII, OutuBro DE 2011



12 O Gruro FUNDAMENTAL DO CIRCULO

Entéo g é continua pois, para t = %, a(1) =a(1) + B(0), desde que 5(0) = 0. Além disso,
ol 1

cog(t) = { Z(a?l(?tl’ﬁ@t ~1)), 22 ii E 21%
_{ eoa(2t), se t €0,3],
| e(@(1)).e(B(2t—1)), sete[3,1],
B { eoa(2t), se t €0,3],
| eoB(2t—1), sete[3,1],
B { a(2t), se t € [0, 1],
T B2t—1), setel[i 1],
=axf(t), Vtel.

Portanto g é levantamento de « * 5. Assim, temos que:

5([a][B]) = o([ax B]) = gr(ax B) = g(1) =a(1) + 5(1) = 6([a]) + 6([5])-

Logo ¢ é homomorfismo.

Se 0([a]) = 6([8]), entdo gr(a) = gr(B). Pela proposigdo 11, a ~ . Logo [a] = [5] e § é injetora.

Dado n € Z, consideremos « : I — S definida por:
a(t) = (cos 2mnt, sen 2wnt).

Entdo, @(t) = nt é o levantamento de «, com @(0) = 0, desde que e o @(t) = (cos 2mnt, sen 27nt) = «(t),
para todo t € I.
Assim §([a]) = @(1) = n e d é sobrejetora.

Portanto ¢ é um isomorfismo entre 7 (S!) e Z. Logo m1(S!) é isomorfo a Z. |

Abstract: Given a topological space X and xg € X, we associate by means of closed paths (or loops) in X
a group denoted by 71 (X, zg) or w1 (X) (when the space is path connected) which is called fundamental

group of X. In this work we prove that the fundamental group of the circle, 7y (S*), is isomorphic to the

integers group Z.

Keywords: fundamental group; homotopy
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O Teorema do Mergulho de Whitney

Jean Cerqueira Berni!

Orientador(a): Profa. Dra. Eliris Cristina Rizziolli

Resumo: Neste trabalho apresentaremos e demonstraremos um dos mais famosos resultados da Teoria das
Variedades Diferenciaveis, o Teorema do Mergulho de Whitney. Este teorema asserciona que uma variedade
de dimensdo k qualquer pode ser mergulhada em R?**!. Introduziremos os conceitos necessarios para isto,
como o conceito de variedade, de aplicacdo propria e de mergulho. Além disso enunciaremos teoremas
necessarios para a sua prova, como o Teorema de Sard, necessario para construir as imersoes injetoras e o
Teorema da Particao da Unidade, imprescindivel para construir aplicagoes proprias.

Palavras-chave: Variedades Diferenciaveis; Imersiao Injetora; Mergulho; Teorema do Mergulho de Whit-

ney; Fibrado Tangente; Aplicacdo Propria
1 Introducado

Uma das aplicagoes que podemos dar ao Teorema de Sard é uma prova do famoso Teorema do
Mergulho de Whitney. Uma variedade k—dimensional, X* ¢ usualmente definida como sendo um
subconjunto de algum espaco euclideano RN que pode ser enorme ao ser comparado com X*. Este
ambiente euclideano é bem arbitrario quando consideramos a variedade X* como um objeto arbitrério.
Por exemplo, se M > N, entdo RY estid naturalmente mergulhado em R, de modo que poderiamos
ter construido a nossa k—variedade em RM ao invés de em RY. Hassler Whitney, ilustre matemético
norte-americano, se perguntou o quio grande N precisa ser para que R contenha uma cépia difeomorfa
de toda variedade k-dimensional. Sua resposta preliminar foi que N = 2k + 1 era suficiente para isto; este

é o resultado que vamos provar.

2 Definicdes e Resultados Preliminares

Definicdo 1. Uma funcdo f: X C R™ — R" é diferenciavel em X quando existir um par (F,U), onde

U é um aberto de R™ e F : U D X — R” é uma funcéo de classe C(>) que satisfaz:

F
XnU

1.

Definicdo 2. Seja U C R™ um conjunto qualquer. Uma parametrizagio para U é um par (¢,U), onde
U cCRFéumabertoe ¢ : U — X Cc RN é tal que ¢ : U —» (b(U) = U é um difeomorfismo de classe
C(*). Ao difeomorfismo inverso, ¢ = ¢! : U — U, denominamos uma carta para U, ou um sistema

de coordenadas para U.

Defini¢do 3. Seja X um subconjunto de algum espaco euclidiano RY. Entdo X é uma variedade k-
dimensional se para cada x € X existir uma vizinhanca V' 3 2 que admite uma parametrizacio, (¢, f/),
com V C RF. Notagao: X*.

IFapesp - Processo 2010,/20265-0
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14 O TEOREMA DO MERGULHO DE WHITNEY

Defini¢io 4. Definimos o espago tangente de X* em z como sendo a imagem da aplicacido D¢y : RF —
RY, ie,

D¢o(R*) = T, X*.

Definicdo 5. Sejam X% e Y variedades, e f : X* — Y* uma aplicacio de classe C> quando vista de
RF em Rf. Dado = € X*, definimos a derivada de f em x, Df,, da seguinte maneira.

Suponha que (¢, U) parametrize uma vizinhanga U C X de z, e que (¢, f/) parametrize uma vizinhanca
V CY dey= f(z), tal que f(U) C V, com U C R¥ e V C R abertos, $(0) = = e 9(0) = y = f().

Temos o seguinte diagrama comutativo:

f

%YZ
»

Xk
d
U

Sabemos computar D¢y, Dy e Dhg, a dltima pela Regra da Cadeia para Espacgos Euclidianos,

h=y " tofosd 4

que conhecemos da Anélise. Por meio desta, ao tomar derivadas, obtemos o diagrama seguinte:

TIXk D4fT> Tyyf

D¢0T D%T

k— o mt
R Dha R

Como D¢g é um isomorfismo, este admite inverso, de modo que podemos definir D f, do seguinte
modo:

Dfy := D)y 0 Dhg o Dy *.

f ¢

Teorema 6 (Regra da Cadeia Generalizada para Variedades). Se X* - Y* 25 Z™ sio aplicagies

suaves entre variedades, entao vale:

D(gof)w = Dgf(z) oDfy.

Definicdo 7. Uma imersao em z € X* ¢ uma aplicacio entre variedades, diferenciavel em z, cuja

aplicacio derivada neste ponto é injetora. Explicitamente, f : X* — Y* & uma imersio em z se:
Dfy: T, X" — Ty Y*

é uma aplicacao injetora. Se f for uma imersao em todo ponto z € X, dizemos simplesmente que f é uma

imersao.

Definicdo 8. Uma aplicagdo f : X — Y é prépria se a pré-imagem de todo conjunto compacto em Y
é um conjunto compacto em X. Assim, f : X — Y ¢ propria se, dado K C Y compacto, entdo f7(K) &

compacto de X.

Definicdo 9. Um mergulho é uma imerséo injetiva e propria.
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O TEOREMA DO MERGULHO DE WHITNEY 15

Definicdo 10. Seja f : X* — Y uma aplicacio suave entre variedades. Um ponto y € Y é um valor
regular de f se, para todo x € f7({y}), Df, é sobrejetora. Observe que caso y ¢ Im(f), este se

caracteriza como valor regular por vacuidade.

Teorema 11 (Teorema de Sard). Se f : X* — Y* é uma aplicacio suave de variedades, entdo todos os

pontos de Y*, a menos de um conjunto de medida nula, sio valores requlares de f.

Um objeto ttil na prova do Teorema de Whitney é o fibrado tangente de uma variedade X* em RY.
Os espacos tangentes a X* em varios pontos sio subespacos vetoriais de R que geralmente se justapdem

uns aos outros. O fibrado tangente é um artificio para desemaranhé-los.

Definigdo 12. Seja X* uma variedade de RY. O fibrado tangente de X*, T(X*), é a reunido disjunta de

todos os espacos tangentes a X*, i.e.,

T(X*) = U T,(X) = U {2} X T(X) = {(z,v) € X* x RY;v € T,(X)}.

zeX z€X
T(X*) contém uma cépia natural de X*, consistindo do conjunto dos pontos {(x,0);z € X*}. Na dire-
¢do perpendicular a (x,0), ele contém cépias de cada espaco tangente T, X *, mergulhados como conjuntos
da forma:
{(z,v); z esta fixado}.
Qualquer aplicacio suave f : X* — Y* induz uma aplicag¢io derivada global,
Df: T(X*) — T(Y")
(,0) — (f(@),Dfa(v)).
Note que T(X*) ¢ um subconjunto do espaco euclidiano, i.e., X* € RY de modo que T(X*) ¢ RV xR¥.

Portanto, se Y* C RM entdo Df aplica um subconjunto de R?V em R?M . Mostraremos que D f é suave.

Proposicio 13. Seja f: X* — Y* uma aplicagio suave. Entio a aplicagio derivada global definida por:
Df: T(XF) — T(Y")
(z,v) +— (f(@),Dfa(v))

€ uma aplicagdo suave.

Prova: Como f : X* — RM ¢ suave, dado um ponto x € X* qualquer, ela se estende em torno dele a

uma aplicacio suave F : U = RM | segundo a Definicao 1, com U C RY aberto. Ent3o:
DF :T(U) — R*M

estende localmente D f. Mas T'(U) = U x R, um subconjunto aberto em R?Y e como DF ¢ uma aplicagio
deste conjunto aberto, com certeza é suave pela Defini¢ao 1.

Isto mostra que:
Df :T(X*) - R*M
pode ser localmente estendida em um subconjunto aberto de R?Y, a saber U x R¥, o que quer dizer que

existe um par (DF,U x RV) que estende Df em cada vizinhanca de x € X*. Pela Definicao 1, Df

éuma aplicacao suave. ™
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16 O TEOREMA DO MERGULHO DE WHITNEY

Defini¢do 14. Duas variedades X* e Y* sdo difeomorfas quando existe um difeomorfismo entre elas.

Teorema 15. Se X* e Y forem variedades difeomorfas, entio T(X*) e T(Y*) também sio difeomorfos.

Sucintamente: “variedades difeomorfas tém fibrados tangentes difeomorfos.”

Prova: Se f: X* — Y* & um difeomorfismo, entio:
Df :T(X* - T(Y"* Df e

também é. Com efeito, como f € C(*), entdo Df € C(>®). Mostraremos que Df é bijetora e admite
inversa suave.
Como:
fofl=idye : Y —=Y" e flof=idye: X" — XF
tomando a derivada em ambos os membros da primeira destas equacoes, temos que:

DfoDf ™' = Idpye : T(Y") = T(Y)

ou seja, Df admite inversa & direita. Ademais, tomando a derivada em ambos os membros da segunda

destas equagoes, temos que:
Df ' oDf = Idpixey : T(X*) — T(XF)

ou seja, Df admite inversa a esquerda.

Assim D f admite uma inversa, a saber, Df~!. Como f~! ¢ suave devido ao fato de f ser difeomorfismo,
segue que Df~! é suave.

Logo, por defini¢io, Df é um difeomorfismo entre T(X*) e T(Y*) pois é bijetora, suave e tem inversa

suave. ]

Como um resultado, 7(X*) ¢ um objeto intrinsecamente associado a X*, ou seja, ele ndo depende do

espaco euclidiano circundante, mas tao somente da variedade X*.

Proposicdo 16. O fibrado tangente de uma variedade é também uma variedade, e ainda:
dim T(X*) = 2dim X*.

Prova: Se W ¢ um subconjunto aberto de X*, e portanto também uma subvariedade, entdo T(W) é o

subconjunto:

T(X*)n (W x RY) c T(X*).

Como W x RY ¢ aberto em X* x R, T(W) é aberto na topologia de T'(X*) por ser intersegio de um
aberto de X* com T'(X*). Agora, como X* ¢ uma variedade, podemos tomar W parametrizivel, ou seja

é a imagem de uma parametrizacdo. Isto quer dizer que existe uma (¢, W), com W C R¥ aberto e:
oW =W =gp(W)

difeomorfismo. Entéo:

D¢ : T(W) — T(W)
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& um difeomorfismo pelo Teorema 15. Mas T(W) = W x R* & subconjunto aberto de R?*, entdo D¢
serve para parametrizar o conjunto aberto T'(W) C T(X").

Assim, dado um elemento qualquer (z,v) € T(X*), como X* ¢ variedade, 2 admite uma vizinhanca
W > z parametrizavel por (¢,W), com W C R*. Tome para vizinhanca de (z,v) em T(X*) o conjunto
T(W). Temos que T(W) é aberto e que (z,v) € T(W). Podemos parametrizar T'(W), por sua vez, pelo
par (D¢, W x R¥), onde W x R¥ c R?* é aberto. Segue-se que T'(X*) é variedade e tem dimensio igual

ao dobro da dimensio de X*, ou seja:
dim T(X*) = 2dim X*.
]

Definicdo 17. Um conjunto que satisfaz uma propriedade a menos de um conjunto de medida nula é dito

satisfazer aquela propriedade para quase todo ponto.
O teorema a seguir é imprescindivel para a demonstragido do Teorema do Mergulho de Whitney:
Teorema 18. Toda k—variedade admite wuma imersdo injetora em R?F+1,

Prova: Analisemos dois casos:

Caso 1: Se X* ¢ RY ¢é k—dimensional e N > 2k + 1. Neste caso, mostraremos que X* ja esta
mergulhado em R?**1 por produzir uma projecio linear m : RY — R2*+1 que se restringe a uma imersio
injetora de X*, i.e.,uma projecio tal que:

| =mor: Xk — RI*HL
Xk
é uma imersao injetora.

CASO 2: Se X* ¢ RN ¢ k—dimensional e k < N < 2k + 1.Procedendo indutivamente, provaremos que
se m: X* - RM & uma imersio injetora com M > 2k + 1, entdo existe um vetor unitario a € RM tal que
a composicdo de f com a projecio levando RM sobre o complemento ortogonal de @ é ainda uma imersio
injetiva. Agora, o complemento:

H=[{a}]* ={bcR”:bla}

é um subespaco vetorial (M — 1)—dimensional de RM | portanto, isomorfo a R™~1; logo, obteremos uma,
imersdo injetora em RM 1,
Facamos isto.

Defina uma aplicagao:
h: XFxXkEFxR — RM
(‘T’yat) — t(f(‘r) _f(y))
Também defina a aplicacao:
g: T(XF) +— RM
(z,v) = Df(v).

Como M > 2k + 1, o Teorema de Sard implica que existe um ponto a € RM que é valor regular

de h e valor regular de g. Tome um a que ndo seja imagem de nenhum ponto, ou seja, 3a € RM tal que
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18 O TEOREMA DO MERGULHO DE WHITNEY

a ¢ Im(h) N Im(g). Note que a # 0, ji que 0 pertence as duas imagens. Basta tomar, por exemplo,
(z,2,t) € X¥ x X* x R e teremos h(x,z,t) = 0, e para g basta tomar o par (z,0), e teremos g(z,0) = 0.

Seja 7 a projecdo de RM sobre o complemento ortogonal H de a, ou seja:
7 :RM — [{a}]*.

Considere agora 7o f : X¥ — H. Mostraremos que, a menos de um isomorfismo, esta é a imersio

injetora procurada.

(i) mo f: X¥ — H é uma aplica¢do injetora.

De fato, sejam z,y € X tais que 7o f(x) = 7o f(y). Entdo:

m(f(z) = f(y)) =0

ou seja, f(x)— f(y) ndo tem componentes em H = [{a}]*. Como f(z)— f(y) € RM = [{a}]| D [{a}]*.

Entdo f(x) — f(y) € [{a}]. Isto quer dizer que existe ¢ € R tal que f(z) — f(y) = ¢ -a. Se por

acaso tivéssemos x # y, entdo teriamos ¢t # 0, pois f é injetora. Mas, entdo teriamos h(z,y, %) =a,

contradizendo a escolha de a. Concluimos com isto que 7o f : X* — H é uma aplicacdo injetora.
(ii) mo f : X* — H & uma imersio.

Mostraremos isto por absurdo. Suponha que exista v € T, X*, v # 0 tal que D(7o f), -v = 0. Como

7 é linear, da Regra da Cadeia tiramos:
D(mo f)y =mwoDf,.

Logo, 7 o Df,(v) = 0, de modo que Df, - v ndo tem componentes em [{a}]*. Logo, como Df, - v €
RM = [{a}|®[{a}]*, segue-se que D f,-v € [{a}]. Assim, existe um escalar ¢ € R tal que Df,-v =t-a
com f imersdo. Isto que dizer que Df, - v # 0, ou seja, t # 0. Mas, entdo teriamos g(z, %) =a, de

novo contrariando a escolha de a. Concluimos que 7o f : X* — H ¢ uma imersio.

Deste modo, por (i) e (i), mo f : X¥ — H é uma imersio injetora de X* em um espaco vetorial
isomorfo a RM—1,

Se ¢ : H — RM~1 ¢ o isomorfismo, temos que gormo f : X* — RM~1 8 uma imersio injetora prépria. m

Para variedades compactas, imersdes injetoras f : X* — Y* sdo o mesmo que mergulhos. De fato,
sendo f suave, a pré-imagem de qualquer compacto K C Y* é fechada (pela continuidade de f) e limitada,
(pela compacidade de X*), logo f é propria. Ademais f é imersdo injetora, de modo que nés provamos o

Teorema do Mergulho para o caso em que X* é compacto.

Teorema 19 (Particio da Unidade). Seja X C RY um subconjunto arbitrdario. Para qualquer cobertura de
X por abertos (relativos) {Uy}o existe uma sequéncia de funcgoes suaves, (0;)ien em X chamada parti¢do

da unidade subordinada & cobertura {Uy}o com as sequintes propriedades:
(a) 0 <6;(x) <1 para todo x € X e todo i € N;
(b) Cada x € X admite uma vizinhanga na qual um nidmero finito de fungdes 6; nao € identicamente

nula, i.e., existe uma vizinhanga de x em X onde a sequéncia (0;);en € identicamente nula a menos

de um nidmero finito de indices;
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(¢) Cada funcgdo 0; tem suporte compacto;

(d) Para cada x € X, tem-se:

(observe que, de acordo com o item (b), esta soma é sempre finita.)
Corolério 20. Em qualquer variedade X* podemos definir uma aplicacio propria p: X* — R.

Prova: Seja {U,} a colecio de subconjuntos abertos de X* que tém fechos compactos, e seja 6; a particio
da unidade subordinada. Entao:
p: XF — R
r o ple) = YT, ()
é uma funcdo suave bem definida. Se p(z) < j, entdo, obviamente pelo menos uma dentre as j funcdes

01, ,0; deve ser ndo nula em x. Portanto p™'([—j, j]) estd contido em

Utaltuta) #0)

um conjunto com fecho compacto, devido ao item (c) do Teorema da Particao da Unidade, e assim é
limitado. Mas todo conjunto compacto em R esta contido em algum intervalo [—j, j] para j suficientemente
grande, posto que compacidade em R é sindnimo de fechado e limitado. Logo, fazemos assim:

Seja K C R um conjunto compacto. Entao existe um natural j € N suficientemente grande para o qual
K C [~j,j]- Pelo acima, provamos que p'([—7, j]) é compacto, logo, limitado. Sendo p uma aplicagio
continua, p”(K) é fechado. Ademais, p™(K) C p”([—j, j]) é limitado. Portanto, p”(K) é compacto. Assim

concluimos que p é uma aplicacao propria. ]
3 O Teorema do Mergulho de Whitney e sua Demonstracdo
Teorema 21 (Teorema de Whitney). Toda k—variedade pode ser merqulhada em R**+1,

Prova: Tome uma imersdo injetora de X* em R**1 o : X* — R?*+1 garantida pelo Teorema 18.

Compondo com qualquer difeomorfismo de R?**1 em B(0,1) c R?**+1, digamos:

§: RZ*HL ——  B(0,1)
z
P s
1+ |z
obtemos uma imersdo injetora f = §o ¢ : X* — B(0,1), ou seja, tal que |f(z)| = |§ o ¢(x)| < 1 para todo
re Xk

Seja p : X* — R uma funcéo propria garantida pelo Corolario 20, e defina uma nova imersao injetora:

F: XF — R2k+2

r o Fx) = (f(2),p(x)).

Agora cairemos no teorema para R?**! se compusermos F' com uma projecio ortogonal:

7 R*H2 5 = [{a}]*
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onde H é o espaco vetorial perpendicular a um vetor unitirio adequado a € R?**2_ que escolheremos
posteriormente. Como no teorema anterior, podemos escolher quase que qualquer ponto do contradominio
para esta construcao, pois pelo Teorema de Sard, quase todo ponto do contradominio é valor regular
de F.
Mostraremos que a aplicacdo 7o F : X* — H é, a menos de um isomorfismo, o mergulho procurado.
A aplicacéo:

roF:XF s H

¢ uma imersdo injetora para quase todo a € S?**1 devido ao Teorema de Sard, pois F : X* — R?++2 &
uma imersao para quase todo a € S?*+1 c RZ++2,

Assim, podemos tomar um a que nao pertence a nenhum dos polos desta esfera, ou seja a # (0,...,0,+1).

Provaremos que 7 o F' é uma aplicagao propria por absurdo.

Afirmacgao: Dada qualquer cota ¢, afirmamos que existe outro niamero d tal que o conjunto de pontos
em X* tal que: |7 o F(x)| < c est4 contido no conjunto dos pontos onde |p(z)| < d.

Mostraremos que se esta afirmacao for falsa, a serd um dos polos da esfera, o que contrariard a sua
escolha.

Suponha que a afirmacio seja falsa. Entdo existe uma sequéncia de pontos (z;);ey em X* para a qual
| o F(x;)| < ¢ mas p(x;) — oo.

Lembremos que, por defini¢do, para todo z € R?*+2 o vetor 7(z) é aquele ponto em H tal que z — ()

é multiplo de a. Entdo F(z;) — 7o F(x;) é um multiplo de a para cada i, e logo o vetor:

1
p(zi)

[F(x;) — 7o F(x;)]

w; =

também é.
Considere o que acontece conforme i — 0o:

Fzi) _ (f(%')
p(i) p(z;)

,1)—>(o,...,0,1)

porque |f(z;)| < 1 para todo i € N. O quociente:

7o F(z;)
p(w;)
tem norma menor ou igual a —<=, entdo converge para zero. Portanto, w; — (0,...,0,1). Mas cada w; é
p(xi)
um miltiplo de a; logo, por continuidade, (0,...,0,1) também é mltiplo de a € S?**1. Concluimos que

a deve ser ou o polo norte ou o polo sul de S?**1, o que é um absurdo pois contraria a escolha de a.

A afirmacao, portanto, é verdadeira.

Consequentemente, a pré-imagem sob w o F' de toda bola fechada em H é subconjunto compacto de
X*, de modo que 7o F & propria. Logo o F' é o mergulho procurado, a menos de um isomorfismo.

Logo, qualquer k—variedade pode ser imersa em R2¥+1, [
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Abstract: In this paper we shall present and prove one of the most important results of the Differentiable
Manifolds Theory, Whitney’s Embedding Theorem. This theorem asserts that a k—dimensional manifold
can be embedded into the space R%**1. We also shall introduce the necessary concepts to do this, as,
e.g., the differentiable manifold concept, the proper application concept and the notion of an embedding.
Herewith we enunciate necessary theorems for its demonstration, as the Sard’s Theorem on proving the
existence of one-to-one immersions and the Partition of Unity Theorem needful for proving the existence
of proper applications.

Keywords: Differentiable Manifolds; One-to-one Immersion; Embedding; Whitney’s Embedding Theorem;
Tangent Bundle; Proper Application
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A Distribuicao Exponencial, Teoria da Confiabilidade e Aplicagoes
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Resumo: A Distribui¢do Exponencial desempenha importante papel na estatistica. Devido sua propriedade
de falta de memoria,é um modelo de distribuicao de probabilidade muito usado na descricao de uma grande
classe de fendmenos e nos assuntos da teoria da confiabilidade, assim como em problemas de tempo de

espera.

Palavras-chave: Distribuicdo Exponencial; Teoria da Confiabilidade

1 Distribui¢do Exponencial

Definicdo 1. Uma varidvel aleatéria continua X, que tem todos os valores ndo-negativos, terd uma dis-
tribuigdo exponencial com parametro o > 0, se sua fun¢do densidade de probabilidade (f.d.p.) for dada

por:

c.C.

o= g 220

Figura 1.1: Dist. Exponencial
Note que f é uma fdp:
o f(z)=ae ** >0, Vx>0

oo o0 1 00
o / flx)dx = / ae”¥Wdp=——| =1
—o00 0

e**lo
1.1 Propriedades da Distribui¢do Exponencial

Seja X uma variavel aleatoria com distribuicio exponencial e parametro o > 0 (notagdo X ~ E(«)).

1. A funcéo de distribui¢do acumulada crescente F' de X é dada por:

ae”¥dt=1—e"% >0

F(z) = P(X <) = /0 =

0, c.c.

2. O valor esperado de X é:

E(X) = é
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De fato, sabemos que F(X) = / xf(x)dx , entdo
0

EX) = /0 zae” YWdr = (—xe” ")

oo 0 1
+ / le™*®dx =
0 0

2|

3. A variancia de X é:

Calculemos E(X?).

Logo, temos que:

4. Uma propriedade importante da distribuicao exponencial é a falta de memoria, ou seja,
P(X >t+s|X >s)=P(X >1).
De fato,

P(X>t+s5X>s)

PX>t+sX>s)= XS5

ae” *dx
_PX>t+s) /Hs _ et =e ™ =P(X >1t).

P(X > s) /OO o= gy e=os

2 Aplicagdes

1. O intervalo de tempo, em minutos, entre as emissoes consecutivas de uma fonte radioativa é uma
varidvel aleatoria com distribui¢io exponencial, X ~ E(0,2). Qual a probabilidade de haver emissio em

um intervalo inferior a 2 minutos?

2
P(X <2)= / Be Prdz, B =0,2.
0

Portanto,

2
P(X <2)= / 0,2 %2%dy =1 — 704,
0

Qual a probabilidade de que o intervalo seja superior a 7 minutos, sabendo que ele € superior a 5

minutos?

P(X>7X>5)=P(X>2)=1-P(X <2)=e %
2. Suponhamos que a duragio da vida T, em horas, de determinada vdlvula eletronica seja uma varidvel
aleatoria com distribuicdo exponencial, com pardmetro 3. Ou seja,

,ﬁt
f(t){ﬂe , t>0

0, c.c.

Uma mdquina que emprega esta vdlvula custa Cy ddlares/hora de funcionamento. Enquanto a mdquina

estd funcionando, um lucro de Cy délares é obtido. Um operador deve ser contratado para um nimero de

BICMaTt, Vorume VIII, OuTtuBro DE 2011



A DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL, TEORIA DA CONFIABILIDADE E APLICAGOES 25

horas pré-fixzado, H, e recebe um pagamento de Cs délares/hora. Para qual valor de H, o lucro esperado
serd mdximo?

Inicialmente, obteremos uma expressao para o lucro L,

L(T)* CQH*Clech, T>H
T\ CT —CO\T —C3H, T<H

Note que L é uma variavel aleatoria, pois é funcdo de T. Calculemos, entdo, o valor esperado do

lucro L.

H
E(L) = H(Cy — Cy — C3)P(T > H) — CsHP(T < H) + (Cy — Cl)/ thePdt =
0
= H(Cy = C1 = Cy)e™ M = GyH(1 = =) 4 (Co = C)[B7 = ™7 (571 4 H)] =
= (Cy—Cy)[He M 4 g71 —e (37 4 H)] — C3H =

= (Cy— )|~ = pte ] — C3H.

A fim de obtermos o valor méximo de E(L), derivaremos em relagdo a H e igualaremos tal derivada a

zero. Sendo assim, teremos:

dE(L
% = (02 — Cl)eiﬂH — Cg
FE(L
dd—I({):O<:>(CQ_Cl)e_BH_C3:0<:>(CQ_Cl)e_ﬂH:C3<:>
C C C
—BH _ __ 3 qpeBH —n( —2 _BH =1In(—2_).
S e 02_Cl<i>ne n<02_01)<i> I} n Cy_Ch
Portanto,

H=-3"h <7CQC_301>.

A fim de que a solugdo acima tenha significado, devemos ter H > 0, o que ocorre se, e somente se,

C3

0< —
<02*C1<

1.

O que implica
(02*01)>0 e (02701703)>0.

No entanto, a ultima condicao exige apenas que os dados de custo sejam de tal magnitude que um
lucro possa ser auferido.

Suponha, em particular, que 3 = 0,01 , C; = R$ 3,00, Cy = R$ 10,00 e C3 = R$ 4, 00.

Neste caso, H = —1001n (%) = 55,9 horas = 56 horas. Portanto, o operador deve ser contratado para

56 horas, de modo a alcangar o méximo lucro.

3 Teoria da Confiabilidade

Suponha que estejamos considerando um componente, o qual é submetido a alguma espécie de “esfor¢o”.
Isto pode constituir uma viga sob uma carga, um dispositivo eletrénico posto em servigo. Suponha que,
para cada um destes componentes, um estado que denotaremos como “falha” possa ser definido. Dessa

forma, a viga de ago pode romper-se ou quebrar, ou o dispositivo eletronico pode deixar de funcionar.
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Se esse componente for posto sob condicoes de esforco, em algum instante especificado, digamos t = 0, e
observado até que falhe, a duracdo até falhar ou duracao de vida, T, pode ser considerada uma variavel

aleatoria continua com alguma f.d.p. f.

Definicdo 2. A confiabilidade de um componente (ou sistema) na época ¢, R(t), é definida como R(t) =

P(T >t), onde T é a duragdo da vida da componente. R é denominada fun¢do de confiabilidade.

Além da funcdo de confiabilidade R, outra funcido desempenha importante papel na descri¢do das

caracteristicas de falhas de uma pega.

Definicdo 3. A taza de falhas (instantanea) Z (algumas vezes denominada taxa de risco) associada a

variavel aleatoria T' é dada por

definida para F'(t) < 1.

3.1 A Lei de Falhas Exponencial

Uma das leis de falhas mais importantes é aquela cuja duracao até falhar é descrita pela distribuigio
exponencial. Um modo de caracteriza-la de forma simples é supor que Z(t) = « (constante). Uma

consequéncia imediata desta hipotese é que a f.d.p. associada a duracdo de falhar T', seja dada por
f(t)=ae ™, t>0.

A reciproca disto é, também, imediata: Se f tiver a forma acima, R(t) =1 — F(t) = e~ e, portante,

Z(t) = % = a. Deste modo, concluimos o seguinte resultado:

Teorema 4. Seja T, a duracao até falhar, uma varidvel aleatoria continua, que tome todos os valores
nao-negativos. Entao, T terd uma distribuicdo exponencial se, e somente se, tiver uma taza de falhas

constante.

Exemplo 5. Se for dado o parametro « e R(t) for especificada, podemos achar ¢, o nimero de horas, por

exemplo, de operagdo. Desde modo, se a = 0,01 e R(t) = 0,9, teremos
0,9 =e 0"

Dai, ¢ = —1001n(0,9) = 10,54 horas. Logo, se cada um de 100 desses componentes estiver operando

durante 10, 54 horas, aproximadamente 90 ndo falhardo durante aquele periodo.

4 Conclusao

A distribui¢do exponencial, cuja fun¢do densidade de probabilidade é de grande facilidade para se
trabalhar matematicamente, tem grandes aplicagoes em diversas areas do conhecimento, como engenharia,
biologia, medicina. E muito utilizada em teoria da confiabilidade, anélise de sobrevivéncia, teoria de

filas,etc.
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Abstract: The Exponential Distribution has an important function in Statistics. Because of the “memory-

lessness” property, this is a model very common to describe a huge class of phenomenon and to discuss
about Reliability Theory.

Keywords: Exponential Distribution; Reliability Theory
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O Modelo de Lotka-Volterra

Mariana Marques'

Orientador(a): Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

Resumo: Esse trabalho tem como objetivo, estudar o modelo de Lotka-Volterra, que se refere ao compor-
tamento de duas espécies de animais que se interagem na forma predador-presa. Veremos a partir deste
modelo, a situacao em que uma das espécies, no caso o predador, se alimenta de outra, a presa, enquanto
esta se alimenta de outro tipo de alimento. Temos como exemplo ledes e veados em uma floresta fechada:

os ledes cacam os veados, que se alimentam da vegetagao da floresta.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais; Lotka-Volterra

1 Introducado

Vamos denotar por x e y as populacgoes, respectivamente da presa e do predador, em um instante .

Ao construir a interagdo entre essas duas espécies, fazemos as seguintes hipoteses:

1. Na auséncia do predador, a populacao de presas aumenta a uma taxa proporcional & populacao atual;

assim Cfi—f =ax, a > 0, quando y = 0.
2. Na auséncia da presa, o predador é extinto; assim % = —cy, ¢ > 0, quando = = 0.

3. O namero de encontros entre presa e predador é proporcional ao produto das duas populagoes.
Cada um desses encontros tende a promover o crescimento da populacao dos predadores e a inibir o
crescimento da populacido das presas. Assim, a taxa de crescimento da populagdo dos predadores é
aumentada por um termo da forma yxy, enquanto a taxa de crescimento da populacao das presas é

diminuida por um termo da forma —axy, onde v e « sdo constantes positivas.

Essas hipoteses nos levam as seguintes equagoes:

dx

d
I =ax — azy = z(a — ay), Y _ —cy +yry = y(—c+ yx). (1.1)

dt

As constantes a, ¢, a e v sdo todas positivas; a e ¢ sdo as taxas de crescimento da populacido de
presas e a taxa de morte da populacao de predadores, respectivamente, e a e v sao medidas do efeito
da interacdo entre as duas espécies. As equagOes do sistema (1.1) sdo chamadas equagoes de Lotka-
Volterra. Foram desenvolvidas em artigos escritos por Lotka em 1925 e por Volterra em 1926. Embora
essas equagoes sejam simples, elas caracterizam uma grande classe de problemas. Temos como objetivo
neste trabalho determinar o comportamento qualitativo das solugdes do sistema (1.1) para valores iniciais

positivos arbitrarios de x e de y.
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30 O MobpELO DE LOTKA-VOLTERRA

2 Preliminares

Para estudar o Modelo de Lotka-Volterra alguns resultados sao necesséarios e serdo apresentados a

seguir:

2.1 Equagdo Diferencial Ordinaria

Sejam ¢t um ntmero real, D um subconjunto aberto de R**! e f : D — R™ uma funcdo continua e

denotemos & = ‘fi—f. Uma equagao diferencial € uma relacao da forma
x(t) = f(t,xz(t)) ou simplesmente & = f(t,x). (1.2)

Dizemos que x ¢ uma solugdo de (1.2) sobre um intervalo I C R, se x for uma func¢éo continuamente
diferenciavel no intervalo I, (¢,z(t)) € D para todo t € I e z satisfaz (1.2) em I.

Suponha que (tg,x0) € D. Resolver um problema de valor inicial para a equagao (1.2) consiste em
encontrar um intervalo I contendo to e uma solucdo z de (1.2) satisfazendo x(tg) = . Escrevemos este

problema como

() = f(t, (), z(to) =x0, te€l. (1.3)

Dizemos que uma fungao f(t,z) definida em D C R™*! & localmente Lipschitziana em z se para todo

conjunto fechado e limitado U C D, existir K = Ky > 0 tal que

|f(t,x) = f(t,y)] < Klz -yl

para (t,x), (t,y) em U.

Observemos que se f(t,z) for de classe C! na segunda varidvel em D, entdo f(t,z) é localmente
Lipschitziana relativamente a x.

Vamos enunciar os resultados que garantem a existéncia e unicidade de solucdo de (1.2) cujas demons-

tragdes podem ser encontradas em Hale [4].

Teorema 1. Se f for continua em D, entdo para todo (to,zo) € D, existe pelo menos uma solug¢io de

(1.2) passando por (to,xo).

Teorema 2. Se f(t,x) for continua em D e localmente Lipschitziana na varidvel x, entdo para todo

(to,zo) € D, existe uma unica solugdo x(t,to,xo) de (1.2) passando por (to,xo).

2.2 Estabilidade de Ponto de Equilibrio

Nesta secao apresentamos conceitos da teoria de estabilidade que consiste em analisar o comportamento
da solugdo de uma equagdo diferencial ndo linear © = f(x) sem explicité-la, isto é, a analise é feita apenas
considerando as hip6teses impostas sobre a funcao f.

Neste estudo, as solugcoes constantes da equacao desempenham um papel importante pois, estando
garantida a condicdo de unicidade de solucao para o problema com condicao inicial dada, as demais
solugoes devem se aproximar ou se afastar das solugoes constantes, ou até mesmo oscilar, mas sem pontos

em comum com as solugoes constantes.
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Neste trabalho vamos considerar equagoes auténomas, ou seja, da forma

i=f(x) ou i(t) = f(a(t)) (14)

em que [ :  — R™ é continua, {2 um aberto de R" e f depende somente de x e ndo depende explicitamente
da variavel independente t.

Uma propriedade importante desta equacdo é que, se z(t) for uma solucdo de (1.4) sobre um intervalo
(a,b), entdo para algum ntimero real ¢, a solugdo y(t) = z(t — ¢) é uma solugdo de (1.4) sobre o intervalo

(a+¢,b+c), isto &,
yt) = &(t — ) = fz(t — ) = f(y(t)).

Consequentemente, supondo que temos existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema
&= f(x), x(to) = o (L.5)
podemos afirmar que x(t) é solugdo de (1.5) se, e somente se, y(t) = x(t + to) for solugdo de
&= f(z), x(0)=xo.

Portanto, para equacoes auténomas, podemos considerar condi¢oes iniciais comegando no tempo zero.
Uma caracterizagao das solugbes constantes x(t) = Z é que f(Z) = 0 e equivalentemente, se f(z) = 0

entdo x(t) = Z serd uma solucdo da equacdo. Neste sentido, temos a seguinte definigdo:
Definicdo 3. Um ponto Z € R™ é chamado ponto de equilibrio da equagdo ¢ = f(z) se f(z) = 0.
A partir dos pontos de equilibrio da equacgao, vamos apresentar a defini¢cdo de estabilidade.

Definicdo 4. Um ponto de equilibrio Z da equagdo & = f(z) é estavel se, para todo ¢ > 0, existir um
0 = d(e) > 0 tal que, para todo x¢ para o qual ||zo — Z|| < §, a solucdo ¢(t,z9) de & = f(x) através de o

em t = 0 satisfaz a desigualdade ||p(¢, 7o) — Z|| < €, para todo ¢t > 0.

Podemos dizer que um ponto de equilibrio T é estavel, se toda solucao comecando perto do ponto de
equilibrio permanece em uma vizinhanca de Z no decorrer do tempo.

Dizemos que um ponto de equilibrio Z é instavel se nao for estavel, ou seja:

Definicdo 5. Um ponto de equilibrio Z da equacdo & = f(x) é instéavel se existir ¢ > 0 tal que, para todo

0 > 0 existem zg com ||zg — Z|| < § e ty, > 0 tal que ||p(ts,, To) — T|| > €.

A proxima defini¢do diz que uma solugdo, comecando proxima de Z, ndo apenas permanece proxima,

mas acaba tendendo ao ponto de equilibrio, & medida que o tempo passa.

Definicdo 6. Um ponto de equilibrio Z da equacdo @ = f(x) é assintoticamente estavel se for estavel e,

além disso, existir um r > 0 tal que tlim ©(t,x0) = T para todo xg satisfazendo a desigualdade ||zg—Z|| < 7.
— 00
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2.3 Foérmula da Variagdo das Constantes

O modelo a ser estudado é um sistema da forma,
&= Az +g(t), (1.6)

que é uma equacdo diferencial ndo auténoma sendo g uma funcio de classe C! e A uma matriz real de

ordem n. Sendo x(t) uma solucéo da equacgio (1.6), consideremos uma nova variavel y(t) dada por

y(t) = e~ a(t), (1.7)

em que e & matriz fundamental da equacdo linear & = Ax. Derivando a equacdo (1.7) em funcdo de t,

temos

g = —Ae Ay e A (1.8)
Substituindo a equagdo (1.6) em (1.8), obtemos
g=eMg(t). (1.9)
Supondo a condigdo inicial z(tg) = z para a equagio (1.6), temos:
y(to) = e AMoxy,.

Integrando a equacdo (1.9) em ambos os lados no intervalo [tg, t], temos
t
y(t) = e Atogg +/ e 4%g(s)ds (1.10)
to

e utilizando (1.7), obtemos

¢
z(t) = eAtt0) g 4 eAt/ e A%g(s)ds. (1.11)

to

A expressdo dada por (1.11) é chamada de Férmula da Varigdo das Constantes.

2.4 Linearizac¢do de Sistemas de Equagdes Diferenciais

Vamos mostrar que, sob certas condigoes, o tipo de estabilidade de um ponto de equilibrio de uma
equacao diferencial planar ndo linear é determinado pela aproximacao linear do campo vetorial f em uma
vizinhanca suficientemente pequena do ponto de equilibrio. Encontraremos um sistema linear que, ao
fazer um estudo dos autovalores da matriz desse sistema, diremos qual € o tipo de estabilidade do ponto
de equilibrio para a equagao nao linear.

Consideremos a equagao @ = f(z), com f = (f1, f2) de classe C* e

i) (o)
Df(x) = o o
o (1) g (@)

a matriz Jacobiana de f no ponto z.

Definicdo 7. Se Z for um ponto de equilibrio para a equagio & = f(z), entdo a equacido diferencial linear
& =Df(Z)x

é chamada de equacao linear variacional ou a linearizacao do campo vetorial f no ponto de equilibrio Z.
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De acordo com Hale/Kogak [5], para que um ponto de equilibrio Z seja assintoticamente estavel para
a equagdo nao linear & = f(z), basta os autovalores da matriz Jacobina D f(Z) da equagao ¢ = D f(z)x

terem parte real negativa. Antes de enunciar este resultado, vamos demonstrar o seguinte fato:

Lema 8. Seja A uma matriz real de ordem m tal que a parte real do autovalor \; de A, denotada por
R();), € negativa para todo autovalor X\;. Seja o um nimero real positivo tal que o < —R(\;), para todo

\j. Entio, existe K > 0 tal que ||e?t|| < Ke™, para todo t > 0.

Prova: Seja P uma matriz ndo singular tal que P~'AP = .J, onde .J ¢ a forma canénica de Jordan de A.

Sabemos que

PfleAtP: e(PflAP)t :e.]t eAt _ PeJtpfl, ||€At|| < ||P|| ||P71|| ||e.]t||

)

m m
e < D M1l ()] =Y e s (1)),
j=1 j=1

em que p;(t) sdo polinomios. Seja S tal que 0 < o < f < —R(\;) para todo Aj, logo R(};) < —8 < —a.
Assim, . -
eI <> e D ps ()] <Y e Hps(t)] = e Plq(t) = e e PVl (1).
j=1 j=1
Como 8 — a > 0, existe K > 0 tal que e~(#~®)!q(t) < K, para todo ¢t > 0. Portanto, |[e?!|| < Ke™ "
Pelo lema concluimos que, se R();) < 0 para todo autovalor A\; de A, entdo toda solugdo de & = Ax é

limitada no futuro. u

Observemos que se o ponto de equilibrio nao for a origem, faz-se uma mudanca de varidvel e trabalha-
se com um sistema linear em que a origem é ponto de equilibrio. Através da andlise dos autovalores da
matriz D f(Z), temos o tipo de estabilidade do ponto de equilibrio para a equagao linear associada que,
em geral, se mantém para a equacdo nao linear. A origem do sistema linear pode ser classificado como
atrator, ponto espiral, ponto de sela, ponto modal e centro.

Nao trataremos desta classificagdao neste texto, mas enunciamos os seguintes resultados:

(i) Se a origem for um atrator para o sistema linear (SL) associado, entdo também o serd para o sistema

nao linear (SNL).
(ii) Se a origem for um ponto espiral para o SL, entdo também o seré para o SNL.
(iii) Se a origem for um ponto de sela para o SL, entdo também o serd para o SNL.

(iv) Se a origem for um ponto nodal dos tipos A e B (autovalores negativos) para o SL, entao também a
origem é ainda um ponto nodal para o SNL.
(v) Se a origem for um centro para o SL, entdo a origem pode ser um centro ou um ponto espiral para o

SNL.

(vi) Se a origem for um ponto nodal do tipo D (tinico autovalor negativo com multiplicidade algébrica 2)

para o SL, entdo a origem pode ser um nd ou um ponto espiral para o SNL.

Sera provada apenas uma parte desse resultado a seguir, devido a extensdo de sua demonstragio, mas

o restante da prova pode ser encontrado no livro de Coddington [3].
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Teorema 9. Seja f uma funcdo de classe Ct. Se todos os autovalores da matriz Jacobiana D f(Z) tiverem
parte real negativa, entdo o ponto de equilibrio T da equagdo diferencial & = f(x) serd assintoticamente

estdvel.

Prova: Para estudar a estabilidade do ponto de equilibrio Z, é conveniente introduzir uma nova variavel:

y(t) = alt) - 7

tal que o ponto de equilibrio Z de & = f(z) corresponda ao ponto de equilibrio y = 0 da equagao diferencial
y=fly+2). (1.12)
Usando a Férmula de Taylor, podemos expandir a funcdo f(y + ) na variavel y, obtendo

fly+2)=f(@)+ Df(@)y+g(y) (1.13)

em que lim M =0, e como

y=0 [[y]| ) )
g(y) = fly+2) — Df(2)y

segue que ¢g(0) = 0 e utilizando as equagoes (1.12) e (1.13) temos
y=Df@)y+9(y)- (1.14)

Observamos que y(t) = 0 é solucdo de (1.14) e, portanto, y = 0 é um ponto de equilibrio de (1.14), que
equivale ao ponto de equilibrio Z de & = f(z). Portanto, provaremos que o ponto de equilibrio y = 0 de
(1.14) é assintoticamente estavel.

Como ¢(0) = 0 e utilizando o Teorema do Valor Médio para a fungdo g, temos que, para algum m > 0,

existe um € > 0 tal que

lg(y) — g(O)|] <mllyl| se [yl <e. (1.15)

Retornando a equagdo diferencial (1.14), seja y(t) solugdo de (1.14) satisfazendo a condigdo inicial

y(0) = yo que, pela Formula da Variagdo das Constantes é dada por

t
y(t) =PIy, +/ PIOE=)g(y(s))ds. (1.16)
0

Considerando que as constantes K e « dadas pelo lema 8, sejam m > 0 tal que que mK < a e e >0

escolhido tal que (1.15) seja satisfeita. Como g(0) = 0, entdo
t
ly(OI < Ke™*|yol| +/ Ke=*"=ml|y(s)||ds (1.17)
0
com ||y(s)|| < e para 0 < s < t. Multiplicando ambos os lados da desigualdade (1.17) por e**, temos:

t
e y(t)| §K||y0||+/ Kme®|[y(s)]|ds. (1.18)
0

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (1.18), obtemos

e ly@) < Kllyolle™™". (1.19)
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Finalmente, multiplicando ambos os lados de (1.19) por e~!, obtemos a estimativa procurada:
ly@I] < Kllyolle™ @~ ™" para ||y(1)]| < e. (1.20)

Para terminar a prova, escolha ¢ > 0 tal que K < €. Se ||yo|| < J, entdo a desigualdade (1.20) garante
que ||ly(t)|] < € desde que a — Km > 0. Portanto, a solugao y(t) existe para todo t > 0 e a solugdo
de equilibrio y = 0 de (1.14) é estavel. Também pela desigualdade (1.20), temos que y(¢) — 0 quando

t — 400 se ||yo|| < d. Consequentemente, y = 0 é assintoticamente estavel. ]

2.5 O Modelo de Lotka-Volterra

O sistema (1.1) pode ser analisado da seguinte maneira:
Os pontos criticos sao as solugoes de z(a—ay) = 0, y(—c+~yx) = 0, isto &, os pontos (0,0) e (¢/v, a/).
Vamos examinar primeiramente as solucoes do sistema linear associado proximas de cada ponto critico.

Em uma vizinhanca da origem, o sistema linear associado é:

a(3)-(0 %)) o

Os autovalores da matriz Jacobiana e os autovetores correspondentes sao:

7"1:@)5(1):(é);r22_055(2):(?)a (122)

de modo que a solugao geral de (1.21) é:

(1)) ()

Como os autovalores apresentam sinais opostos, a origem é um ponto de sela e, portanto, instavel para
o sistema linear associado, em que as trajetorias se afastam de uma vizinhanca da origem. Pelo resultado
citado anteriormente, a origem é instavel para o sistema néo linear (1.1).

Vamos considerar agora, o ponto critico (¢/7v,a/a). Se x = (¢/v) +u e y = (a/a) + v, entdo o sistema

£(2)- (5 %) (2)

Os autovalores do sistema (1.24) sdo r = %i+/ac, ou seja, a parte real dos autovalores complexos é zero,

linear associado é

de modo que o ponto critico é estével para o sistema linear; na verdade ele é um centro. Consequentemente
serd um centro ou um ponto espiral para o sistema nao linear. Mostraremos que se trata realmente de um

centro.

Para encontrar as trajetorias do sistema (1.24), usaremos:

dv _dv/dt  (ya/a)u

- = E— 1.25
du  du/dt (ac/y)v’ (1.25)
ou
Y2 audu + o*cvdv = 0. (1.26)
Em consequéncia,
Yau?® + o*ev? =k, (1.27)
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onde k é uma constante nao negativa. Logo, as trajetérias do sistema linear sao elipses.

Notemos que o sistema (1.1) pode se reduzido a uma tnica equagéo,

dy dy/dt  y(—c+yx)

— = = . 1.28

de  dx/dt  z(a— ay) (1.28)
A equacdo (1.28) é separavel e tem solucao

alny —ay+clhz —yz =C. (1.29)

O grafico da solugdo de (1.29) é uma curva fechada em torno do ponto critico (¢/v,a/a).

Uma critica das equacoes de Lotka-Volterra é que, na auséncia de predadores, a populacao de presas
aumenta sem limites. Isso pode ser corrigido permitindo-se o efeito natural inibidor que uma populacao
crescente tem sobre a taxa de crescimento populacional; por exemplo, a primeira das equagoes de (1.1)
pode ser modificada de modo que, quando y = 0, ela se reduza a uma equagcao logistica para x.

Um fendémeno interessante que ocorre no modelo predador-presa é que uma retirada uniforme de
elementos de ambas as populacoes, beneficia as presas. Por exemplo, o bicudo (praga de algodao) e
a formiga (predadora) convivem em um sistema predador-presa. Se usarmos um inseticida que mata

indiscriminadamente tanto os insetos predadores (formigas) como as presas (bicudo), o valor médio dos

bicudos deve aumentar.

Abstract: In this work we study the Lotka-Volterra System, using the theory of stability of equilibrium

points of the system.

Keywords: Differential Equations; Lotka-Volterra
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Sobre Estabilidade de Equacoes Discretas

Noemi Correr Stenico!

Orientador(a): Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

Resumo: Neste trabalho apresentamos a teoria de estabilidade para equacoes discretas autéonomas.

Palavras-chave: Equacoes discretas; estabilidade; pontos de equilibrio

1 Introducao

Equagao Discreta ou Sistema Dindmico Discreto é uma relagdo que descreve a evolugdo de certos
fenémenos ao longo do tempo. Por exemplo, considerando o crescimento de uma populagao, o tamanho

ZTp+1 da geracao n + 1 depende do tamanho z,, da geragao n, isto é:

Tn+1 = f(-rn)a n € N.

Essas equagoes podem representar modelos matemaéticos para os quais, inicialmente, identificamos a situ-
acao a ser estudada fazendo suposicoes sobre ela. Em seguida, criamos um problema matematico através
dos dados obtidos de nossas observacoes, fazemos uma analise desse problema e, enfim, traduzimos esses
dados obtidos de acordo com a realidade a fim de entendermos melhor o modelo original.

Apos encontrarmos uma equagao discreta para nosso problema, é natural que tentemos procurar suas
solucoes. No entanto, nem sempre é possivel explicitar essas solucoes e, portanto, o estudo da estabilidade
de solucgoes se torna interessante, ou seja, analisa-se qualitativamente o comportamento das solucoes, sem
explicita-las.

Também, para auxiliar nosso entendimento de estabilidade de equagoes discretas, apresentaremos a

técnica das “Teias de Aranha” ou “Cobwebs”.

2 Definic¢oes e Resultados
As equacoes discretas sdo definidas da seguinte forma:
Definicao 1. Dada uma funcéo f : R” — R", uma Equa¢io Discreta Auténoma é uma relagdo do tipo
Tnt1 = f(xn), mn=0,1,2,... (1.1)

em que f nao depende explicitamente de n.
A Equagao Discreta gera uma sequéncia de nimeros (x,) em que cada numero depois do primeiro
se relaciona com o nimero seguinte através da relacio dada. A sequéncia (xg,z1,22,...) é chamada de

solugdo de (1.1).

A equacdo discreta (1.1) é dita de primeira ordem quando cada termo da sequéncia depende apenas

do termo anterior. Fixando m € Z,, dizemos que um equacio discreta é de m-ésima ordem quando

1 Bolsista PET: SESu/MEC
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38 SOBRE ESTABILIDADE DE EQUAGOES DISCRETAS

cada termo depende dos m termos anteriores. Por exemplo, a equagdo xn4+2 = 22,41 — T, é de segunda
ordem pois todo termo depende dos dois anteriores, exceto os dois primeiros termos.

O estudo de estabilidade baseia-se em analisar se as solucoes da equacao discreta se aproximam ou
se afastam de alguma solugio constante, ou mesmo se oscila em torno dela. As solugbes constantes sdo

geradas pelo que chamamos de pontos de equilibrio.

Definicao 2. Um ponto z* € R™ é um ponto de equilibrio de (1.1) se for um ponto fixo de f, isto ¢, se

J(@) = .

Observemos que um ponto de equilibrio z* de (1.1), gera uma solucdo constante pois z1 = f(zg) =
f(z*) = a*, 29 = f(x1) = f(z*) = 2*. Por inducdo finita, temos que z,, = 2*, para todo n € N e a solugéo
de (1.1), com valor inicial zg = «*, é dada por (z*,z*,x*,...).

Por exemplo, para a equacao discreta em R,

Tpt1 =TTy + b (1.2)

b
com r,b € R, se r # 1 o ponto de equilibrio de (1.2) é z* = . e se r = 1 a equagdo nao apresenta
T

pontos de equilibrio. De fato: seja xx = z* (k € N), em que z* & ponto de equilibrio de (1.2). Assim,

*

x* = f(z*). Sabemos que f(z) = ra + b, entdo

*

2 =f@)=re*+b=2a"—ra*=b=a"(1—1r) =b.

é o tinico ponto de equilibrio da equacao.

b
Logo,ser # 1, z* = ]

Ser =1, f(x*) = 2* + b e assim
f@*)=a2"=2"+b=2"=b=0.
Contradicao, pois b é genérico. Portanto, para r = 1 a equagao nao admite ponto de equilibrio.

Neste trabalho vamos explorar o caso em que f esta definida em R.

O nosso principal objetivo com o estudo das equacoes discretas é analisar o comportamento das solucoes
préoximas das solugoes constantes dadas pelos pontos de equilibrio através da teoria de estabilidade no
sentido de Liapunov, ou seja, conforme teoria desenvolvida pelo matemético russo Aleksandr Mijailovich

Liapunov.
Definicdo 3. (i) O ponto de equilibrio z* de (1.1) é estdvel se:
Ve > 0,30 >0:|zg —2¥| <= |z, —2"| <e,Vn> 0.

Se x* nao é estavel entdo o chamamos de instdvel.

(ii) O ponto de equilibrio z* de (1.1) é atrator se:
I>0:|zg—2*| <n= lim z, =2
n—oo

Se n = oo, x* & chamado de atrator global.

(iii) O ponto de equilibrio z* de (1.1) é assintoticamente estdvel se é estdvel e atrator.
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Por exemplo, considerando a equagao discreta x,,+1 = rx, + b e sabendo que, para r # 1, o ponto de

equilibrio é z* = T temos o seguinte resultado:

Teorema 4. Se |r| < 1, o ponto de equilibrio de (1.2) é estdvel e klim Tk = x*, para qualquer valor de x.
— 00

Se |r| > 1, z* é instdvel. Quando r = —1, temos um 2-ciclo, ou seja, solugio do tipo (xo,x1, 0,21, . ..).

Para demonstrar este teorema, necessitamos de alguns resultados preliminares, a saber:

1. |y — 2*| = |r[*|xo — z*|,Vn € N pois, pelo Principio da Inducdo Finita:
b—br—> br

(i) aranb |1 — x*| = |rag + b — x| = |rao + 1—r| |rezo + T | = |rao 1—r|
Irlleo = 7= = Il |zo — 27|.
(ii) Supondo valido o resultado para n = k, isto &, |z — z*| = |r|¥|zo — 2*|, provemos a validade para
k+1:
ok =] = fran+b—a*] = fraon-+b— | = lrwt S| = [ra = 1| = el — |
Tpt1— | = |ra —z*| = |ra —— | =rz =|rey———| = |r|jJag———| =
r kk kk 1—r F 1—r I Pl
[rller — 2| = |rllr*lao — 2™ = [r|** oo — 27

Por (i) e (ii), temos o resultado.

2. &y — x| < |zo — 2*|, Vn € N para |r| < 1 pois, utilizando o resultado 1, temos:
|xn — ™| = |r|"xo — 27| < |zo — 27|

Vejamos agora a demonstragao do Teorema 4.

Se |r| < 1, o ponto de equilibrio z* é estavel pois:
Ve > 0,30 =¢ > 0/Vzp € R, |zg — 2 <5é>|znf:c*| <l|lpg—2*|<d=e= |z, —2"| <e.

Se |r| > 1, |r|™ tende a infinito e, assim, |z, — 2*| tende a infinito, significando que os termos xz,, estao

se afastando de z* e, portanto, z* & instavel.

Se r = —1, temos: Tp42 = —Tp41 +b = —(—xz, +b) + b = x,. Entdo, quando n for par todos
os valores de z, serao iguais; ocorrerd o mesmo quando n for impar. Ou seja: Tg = 2 = x4 = -+ €
T, = T3 = x5 = --- e, portanto, temos um 2-ciclo.

O teorema seguinte apresenta condi¢hes suficientes para que um ponto de equilibrio seja estavel ou

nao.

Teorema 5. Seja z* um ponto de equilibrio da equagao discreta xn41 = f(x,) em que [ € continuamente
diferencidgvel em z*. Se |f'(xz*)| < 1, entdo z* € assintoticamente estdvel; se |f'(z*)| > 1, entdo x* é

instdavel. Caso |f'(z*)| = 1, nada se conclui.

Prova: Primeiramente, provaremos a estabilidade assintotica.

Suponha que |f'(z)] < M < 1. Entdo, existe um intervalo J = (2* — ~v,2* + «) contendo z* tal que
|f/(z)] < M < 1 para todo x € J. Caso contrério, para cada intervalo aberto I, = (z* — E,:c* + %)
existiria um ponto z,, € I, tal que |f'(x)] > M. Para n — oo, x, — z*. Desde que f’ é uma fungio
continua, segue que nhHH;O [ (zn) = f'(z*). Consequentemente, M < nhﬂn;o If (xn)] = |f'(z*)] < M, o que

é uma contradicao.
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Para z € J, temos que |z1 — 2*| = |f(xo) — 2*|. Pelo Teorema do Valor Médio, existe £ entre zq e z*

tal que |f(z0) — f(z)] = |f(€)l}zo — a*|. Bntdo, |f(z0) — % < Mlzo — 2*| e, por isso:
|1 — 2*| < M|zo — 2¥|.

Desde que M < 1, a desigualdade acima mostra que x; estd mais proximo de z* do que zg. Consequen-

temente, r1 € J. E, por indu¢do, concluimos:
|zn — 2| < M™zg — 2*| < |xg — 2*| =z, € J,n € N.

€
Para ¢ > 0, existe § = YV tal que |zg — 2*| < ¢ implica |z, — 2*| < €, para todo n > 0. Além disso,
lim |z, —2"| = 0 e, portanto, lim z, = a*. Logo, z* é assintoticamente estavel.
Para mostrar que z* é instavel, suponha que |f'(z*)] > M > 1. Entdo, existe um intervalo J =
(x* —~y,x* +7) tal que | f'(z)] > M (I), para qualquer x € J. Para xo € J, pelo Teorema do Valor Médio,

existe um « € (xp,z*) (ou (z*,z0)) tal que:
[z — 2" = |f(xo) — f(z")| = [[(@)l|xo — 2" = Mlxo — 2| > [xo — 27].

Por inducdo: |zg — 2*| > MF|zg — z*|.
E possivel encontrar ko € N tal que M*|zq — 2*| > . Logo, |zr, — 2*| > 7.
Como |z — a*| > MF|zg — 2*| e lim M*|zg — 2%| = +oo entdo lim |zj — 2¥| = +oo e, assim,
k—o0 k—+o00

|xk| = +oo. Portanto, x* é instavel. |

Para analisar a estabilidade de pontos de equilibrio da equagdo x,4+1 = f(x,), temos uma técnica
grafica chamada de Teia de Aranha ou Cobweb, que ajuda na visualizacdo do comportamento das

solugoes proximas as solugoes constantes dadas pelos pontos de equilibrio.

Para construirmos a “Teia de Aranha”, primeiramente desenhamos os graficos de f e da func¢ao iden-
tidade no plano (2, Zn+1). Dado um valor inicial g, queremos encontrar o valor de x; e, para isso,
desenhamos uma linha vertical partindo de xy até intersectar o grafico de f no ponto (zg,1); depois,
desenhamos uma linha horizontal partindo do ponto (¢, z1) até intersectar o grafico da fungao identidade
no ponto (x1,x1); uma linha vertical partindo do ponto (z1,x1) encontrara o grafico de f no ponto (z1,x2).

Continuando esse processo, encontramos xz,, para todo n € N*.

Considere a equacdo discreta x,41 = 1z, + b. Calculando o ponto de intersecdo dos graficos de
f(z) = ra+b e da funcio identidade f(x) = x, encontramos o ponto de equilibrio dessa equagio. De fato,

para r # 1:
b
1—7"

flzp) =2, = zp=re,+b= 1—-1r)z, =b= a, =

Aplicando a técnica da “Teia de Aranha”, para r = 2 e b = 1 temos o diagrama seguinte, no qual
observamos que os pontos de uma solu¢io genérica da equagdo discreta afastam-se do ponto de equilibrio

*

z* = —1 tendendo ao infinito:
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Tn+a

In

Podemos concluir que o ponto de equilibrio é instavel, também pelo Teorema 4, pois |r| =2 > 1.
Considerando a equagao discreta z,41 = 1.5z, — 0.522 cujos pontos de equilibrio sio z§ = 0 e

x} = 1, a fungdo envolvida é f(z) = 1.5z — 0.52% e seu gréfico é uma parabola. Para aplicar a técnica

grafica, procedemos do mesmo modo que o caso anterior: desenhamos os graficos da pardbola e da funcao

identidade e seguimos os passos da construgao da “Teia de Aranha’

Tn+1

Lo

Zo Zo In

Observamos que os pontos da solucdo se afastam do ponto de equilibrio z§ = 0 e se aproximam de z} = 1.
Como f é uma fungdo quadratica, ela é continuamente diferenciavel. Portanto, pelo Teorema 5, podemos

concluir que z* = 0 é instdvel pois |f/(0)| > 1 e que z* = 1 & assintoticamente estdvel pois |f'(1)| < 1.
3 Aplicagdo

Para ilustrar a teoria apresentada, vamos assumir que uma pessoa tome uma pilula contendo 200mg
de um remédio a cada 4 horas, que a droga va para a corrente sanguinea imediatamente e que, a cada 4
horas, o corpo elimina 20% da droga que esté4 em sua corrente sanguinea.

No instante inicial n = 0, a quantidade de droga no sangue é xgp = 200. Apos 4 horas (n = 1),

a pessoa terd 1 = xg — 0.2x9 = 0.8x¢ no sangue. No instante n = 2, a quantidade de droga sera
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o = x1 — 0.227 = 0.8z e assim por diante. Logo, obtemos a seguinte equacdo discreta para nosso
problema:

Tnt+1 =08z, n=0,1,2,...

Facilmente encontramos que o tnico ponto de equilibrio da equagao é z* = 0. Analisando a estabilidade

de z* = 0 pelo Teorema 4, temos que o ponto de equilibrio é assintoticamente estdvel pois |r| = [0.8| < 1.

Tn+1

Zo

0 Zo Tn

A “Teia de Aranha” acima ajuda-nos a visualizar que todas a solugoes de nossa equacao discreta
aproximam-se da solucao constante dada pelo ponto de equilibrio z* = 0 com o passar do tempo. Ou seja,

a quantidade de droga na corrente sanguinea tende a zero com o passar do tempo.
Abstract: In this work we present stability theory for autonomous discrete equations.

Keywords: Discrete Equations; Stability; Equilibrium Points
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O Teorema de Euler-Poincaré na Classificacao dos Poliedros
Regulares

Renan Eduardo Fornaziero!

Orientador(a): Prof. Dr. Thiago de Melo

Resumo: Neste trabalho mostraremos que existem apenas cinco poliedros regulares através da Topologia
Algébrica. Para isso, faremos uso da Homologia Simplicial e do Teorema de Euler-Poincaré, que relaciona

o nimero de p-simplexos de um complexo simplicial com os niimeros de Betti deste complexo.

Palavras-chave: homologia simplicial; caracteristica de Euler; poliedros regulares

1 Simplexos e complexos geométricos

Definicdo 1. Um conjunto A = {ap, a1, ...,a,} de pontos do R™ é geometricamente independente se para

quaisquer t; reais,

i=0 1=0

implicam tg =t =---=t, = 0.

Definicdo 2. Seja {ao, ..., ar} um conjunto de pontos geometricamente independentes de R™. O simplexo
geométrico de dimensdo k ou k-simplexo, o, gerado por {ay,...,ax} é o conjunto de todos os pontos x
de R”™ para os quais existem niimeros reais nao-negativos Ag, ..., A\x tais que

k k
i=0 i=0
Os nameros A, ..., Ax sdo as coordenadas baricéntricas do ponto z. Os pontos ag, . .., ar S0 0s vértices

k

de o*. O conjunto de todos os pontos = em ¢* com todas as coordenadas baricéntricas positivas é chamado

de k-simplexo geométrico aberto gerado por {ao,...,ax}.

k ¢ uma face de um simplexo o™, k < n, se cada vértice de ¢* & um vértice

Defini¢cdo 3. Um simplexo o
de o™. As faces de o™ diferentes do préprio ¢™ sdo chamadas faces proprias.
Dois simplexos ¢ e ¢™ estao propriamente unidos se nao hé intersecao entre eles, ou se a intersecao

o™ No" é face de ambos.

Definicao 4. Um complexo geométrico (ou complexo simplicial, ou complexo) ¢ uma familia finita K
de simplexos geométricos que estdo propriamente unidos e tem a propriedade de que cada face de um
elemento de K é também um elemento de K. A dimensdo de K é o maior inteiro positivo r tal que K
possui um r-simplexo. A unido dos elementos de K, com a topologia de subespaco Euclidiano, é denotada

por |K| e chamada de realizacdo de K ou poliedro associado a K.
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Defini¢cdo 5. Um n-simplexo orientado, n > 1, é obtido de um n-simplexo 6™ = (a1 ... a,) determinando-
se uma ordem para seus vértices. A classe de equivaléncia das permutacoes pares da ordem escolhida
determina o simplexo positivamente orientado +¢", enquanto que a classe de equivaléncia das permutagoes
impares determina o simplexo negativamente orientado —¢™. Um complexo geométrico orientado é obtido

de um complexo geométrico assumindo uma orientacdo para cada um de seus simplexos.

Se os vértices ag, a1, . . ,a, de um complexo K sdo os vértices de um p-simplexo o?, entdo +(ag . . . ap)
denota a classe das permutagdes pares a partir da ordem ao,...,ap, € —(ag...ap) denota a classe das
permutacoes impares.

Como a ordenagdo dos vértices requer dois ou mais vértices, ndo nos preocupamos em orientar 0-
simplexos. Porém, é conveniente considerar um 0-simplexo (ag) como orientado positivamente.

Por exemplo, consideremos 2-simplexo 02 = (apaiaz) com a ordem ag < a; < az. Entdo, (apaias),

{a1azap) e {azapar) denotam +o2, enquanto que {agasay), (asaiag) e (ajapas) denotam —o?.

A, 023

+0?

Qo Qo
Defini¢do 6. Seja K um complexo geométrico orientado com simplexos 0?1 e o7, cujas dimensoes diferem
de 1. Associamos a cada par (oP™1,oP) um niimero de incidéncia [0, oP] definido da seguinte forma:

se o nao é uma face de oP™1, entdo [oPT1, 0] = 0. Suponha que o” seja uma face de oP*!. Nomeie os

vértices ag, ay, ..., a, de o? de forma que +0? = +(ag .. .a,). Seja v o vértice de P! que ndo estd em oP.
Entdo, +oP*! = +(vag ... a,). Se +0PT = +(vag ...ap), entdo [oPT!,oP] = 1. Se +oP*! = —(vay . ..ap),
entdo [oPH1, oP] = —1.

Definicdo 7. Seja X um espago topoldgico. Se existe um complexo geométrico K cuja realizacdo | K| é

homeomorfa a X, entdo X é um espaco triangularizivel e o complexo K é chamado triangulagdo de X.

f“}?:pfl os p-simplexos and (p + 1)-

Definicio 8. Em um complexo orientado K, sejam {o7}7* e {o
simplexos de K, onde oy, e op11 denotam o niimero de simplexos de dimensao p e p + 1, respectivamente.

A matriz
n(p) = (i3 (p));
onde 7;;(p) = [o"T, o%], € chamada de p-ésima matriz de incidéncia de K.

2 Cadeias, ciclos e bordos

Definicao 9. Seja K um complexo simplicial orientado. Se p é um inteiro positivo, uma cadeia de dimensao
p, ou p-cadeia, é uma funcdo ¢, da familia de p-simplexos orientados de K nos inteiros tal que, para cada

p-simplexo 0P, ¢p(—0P) = —cp(4+0P). Uma 0-cadeia é uma funcdo dos 0-simplexos de K nos inteiros. Com
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a operacao de adicao induzida dos inteiros, a familia de p-cadeias forma um grupo, que é denotado por
Cp(K).

Uma p-cadeia elementar é uma p-cadeia ¢, para a qual existe um p-simplexo o? tal que ¢,(77) = 0
para todo p-simplexo 77 distinto de oP. Tal p-cadeia elementar é denotada por go?, onde g = ¢,(+0P).

Com essa notagdo, uma p-cadeia arbitraria d, pode ser expressa como a soma finita

dp = Z 9io}

de p-cadeias elementares, onde o indice i percorre todos os p-simplexos de K.

Definicdo 10. Se goP é uma p-cadeia elementar com p > 1, o bordo de goP, denotado por d(goP), é
definido por
0(go?) =Y _[o",07 gl ™!, ol € K.

K2

O operador bordo 0 é extendido por linearidade a um homomorfismo
0: Cp(K) = Cp_1(K).
Em outras palavras, se ¢, = Y g;07 é uma p-cadeia arbitraria, entdo definimos

d(cp) =Y _ d(gio?).
O bordo de uma 0-cadeia é definido como zero.

Definicao 11. Seja K um complexo orientado. Se p ¢ um inteiro positivo, um ciclo de dimensdo p em K,
ou p-ciclo, é uma p-cadeia z, tal que d(z,) = 0. A familia de p-ciclos é o niicleo do homomorfismo 0 e
¢ um subgrupo de C,(K), denotado por Z,(K). Como o bordo de toda 0-cadeia foi definido como zero,
definimos um 0-ciclo de maneira anéloga.

Se p > 0, uma p-cadeia b, é um bordo de dimensdo p em K, ou p-bordo, se existe uma (p + 1)-cadeia
cpt+1 tal que A(cpp1) = bp. A familia de p-bordos é a imagem do homomorfismo 9 e é um subgrupo de
Cp(K), denotado por B, (K).

Se n é a dimensdo de K, entdo ndo existem p-cadeias em K para p > n. Neste caso, dizemos que
Cp(K) é o grupo trivial {0}. Em particular, ndo existem (n 4 1)-cadeias em K. Assim, C,,11(K) = {0}
e, portanto, B, (K) = {0}.

3 Grupo de homologia

Defini¢cdo 12. Dois p-ciclos wy, e z, em um complexo K s@o homologos, denotado por w, ~ zp, se existe

uma (p + 1)-cadeia cpq tal que
Acpy1) = wp — 2p.
Em outras palavras, se a diferenca w, — 2z, € B,(K).

Se um p-ciclo ¢, é o bordo de uma (p + 1)-cadeia, dizemos que ¢, é homologo ao zero, e denotamos

tp ~ 0.
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Essa relacao de homologia para p-ciclos é uma relacdo de equivaléncia. De fato, sejam wy, t, € zp

p-ciclos. Entao,
o w, ~ w, se existe uma (p + 1)-cadeia cpi1 tal que I(cpy1) = wy, — wp = 0. Basta tomar cppq = 0.

o Se w, ~ t,, entdo existe uma cadeia c,41 tal que d(cp41) = w, — tp. Logo, considerando a cadeia

—Cp+1, temos que O(—cpy1) = —0(cpt1) = t, — wp. Portanto, t, ~ wp.

e Se wy, ~ t, et, ~ z, exitem cadeias c,11 € ¢, tais que I(cpt1) = wp —tp e I(cpq) = tp — 2
Considerando a cadeia cp11 + ¢}, 1, temos que d(cpr1+¢, 1) = O(cpy1) +9(cppq) = (wp —tp) + (tp —

Zp) = wp — zp. Portanto, w, ~ zp.

Essa relagio particiona Z,(K) em classes de homologia
[2p] = {wp € Zp(K) s wp ~ 2}
A classe de homologia [z,] ¢ a classe lateral
zp+ Bp(K) = {2 + 0(cpt1) : Ocpy1) € Bp(K)}.
Assim, as classes de homologia sdo membros do grupo quociente Z,(K)/B,(K).

Definicdo 13. Se K é um complexo orientado e p um inteiro ndo negativo, o grupo de homologia de

dimensao p de K é o grupo quociente
Hy(K) = Zy(K)/By(K).
4 O teorema de Euler-Poincaré e os poliedros regulares

Defini¢do 14. Seja K um complexo orientado. Uma familia {z},..., 25} de p-ciclos é linearmente inde-
pendente com respeito a homologia, ou linearmente independente mod B,(K), se ndo existem inteiros
g1, - - -, gr ndo todos nulos tais que a cadeia giz; é homologa ao 0. O maior inteiro r para o qual exis-
tem 7 p-ciclos linearmente independentes com respeito a homologia é denotado por R, (K) e chamado de

p-ésimo numero de Betti do complexo K.

No teorema a seguir, assumiremos que o grupo de coeficientes foi escolhido como sendo os racionais e

nao mais os inteiros.

Teorema 15 (Teorema de Euler-Poincaré). Seja K um complexo geométrico orientado de dimensdo n e,

parap =0,1,...,n, o, denotando o numero de p-simplezos de K. Entao,
n n
Z (—1)Pay = Z (=1)PR,(K),
p=0 p=0

onde R,(K) denota o p-ésimo nimero de Betti de K.

Prova: Como K é o tinico complexo em questdo, a notacao sera simplificada omitindo-se referéncia a ele

nas notacoes de grupo. Note que C), Z,, e B, sdo espagos vetoriais sobre os racionais.
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Seja {d;} o conjunto maximal de p-cadeias tais que nenhuma combinacao linear propria de d; é um

ciclo, e seja D, o subespaco linear de C,, gerado por {d;}. Entdo, D, N Z, = {0} e, dai, C, = Z, & D,,.

Entao,
op = dim C), = dim D), + dim Z,,,
dimZ, =a, —dimD,, 1<p<n.
Para p = 0,...,n — 1, seja b, = d(d},,). O conjunto {b)} forma uma base para B,. Seja {z},
i=1,..., R, o conjunto maximal de p-ciclos linearmente independentes mod B,. Esses ciclos geram um

subespaco G, de Zp, e
Zy=Gp®B, 0<p<n-—1.

Entao,

dim Z, = dim G, + dim B, = R, + dim B,
uma vez que R, = dim G),. Logo,
R,=dimZ, -dimB, =a, —dimD, —dimB,, 1<p<n-1
Observe que B, é gerado pelos bordos de cadeias elementares
A(1o?™) = mi(p)o?,

onde (n;;(p)) = n(p) é a p-ésima matriz de incidéncia. Entdo, dim B,, = rank n(p). Como o nimero de
dl, 1 € 0o mesmo que b}, entao

dim Dp4q = dim B, =rank n(p), 1<p<n-—1.
Logo,
R, =a, —dim D, —dim B, = a, —rank n(p — 1) —rank n(p), 1<p<n-1L1

Note também que
Ry = dim Zy — dim By = «g — rank 7(0),
R, =dim Z, = a,, — dim D,, = o, — rank n(n — 1).

Na soma alternada »- _, (~1)”R,, todos os termos rank 7(p) cancelam e temos

n n

Z (-1)PR, = Z (—1)Pay.

p=0 p=0

Definicao 16. Se K é um complexo de dimensdo n, o nimero
X(K) = Z (=1)PR,

é chamado de caracteristica de Euler de K.
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Definicdo 17. Um poliedro retilineo em R? & um soélido limitado por poligonos convexos propriamente
unidos. Os poligonos limitantes sdo chamados faces, as interse¢oes das faces sdo chamadas arestas e as
intersecoes das arestas sao chamadas de vértices.

Um poliedro simples é um poliedro retilineo cujo bordo é homeomorfo a 2-esfera S2.

Um poliedro regular é um poliedro retilineo cujas faces sao poligonos planos regulares e cujos angulos

poliedrais sao congruentes.

Para a demonstracio do proximo teorema, utilizaremos os niimeros de Betti da S? que sdo
Ro(S?) =1, Ri(S*)=0, Ry(S* =1,

pOiS Ho(SQ) = H2(52) =7Ze H1(52) =0.
Entdo, a caracteristica de Euler da S2 é

2

X(S?) =Y (1)PRy(S*) =1-0+1=2.
p=0

Teorema 18 (Teorema de Euler). Se S é um poliedro simples com V vértices, E arestas e F faces, entdo
V-E+F=2.

Prova: Como as faces de S ndo sao necessariamente triangulares, podemos corrigir isso da seguinte ma-
neira: considere uma face 7 de S tendo ng vértices e ny arestas. Calculando vértices — arestas + faces
temos ng — ny + 1 para cada face 7. Escolha um novo vértice v no interior de 7 e ligue o novo vértice a
cada um dos vértices originais por um segmento de reta. Na triangulacao de 7 1 novo vértice e ny novas

arestas sao adicionados. Assim, uma face 7 é substituida por ng novas faces.

T T triangulada
Entao,

vértices — arestas + faces = (ng +1) — (n1 +ng) + nop = ng — n1 + 1,

e a soma V — FE + F nao é alterada no processo de triangulacao.

Seja «;, 1 = 0, 1,2, o numero de i-simplexos na triangulacao de S obtida dessa forma. Entao,
V-FE+F=a—a+as.
Pelo teorema de Euler-Poincaré, temos
o — a1 + az = Ro(S?%) — R1(S?) + Ro(S?) =2

Logo,
V-E+F=2

para qualquer poliedro simples. [
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Teorema 19. Fzistem somente cinco poliedros simples regulares.

Prova: Suponha que S seja um poliedro com V vértices, E arestas e F' faces. Seja m o namero de arestas

se encontrando em cada vértice e n o nimero de arestas de cada face. Note que n > 3. Entdo,

mV = 2E = nF,

V-E+F=2.
Assim,
F F
n——n—+F:2.
m 2
Logo,

F(2n — mn + 2m) = 4m,
e devemos ter
2n —mn + 2m > 0.
Como n > 3, temos

2m >n(m—2) > 3(m—2) =3m — 6,

donde m < 6.
Assim, a relagado

F2n—mn+2m)=4m, n>3,m<6
nos dé os seguintes valores para (m,n, F):
(a) (3,3,4), (b) (3,4,6), (c) (4,3,8), (d) (3,5,12), (e) (5,3,20).
Por exemplo, m = 4 nos da
F(8 —2n) = 16,

donde FF =8 e n = 3.
As cinco possibilidades para (m,n, F') sdo, por sua vez, o tetraedro, o cubo, o octaedro, o dodecaedro

e o icosaedro. [ ]

Tetraedro Dodecaedro

Octaedro Icosaedro
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Abstract: In this work we prove that are only five regular polyhedra by means of Algebraic Topology. We
use Simplicial Homology and the Euler-Poincaré Theorem that give us a relation between the number of

p-simplexes in a simplicial complex and the Betti number of this complex.
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Referéncias Bibliograficas

[1] Croom, F.H., Basic Concepts of Algebraic Topology, Springer-Verlag, 1978.
[2] Hatcher, A., Algebraic Topology, Cambridge University Press, 2002.

[3] Munkres, J.R., Elements of Algebraic Topology, The Benjamin/Cummings Publishing Company, Inc.
1984.

BICMaTt, Vorume VIII, OuTtuBro DE 2011



R, Axiomaticamente

Valterlan Atanasio de Souza

Orientador(a): Prof. Dr. Vanderlei Marcos do Nascimento

Resumo: Do ponto de vista axiomatico, varias sao as possibilidades para se caracterizar aquilo que dese-
)
jamos entender por corpo dos nimeros reais. Neste trabalho sao apresentadas dez possiveis escolhas de

axioma.
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1 Introducao

Em [4], nas consideracdes finais, estd dito que sdo equivalentes nove entre as dez afirmagdes que
apresentamos abaixo. Considerando que algumas consequéncias do axioma do supremo sao bastante
conhecidas, podemos dizer que algumas das equivaléncias que demonstraremos ja foram demonstradas
em [4] a partir de suas equivaléncias com o axioma do supremo. No entanto, o papel da propriedade
arquimediana nao estd claro em [4]. Ficamos motivados a clarear mais essas idéias e preferimos buscar

uma demonstracao das equivaléncias numa forma ciclica.
2 Preliminares
2.1 Corpo Ordenado
Seja (K, +, ) um corpo.
Teorema 1. (I) Existe uma ordem total em K, escrita “<”, tal que
i) a<b=a+c<b+c para todo c € K.
i) a<b=a-c<b-csempre quece K e0 < c.
(II) Eziste um subconjunto P C K tal que
i) a+be P eabe P para todo a,b € P.

it) Dado a € K, exatamente uma das trés alternativas sequintes ocorre: ou a =0 oua € P ou a € —P.

Omitiremos os detalhes da demonstragio; apenas observamos que para (I) = (I1) toma-se P = {z €
K;0 < x}, enquanto que para (/1) = (I) toma-se a < b quando, e somente quando, existe r € K tal que

b=a+r.
Defini¢do 2. Um corpo ordenado é um corpo (K, +,-) em que (I) ou (I1) acontece.

Observacdo 3. Em um corpo ordenado K considera-se as definigoes dos varios tipos de intervalo, em

completa analogia com as definicdes usuais que leitor considera em seu suposto conhecido R.
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Observagao: Como a unidade de todo corpo ordenado satisfaz 0 < 1,temos 1 < 1+1 < 1414+1<--- ¢
o subconjunto de K formados por esses elementos é, portanto infinito. Mais precisamente, vamos mostrar
como se pode considerar o conjunto N, dos nimeros naturais, naturalmente em K.

Temporariamente, indiquemos por 1’ o elemento unidade do corpo K. Definimos uma funcgéo f : N — K
pondo f(1) = 1/, f(2) = ' + 1/, etc. A maneira correta de definir f é por indugdo: f(1) = 1’ e
flm+1) = f(m)+ 1. Por inducao verifica-se que f(m +n) = f(m)+ f(n) e que (como todos os valores
f(n) sdo positivos) m < p = f(m) < f(p). Assim, a fun¢io f : N — K define uma bije¢do do conjunto N
dos nimeros naturais sobre um conjunto N’ = f(N), formado pelos elementos 1/, 1’ +1’, 1’ + 1’ + 1’, etc.
Identifica-se N’ como N e considera os niimeros naturais contidos em K. Temos entdo N C K e voltamos
a escrever 1, em vez de 1’.

Alternativamente, poderiamos definir N C K como sendo

N= (5,

com 1 € S e S um subconjunto indutivo, onde S ser indutivo significa que = € S entdo x +1 € S.

Proposicdo 4. Num corpo ordenado K, as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) N C K ¢ ilimitado superiormente.
(ii) Sendo X = {1;n € N}, zero ¢ o infimo do conjunto X.

(iii) Dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que n-a > b.

Omitiremos a demonstragao, ver referéncia [2]. As afirmagoes acima caracterizam o que se chama um

corpo ordenado arquimediano.

3 Os Axiomas
Teorema 5. Dizendo respeito a um corpo ordenado K, sio equivalentes as sequintes afirmagoes.

1. Todo cobertura de um intervalo fechado em K por intervalos abertos tem subcobertura finita.

2. Seja F' um conjunto fechado e limitado de K. Toda cobertura de F' por abertos admite uma subco-

bertura finita. (Outra forma de se dizer: todo subconjunto fechado e limitado de K é compacto.).
3. Todo sobconjunto limitado e infinito de K possui ponto de acumulagao.
4. Toda sequéncia limitada de K possui subsequéncia convergente.

5. 1) K é sequencialmente completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy é convergente.
ii) K é arquimediano
6. Toda sequéncia monotona e limitada é convergente.

7. 1) Toda sequéncia de intervalos encaixantes em K tem interse¢do ndo vazia.
ii) K é arquimediano.
8. K é Conexo.

9. Todo subconjunto fechado e limitado nao vazio de K possui maximo e minimo.
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10. Todo subconjunto de K nao vazio e limitado superiormente tem supremo.

Prova (1) = (2): Seja F um conjunto qualquer fechado e limitado de K. Sendo F fechado, A=K — F é
aberto. E sendo F limitado, existe um intervalo limitado [a, b] que contém F. Dada (A))xer uma familia
de abertos tais que
FC(LL@)JmHeFCWHC<LJAQUA.
AEL AeL
Agora, pela definicdo de conjunto aberto, temos que cadaAy bem como A sdo unides de intervalos
abertos, digamos
A= J ed=J 1.
JEAN jEA
Entao,
Clatlc |} |JI, reL
JEAN  jEA
fornece um cobertura de [a,b] por intervalos abertos. Tendo (1) como hipdtese, podemos tomar uma

subcobertura finita de [a, b]

i
wo = UL
i=1 j=1
Como
Ij’\j C Ay, e I; C A, temos
F Cla,b]C Ay, UAN\, U---UA,, UA.
E, como nenhum ponto de F' estd em A, temos F C Ay, U Ay, U---U Ay, . ]

Prova (2) = (3): Seja X C K um subconjunto limitado e infinito sem ponto de acumulagdo em K. Como
X é limitado existe um conjunto [a,b] tal que X C [a,b]. Se X ndo tem ponto de acumulagdo, entdo para
cada x € [a, b], existe um aberto I, contendo x, que ndo contém ponto de X — {z}. Em outras palavras
temos I, N X ={z}sezeXel [ NX=0Csex¢X.

Isto nos fornece uma cobertura aberta [a,b] C | I, da qual, por (2), podemos extrair uma subco-

xeL
bertura finita [a,b] C I,; UI,, U---UI, . Em particular essa reunido finita contém X.

Para cada z € X, o tnico intervalo original que continha x era o préprio I,. Segue entdo que para cada
xe X, I, C I, Ul,U---UI, . Logo X é finito. Assim, supondo que K cumpre a condigdo (2), os

tnicos subconjuntos de K que nao possuem pontos de acumulacao em K sao os finitos. [

Prova (3) = (4): Dada uma sequéncia de pontos z, € K, ha duas possibilidades: ou o conjunto X =
{z1,22,...,2Zp,...} & finito ou é infinito. No primeiro caso, algum valor x,, = x,, = ... deve repetir-
se uma infinidade de vezes, o que nos da uma sequéncia constante e, portanto, convergente de ().
No segundo caso, a hipotese (3) nos d4 @ € K um ponto de acumulagdo de X, ou seja, todo intervalo
aberto (a — €,a + €) contém uma infinidade de pontos de X, e portanto, contém termos x,, com indices

arbitrariamente grandes; assim « é limite de uma subsequéncia de (z,,). ]
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Prova (4) = (5): Mostremos primeiro o item i). Devemos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em K é
convergente. Para isso mostremos que:

(I) Toda sequéncia de Cauchy é limitada. De fato, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Logo, tomando
e=1>0, existe ng € N tal que m,n > ng = |z, — x| < 1.

Em particular, temos n > 29 = |2y, — Tngt1| <1 Tpot1 — 1 < Zp < Tpg4+1 + 1. Assim, tomando
m=min{z1, Lo, ..., Tng, Tng+1 — 1}, M =max{z1,2a,...,Tny, Tno+1 + 1}

obtemos, m < z,, < M, como queriamos.
(IT) Como (z,,) é limitada, por (4) temos que (x,) possui uma subsequéncia convergente, digamos que
essa subsequéncia converge para a € K. Mas se uma sequéncia de Cauchy (z,,) possui uma subsequéncia
(2n, ) convergindo para a € K entdo limz,, = a.
Com efeito, como (x,) é uma sequéncia de Cauchy, dado € € K, e > 0, existe n; € N tal que n,m >
n1 = |zn — | < §. E como limx,, = a, temos que, existe ny € N tal que ng > ny = |z, —a| < §.
Tomando ng = max{ni,n2} e ng, > ng, temos que
€

2~ ©

€
n>no:>|gcn—a|=|:I:n—:zznko—l—:z:nk0 —a|§|gcn—gcnk0|—l—|:1:nk0 —a|<§+

como queriamos.

Mostremos agora ii). Se K ndo fosse arquimediano entdo a sequéncia {n;n € N} C K seria limitada
e, por hipotese, possuiria uma subsequéncia {n;;! € N'}, onde N' = {n; < ng < -+ < my < ---},
convergente, digamos para L. Entdo dado e = 3 existiria Ny tal que n; > No = |z, — L| < £ e, portanto,
|Tn,, — @ny, | <|Tn,, — L]+ |2n, — L| < € para n;,,n;, > No.

Como, no caso presente, x,, = n; terfamos |v,, — n,,| = |ni, —ny,| > 1. Absurdo. Portando K é

arquimediano. [

Prova (5) = (6): Seja (z,) uma sequéncia monotona, digamos ndo-decrescente, e limitada, digamos |(zy,)| <
M, mas que nao é de Cauchy. Entao existe € > 0 tal que para cada Ny tem-se mg > ng > Ny com
Ty — Tngy = €.

Para esse mg, tem-se my > ny > mg com z,,, — T,, > €. Prosseguindo desse modo, para todo
I € N existem m; > n; > my_1 tais que z,, — z,, > €. Assim, como (z,) é nao-decrescente, temos
Ty — Tng = (Tmo — Tng) + (Tny — Ting) + (Xmy — Tny ) + -+ (Xmy, — Tpy) > e

Como K é arquimediano podemos fazer le > 2M, o que contradiz |(z,)| < M. Portanto toda sequén-
cia monotona, digamos nao-decrescente, é de Cauchy. Tendo (5) como hipotese, tal sequéncia é conver-

gente. u

Prova (6) = (7): Mostremos primeiro o item (i). Para n € N temos I,+; C I, com I,, = [an, bs], 0 que

significa que a,, < an41 < bpt1 < by,. Podemos entdo escrever

01 <ay <<y <o < by <o < by < by

Notemos que a sequéncia formada pelos a,, € mondtona nao-decrescente e limitada por cada b,, que por
(6) é convergente. Do mesmo modo temos que a sequéncia formada pelos b,, € mondtona nao-crescente e

limitada por cada a,, assim por (6) também é convergente. Digamos que lima,, = a e limb,, = b.
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Como (a,) é uma sequéncia nio-decrescente, temos que a,, < a para todo n € N. Do mesmo modo,
como b, é uma sequéncia nao-crescente, temos que b < b,, para todo n € N. Observemos que a < b,, para
todo n € N pois, do contrério, se b,, < a para algum ng, entdo, dado € = a — b,,, existiria n; tal que,
|a —an,| < a—bp,. Como (ay,) é ndo-decrescente, a,, > b,,. Do mesmo modo mostra-se que a,, > b para
todo n € N, portando a < b.

Concluimos que a e b (podendo ser a = b) pertencem a todos os I, donde [a,b] C I, para cada n.

Logo
ﬂ I, D [a,b] # @.
n=1
Para mostrar que K é arquimediano, segue como mostrado em (4) = (5) item (ii). |

Prova (7) = (8): Suponhamos K = A U B uma cisdo ndo trivial. Seja a; € A e by € B com, digamos

a1 < by, e seja It = [ag, b1]. Se [a1, MT‘“] contém algum ponto de B, digamos by, considere Iy = [ay, ba],

a1+bo
2

do contrario consideremos I} = [“E2 b;]. Se considerarmos I e [a1, | contiver ponto de B, digamos
bs, consideramos I3 = [ay, b3, do contrario, consideramos I} = [@,bg]. Prosseguindo, em qualquer
caso obtemos uma sequéncia de intervalos encaixantes em que os extremos esquerdos pertencem a A e os

direitos & B. Se |I,| — 0 seja 2 o ponto comum a essa interse¢do. Digamos que 2z € A. Entdo como
b1

A é aberto existe € > 0 tal que [z,z +¢€) € A. Tomando n tal que 2-* < ¢ e considerarmos I, (oul)

P)
para r > n, vemos que isso é impossivel. Como o conjunto B também é aberto, 0 mesmo argumento se

aplica. [

Prova (8) = (9): Seja F' C (—a,a) um subconjunto fechado e limitado de K. Suponha que F' ndo tenha

um elemento maximo. Considere

J = ﬂ (x, 00).

e F
Afirmamos que J é aberto. De fato. Dado y € J, temos que y > x para todo x € F. Se toda vizinhanga
de y interceptasse F', como F' é fechado, teriamos y € F contradizendo o fato de y > x para todo = € F.
Entao existe uma vizinhanga (y — €,y + €) de y que nao intercepta F. Afirmamos que (y — €,y +¢) C J.
Do contrério se algum yo € (y — €,y + €) ndo pertencesse a J entdo yo < xg para algum zg € F, de modo
que a vizinhanga (y — €,y + ¢€) interceptaria F' em xg, logo (y — €,y +¢) C J. Como a € F, temos J aberto
e nao vazio.

Considere agora

H= U (=00, x).

z€ F
Claro que, —a € H e H é aberto.
Afirmamos que J U H = K. De fato. Dado k € K, se k > x para todo x € F, entdo k € F. Se
k < x¢ para algum zy € F, entao como xg nao é maximo, existe 1 € F tal que k < xg < x1 e portanto
k € (—oo,x1) C H, a outra inclusdo é imediata. Temos também que J N H = &. De fato. Do contréario,
se existisse um s € J N H, entao s € J, ou seja, s > x para todo z € F' e s € H, ou seja, s < x para todo
x € F, 0 que é um absurdo.

Asgsim temos que K ¢é desconexo o que é uma contradicio. [
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Prova (9) = (10): Seja X um conjunto limitado superiormente. Se X é fechado, imediato, pois X tera
um elemento maximo e um minimo. Do contrario, considere X. Mostremos que X também é limitado.
De fato. Como X é limitado existe um intervalo limitado [a,b] tal que X C [a,b]. Seja ¢ o ponto médio
deste intervalo e considere 1 = |b — ¢|.

Considere agora [a1,b1] um intervalo de centro em ¢, mas que ro = |by — ¢| > rq assim [a,b] C [a1, b1].
Seja x um ponto que nao pertenga ao intervalo [a1, b1], tomando € < |ro—r1|, temos que (z—e, z+€)NX = &,
logo nenhum ponto z ¢ [ay,b;] é ponto aderente a X, assim X ¢ limitado por [a1, b1 ].

Logo como X & fechado temos que X tem elemento méaximo e um minimo. Seja y o elemento maximo
de X. Afirmamos que y = sup X.

Suponha que y ndo seja uma cota superior de X. Assim, existe yo € X tal que yo > y. Mas se
Yo € X C X, temos que yo € X. Como 79 > y tem-se que y nio é o maximo, o que contradicio. Logo y é
uma, cota superior de X.

Mostremos agora que y é a menor das cotas superiores. Se y nao fosse a menor das cotas superiores de
X, entdo existiria um e > 0 tal que y — € seria cota superior de X, ou seja, y —e > 2V z € X. Assim para
esse €, (y—e,y+€)NX =g, isto é y ndo é aderente a X. O que é contradi¢do. Portanto y é a menor das

cotas superiores. ]

Prova (10) = (1): Seja X o conjunto dos pontos z € [a, b] tais que o intervalo [a, ] pode ser coberto por
um namero finito de intervalos abertos Iy, isto é, [a,z] C Iy, U---UI,, . Temos que X # &, por exemplo,
a € X. Seja ¢ = sup X. Tem-se que ¢ € [a,b]. Afirmamos que ¢ € X. De fato, existe algum I, = (o, )
tal que ¢ € I,. Sendo a < ¢, deve existir x € X tal que a < x < ¢. Logo x € I),. Mas como z € X, temos
[a,z] C Iy, U---UIy, assim [a,c] C Iy, U---UIy, UlIy,, o que prova que ¢ € X. Mostremos agora que
¢ =b. Do contrério, se ¢ < b, existiria algum ¢’ € I, com, ¢ < ¢/ <b. Entéo [a,c'] C I\, U---UI\, Uly,
donde ¢’ € X, o que é absurdo, pois ¢ > ce ¢ = sup X. Vemos portanto que o intervalo [a, b] esté contido

numa familia finita de intervalos Iy. [ |

4 Observacoes finais

1. A época que iniciamos o trabalho, e bom tempo depois disso, ndo tinhamos [1] em maos. Entdo
decidimos buscar uma ordenacdo das afirmacoes, seguindo a qual aproveitariamos certos resultados
bem conhecidos, e que também evitasse certas repeticoes; sem o cuidado com isso tltimo perderiamos
a ideia de uma demonstracdo na forma ciclica. Resultou que mesmo aquelas afirmacoes que ja

aparecem em [1], aparecem aqui noutra ordem.

2. Em [1] o leitor encontrara consideragdes sobre a necessidade de supor ordem arquimediana nos itens
que supusemos. Na verdade, gostariamos de encorajar o leitor a ter contato com essa referéncia, por

razoes que, entao, lhe serdao 6bvias.

Abstract: From the axiomatic point of view, there are several possibilities to characterize what we wish to
understand as the field of real numbers. In this work we present ten axioms as possibilities to play that

role.

Keywords: Ordered fields; Archimedean order; sequences

BICMaTt, Vorume VIII, OuTtuBro DE 2011



R, AXIOMATICAMENTE 57

Referéncias Bibliogréficas

[1] Cohen, L.W., The Structure of the Real Number System, Van Nostrand Reinhold Comp., 1963.
[2] Lima, E.L., Curso de Andlise Vol 1. Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA, 2009.

[3] Lima, E.L., Andlise Real Funcées de uma Varidvel Vol 1. Colegdo Matematica Universitaria. Rio de

Janeiro: IMPA, 2006.

[4] Montresor, C.L., O Corpo dos Nimeros Reais é Completo: Em que sentido? In: Boletim de Iniciagao
Cientifica em Matematica - BICMat. Vol IV. Rio Claro: IGCE, Departamento de Matematica - UNESP,
2007.

BICMat, VoruMmeE VIII, OutuBro DE 2011






ISSN 1980-024X

BOLETIM DE INICIACAO CIENTIFICA EM
MATEMATICA — BICMAT

Orientagdo aos autores

Ao redigir o material a ser divulgado o autor deve observar que o alvo prin-
cipal é o aluno de graduacao, devendo a redacao ser clara e objetiva incentivando-
o a leitura.

O trabalho deve ser enviado & Comissao Editorial, via e-mail, na lingua-
gem KTEX, usando a classe bicmat. Mais informagcoes sobre a formatagao do tra-
balho podem ser encontradas em www.rc.unesp.br/igce/matematica/bicmat,
assim como o endereco para o envio do trabalho.

A responsabilidade de cada artigo é exclusiva do autor e respectivo ori-

entador.






