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Introducao

Este curso trata, principalmente, de estabelecer os principais conceitos sobre a integracdo
de fung¢des de duas ou mais varidveis em regides do plano ou do espago, bem como curvas e
superficies.

O primeiro tema a ser abordado no curso de Calculo Diferencial e Integral III (MAT 2455)
serd o de integral multipla — mais especificamente, integrais duplas e triplas. Este conceito
generaliza o conceito da integral de func¢des reais de uma variavel real a valores reais, com-
partilhando de muitas de suas propriedades, conforme veremos ao longo do curso.

A motivagdo para introduzir as integrais duplas e triplas pode, dentre muitas outras for-
mas, ser geométrica. Para fun¢des continuas de duas varidveis que somente assumem valores
nado-negativos em algum retangulo do plano - ou paralelepipedo, no caso de fung¢des de trés
varidveis - podemos interpretar a integral dupla como sendo o volume do sélido compreen-
dido sob o grafico de f, o plano z = 0 e os planos determinados pelos lados do retangulo R.
Veremos que, sob a hipétese de continuidade da fun¢do f em R, tal volume sempre existe, e
pode ser calculado como limite de certas somas - denominadas “somas de Riemann” - que
aproximam o volume do sélido. Tal volume, quando existe, é denominado por “a integral
dupla de f em R”, sendo a funcdo f dita “integrdvel” - ou, mais especificamente, “Riemann-
integravel”.

Nas aulas apresentaremos, sem demonstragdo, um teorema (Teorema 9) que nos fornece
uma condigdo necessdria e suficiente para que uma funcdo limitada definida em um retangulo
seja integravel. Tal condicdo diz respeito ao “tamanho do conjunto das descontinuidades
da fungdo”. Apresentaremos diversas propriedades que as integrais multiplas compartilham
com as integrais definidas do Calculo I (linearidade, monotonicidade e aditividade).

A fim de usar o que conhecemos sobre a integracdo de func¢des de uma varidvel real a va-
lores reais, introduziremos o Teorema de Fubini — que, em linhas gerais, nos permite calcular,
sob certas hip6teses, integrais multiplas como integrais iteradas, i.e., mediante a resolugdo de
uma sequéncia de integrais simples.

Veremos como calcular integrais duplas em regides mais gerais do que simples retangu-
los, chamadas de conjuntos “Jordan-mensurdveis”. Usaremos integrais duplas para calcular
a area de tais regides, definiremos o “valor médio de uma fung¢do de duas varidveis reais a
valores reais”, calcularemos centros de massa e momentos de inércia.

Ao final, apresentamos um apéndice (de leitura facultativa) que delineia a teoria de inte-
gracdo segundo Riemann, para aqueles que desejem se aprofundar no tema. Em particular,
exibe-se um exemplo de funcdo limitada que ndo é Riemann-integravel.



O Teorema do Valor Médio para Integrais

Apresentamos, brevemente, um teorema visto no curso de Célculo II que serd usado fre-
quentemente ao longo do curso, o:

Teorema 1 (Teorema do Valor Médio para integrais). Se f : [a,b] — R é uma fungio
continua, entdo existe ¢ €|a, b| tal que:

[ Fx = £(0) - (-

Demonstragio. Sendo f continua, f é integravel. Seja F : [4,b] — R uma primitiva de f. Pelo
Teorema do Valor Médio, existe ¢ €]a, b| tal que:

[ Fydx = E) ~ Fl@) = F(0)- (0 —a) = £(0) - (0 —0)
A soma dos n primeiros quadrados

A fim de compreendermos melhor o que entendemos por “soma de Riemann”, apresen-
taremos um exemplo. Para isto, precisaremos da férmula da soma dos quadrados dos n
primeiros nimeros naturais.

Teorema 2. Vale, para qualquer n € N, n > 2, que:

iizz n-(nm+1)-2n+1)

i=1 6

Demonstragio. Temos, no minimo, dois modos de demonstrar a identidade acima: por indu-
¢do e por indugdo. Apresentamos a seguir as duas demonstragdes, em beneficio do leitor.

1° modo: por indugao: Para n = 2 temos, naturalmente,

2
)BLs

=12422=144=5=
i=1

2-(24+1)-(4+1) _2-3-5_5
6 6
Suponha que:
”211_2_ n=1)-n-2-n-1)+1) m—-1)-n-2n-1)
i=1 N 6 N 6




Temos, assim:

[ay

n—

-(2n—1 213 —3n2+n  6n?
@i-1) ., _ )

_2n34+3n%+n

iiz: Zi2+”2: (n—1)-

i=1 i=

n n
6 B 6

n-(n+1)-2n+1)
g .
2° modo: por dedugdo:

Temos que Y"1 [(i + 1)® — %] é, por um lado, igual a:

n n
Y[P+3%2+3i+1—P] =) (3 +3i+1)
i=1 i=1
e, por outro lado, igual a:

M:

I
—_

i i=1

de modo que:

n n n
3-Y #4+3- Y i+ Y 1=m+1P°-1=n+3n"+3n
i=1 i=1 i=1

3- 21 +3- (n+1)+n:n3+3n2+3n

(i+1)° Zz = (8434 P+ 1)) - (13234

6

+n3) =(n+1)>%-

6

2

2
e assim:
5. i’z 2n3 + 6n% + 6n 3n2+3n_2n_2n3+3n2+n
- 2 2 2
i=1
ilz 2n3 + 3n? —{—n:n-(n+1)-(2n+1)

i=1 6 6
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1 Integrais Multiplas: a integral dupla e sua interpretacao

como volume

Sejam [a, b], [c, d] intervalos da reta e seja R = [a,b] x [c,d] = {(x,y) € R?| (x €

[a,b])&(y €

c,d])} o retangulo por eles definido. Seja, ainda, f : [a,b] X [c,d] € R? — R uma funcio
[ gulo p j S

limitada e ndo-negativa, ou seja, tal que:



(V(x,y) € la,b] x [c,d])(f(x,y) = 0).

z

Queremos, sempre que possivel, calcular o volume da regido W, compreendida sob o
grafico de f, Graf (f) = {(x,y,f(x,y)) | (x,y) € R}, sobre o plano z = 0 e os planos x =
a,x=>b,y =cey =d. Assumindo que:

W={(x,y2) € R®| (2 <x<b&(c<y<d)&0<z<f(xy)}

possua volume, este é chamado a “integral dupla de f sobre R” e é denotado por:

//Rf(x,y)dA ou //Rf(x,y)dxdy

Exemplo 3. Consideremos a fungio f : [a,b] x [c,d] — R, (x,y) — k, k constante positiva.
Entdo:

//dexdy:k-(b—a)-(d—c),

que é o volume do paralelepipedo reto de base [a,b] X [c,d] e altura k > 0.

Exemplo 4. Consideremos a fungio f : [0,1] x [0,1] = R, f(x,y) = 1 — x. Tem-se:

1
,y)dxdy = 1—x)dxdy = =,
//[0,1]><[o,1]f(x y)dxdy //[0,1]><[0,1]( x)dxdy 2

que é o volume do prisma triangular reto cuja base é o tridngulo de arestas {(x,0,1 — x) € R3 |
x € [0,1]}, {(x,0,0) € R3 | x € [0,1]} ¢ {(0,0,z) € R® | z € [0,1]} e cuja altura é 1.




x (1,1,0)

2 Integral Dupla sobre um Retangulo

Em seguida apresentaremos o procedimento para o calculo de volumes por meio das “in-
tegrais de Riemann duplas”, ou seja, apresentaremos o contexto (mais geral, em termos de
dimensdo) em que podemos formular o processo de integracdo (segundo Riemann) para fun-
¢Oes de duas ou mais variaveis.

2.1 Particoes Regulares de Intervalos e Retangulos

Recordemos a seguinte definicdo da teoria de integracdo de fungdes de uma varidvel real a
valores reais:

7

Definicdo 5. Dado um intervalo [a,b], uma partigdo regular de ordem n é um conjunto
(ordenado) de (n + 1) pontos, sendo o primeiro destes o ponto a e o ultimo destes o ponto b,

{x0 = a,x1,x2,- -+ ,Xy_1,Xn = b}, que denotaremos, a fim de dar mais clareza, por 73[(&”;] =

{a=xy<x < - <xy_1<x, =Db}, tal que:

(vie{0,---,n—1}) (xH—l_xi: b_a)

n

Vamos generalizar o conceito de particdo regular de ordem 7 para o caso de retangulos —

que sdo os primeiros conjuntos planos sobre os quais efetuamos o processo de integracao.



Definicdo 6. Uma partigdo regular de ordem n do retdngulo R = [a,b] x [c,d] é o produto

[(Z;]:{a:xo<~~<

Xy—1 < Xp = b} por uma partigdo reqular de ordem n do intervalo [c,d|, P[(C”;] ={c=yo <
o, <Y1 < Yn = d}, ou seja:

cartesiano de uma partigio reqular de ordem n do intervalo [a,b], P

Py =Pl x P = {(xiy)) €R|ij € {0, ,m}}

Abaixo ilustramos uma particdo regular de ordem 2 e de ordem 4 do retangulo R =
[a,b] % [c,d]

Yy Yy
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a X1 b - X a * X X3 b i X

2.2 Somas de Riemann

Sejam f : [a,b] X [c,d] = R € R? = R uma funcdo limitada, 77[(;;} ={a=x < - <

Xy—1 < X, = b} uma parti¢do regular de ordem n de [a,b] e P[(Cnﬂ)l] —{c=yo <, <Yp1 <
Yy, = d} uma particdo regular de ordem n de [c,d], de modo que 731({") = Plap) X Plea) €
uma parti¢do regular de ordem n do retangulo R. Seja, para (i,j) € {0,---,n} x {0,---,n},
Rij = [xi, xiy1] X [yj,Yj+1] o (i,j)—ésimo subretangulo determinado por 731(%"). Escolhendo um
ponto ¢;; = (xf;, yj;) € Rij qualquer, formamos a soma:

n—

n—1 1 n—1 n—1
Sn = Z;,) (Zf(cij)AxA]/> = ) flei)dxAy = ) f(cij)AA,
j=

i=0 i,j=0 i,j=0



onde Ax = x;11 — x; = 7%, Ay = yj41 — yj = %, Uma soma deste tipo é chamada soma de
Riemann de f sobre R.

Figura 1: Ilustragdo dos principais elementos constitutivos de uma soma de Riemann.

Definicdo 7. Se a sequéncia (S,)neN de somas de Riemann da fungdo f tem limite s € R
conforme n — oo e se este limite independe da escolha dos pontos ¢;; = (x;kj, yf]) nos

subretangulos R;;, isto é:

S_Jgﬁozfcv

i,j=0

dizemos que f é Riemann-integrdvel sobre R, e escrevemos:

[ fex sty = = im ' fiey) a4

L]=

No link https://'www.geogebra.org/m/brYWAs 1Y vocé poderd visualizar melhor como se da
o processo de “refinamento” das somas de Riemann de uma fung¢do de duas varidveis reais a
valores reais.

A demonstragdo do resultado a seguir requer alguns conceitos que ndo sdo vistos, em ge-
ral, num primeiro curso de Célculo, de modo que ndo nos preocuparemos em demonstra-lo
aqui.


https://www.geogebra.org/m/brYWAsTY

[ Teorema 8. Toda fungio continua definida em um retdngulo R é Riemann-integrduvel.

O teorema acima nos diz, entre outras coisas, que sempre que f : R C R? — R for conti-
nua, o limite das somas de Riemann conforme n — oo existira independentemente da escolha
que fizermos de c¢;; € R;;. Hd uma condi¢do menos restritiva que uma funcéo definida em um
retdngulo deve satisfazer a fim de ser Riemann-integrével,dada no seguinte:

Teorema 9. [Critério de Integrabilidade segundo Riemann]Seja f : R = [a,b] X [c,d] - R
uma fungdo limitada. Se o conjunto dos pontos de descontinuidade de f:

Desc (f) = {(x0,y0) € R | f é descontinua em (xo,Yyo)}

pode ser descrito como uma unido finita de grdficos de fungdes continuas, entdo f é Riemann-
integrdvel sobre R.

Sejam f : [a,b] x [c,d] = R — R uma funcdo continua e positiva, W = {(x,y,z) € R3 |
(a<x<b)&(c <y <d)&(0 <z < f(x,y))} Se tomarmos c;; = (x;,y5;) € Rij como sendo
um dos pontos em que f atinge um méximo global, entao f(c;j) AxAy representard o volume
da caixa retangular de base R;; e altura f(c;;). A soma:

n—1

Sp=)_ flcij)AxAy

i,j=0
representa o volume do sélido circunscrito a regido W. Analogamente, se tomarmos d;; =

(xl?}, y:r]) € R;j como sendo um ponto onde f atinge um minimo global em R;;, entdo a soma:

n—1

sn=), f(dij)DxDy

i,j=0

representard o volume do sélido inscrito a regiao W.

10



Pelo Teorema B, tem-se:

lim S, =s = lim s,,
n—o00 n—oo

mostrando que os volumes dos sélidos circunscrito e inscrito tendem para o mesmo valor s
quando n — co. Portanto, a regido W tem volume finito e igual a s.

Exemplo 10. Calcular / x> + y?)dxdy, onde R = [0,1] x [0,1]

[0,1]x[0,1] (

Solugdo: Como f(x,y) = x* + y? é continia em R, segue do Teorema B que f ¢é integrével
sobre R e:

n—1
//R(xZ —{—yz)dxd]/ = r}gglojjgof(cij)AxAy,

sendo que este limite independe da escolha de ¢;; € R;; = [x;, Xj1] X [y}, Yj41], onde:

1 i+1
O:x0<x1:_<"'<xi:—<"‘<xn:1

n n

1 i+ 1
0=yo<y1=;<---<yj=]7<---<yn=1

1 . .
e Ax = Ay = —. Como a escolha do ponto ¢;; € R;; € irrelevante para o valor do limite das

somas de Riemann, tomemos, por exemplo:

i+1 j+1
cij = (i1, Y1) = | ——

e teremos:

11



n—1

1
n2 : E (xi2+1 "’]/]ZH) =

1
Z f( xz+11y]+1) 72

i,j=0 i,j=0
1 n—1 ) ) n—1 ) ) n—1 ) ) 1 n—1 ) n—1 )
= Y (T +yia)+ Z(x2+yj+1)+"'+ Y (x5 + i) = Yo Xt Y Vi | =
j=0 j=0 j=0 i=0 j=0
2 ol z—|—1 - 2 n-(n+1)-2n+1) 2n®+3n+1
== Z i+1)% =~ = 2 :
no= = n 6 3n
Tem-se, portanto, que:
—1 2
2n“+3n+1 2
i g — 2 442 = 1l ==
r}%igof(cl])AxAy //R(x + y°)dxdy lim a2 3

Esf |:,ﬂ-xzoyz

Veja abaixo as aproximacoes sucessivas da regido cujo volume queremos calcular por reu-
nides de prismas. Abaixo tem-se a aproximacdo gerada por uma parti¢do regular de ordem
5:

12



Note o aspecto da aproximacdo gerada por uma particdo regular de ordem 10 do volume
sob a superficie:

O método do cédlculo da integral dupla via limite de somas de Riemann, conforme vi-
mos anteriormente, pode se mostrar bastante trabalhoso. Para calcular / / (x2 + yz)dxdy, por
R

exemplo, nds precisamos conhecer uma férmula para o somatério dos n primeiros quadrados.
No caso geral, para aplicarmos o processo descrito acima, precisariamos de férmulas para os
somatorios das imagens da func¢do estudada em pontos do dominio - o que nem sempre pode

. . ~ 1 s p no1
ser feito, como é o caso da fungdo f(x,y) = 7 (ndo temos uma férmula fechada para } ;" ; 7
), e de muitas outras.
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3 Propriedades da Integral de Riemann

Da defini¢do de integral dupla como limite de somas de Riemann e dos teoremas sobre limites,
podemos deduzir algumas propriedades fundamentais da integral dupla. Estas propriedades
sdo, essencialmente, as mesmas da integral de uma fungdo real de uma variavel real.

Teorema 11 (Linearidade). Sejam R = [a,b] X [c,d] um retangulo, o, € Re f,¢: R C
R? — R funcdes integrdveis. Entdo a funcio:

a-f+p-¢g: RCR? — R
(vy) = a flxy)+p-gxy)
¢ Riemann-integrdvel em R e vale:

//R(a-f—i—ﬁ-g)(x,y)dxdy:a-//Rf(x,y)dxdy+lg.//Rg(x,y)dxdy

Demonstragdo. Seja P = {(x;,y;) € R | i,j € {0,---,n}}} uma particdo regular de ordem
n do retangulo R = [a,b] X [c,d]. Como f e g sdo integraveis, para qualquer escolha de
cij € Ryj = [xj, xiy1] X [y, yj+1], 1, € {0,--- ,n — 1} teremos:

n—1
lim Y fley)-Ax-dy = [[ flxy)dxdy
= R

n—1
lim Y g(cij) - Ax- Ay = / /Rg(x,y)dxdy

n—00 Z,]:l
_ b—a _ d—c
OndeAX—TeAy—T.
Temos, das propriedades aritméticas dos limites, que:

n—1 n—1 n—1

lim 3 (a-f+B-g)(cij) - Ax-Ay = lim 3 (a- f)(cyy) - Ax-Ay+ lim Y (B-g)(ciy) - Ax- Ay =
ij=1 i=1 i=1

n—1 n—1
= lim « - Z f(CZJ) 'AX'Ay—f—nlgl;lo,B' Z g(Cl]) -Ax~Ay:

n—00

i,j=1 i,j=1
n-1 n—1
= a-,}glgoi;f(cij) 'Ax'Ay+ﬁ-,}ggoijZ_)1g(cfj) Ax-Ay = fx-//Rf(x,y)dxderﬁ - //Rg(x,y)dxdy

Ademais, tais limites independem da escolha do ¢;; € R;j, uma vez que as fungdes f e g @0
Riemann-integraveis. O

14



Teorema 12 (Monotonicidade). Sejam R = [a,b] x [c,d] um retingulo, f,¢: R C R? = R
fungoes integrdveis em R tais que para todo (x,y) € R valha f(x,y) < g(x,y). Entdo:

//Rf(x/y)dxdy < //Rg(x,y)dxdy

Demonstragdo. Dada qualquer particdo regular de ordem n de R, digamos P = {(x;,y;) €
R|ije{0,---,n}}, temos, para qualquer escolha de ¢;; € Ryj = [x, xi1] X [y, yj41], 1] €
{0,---,n—1}, que:

.

n—1
lim Zlf(c,-]-) Ax - Ay = //Rf(x,y)dxdy

n—oo .=
1,]=

lim '¥1g cij) - Ax - Ay = // x,y)dxdy

Como para qualquer que seja c;; € R;; tem-se f(c;;) < g(c;j), de modo que:

n—1 n—1
Y fleij)-Ax-Dy < ) g(ci) - Ax - Ay
iji=1 iji=1

Pela conservagdo do sinal no limite, temos que:

7’1—)00

/ f(x,y)dxdy = lim Z f(cij) - Ax - Ay < lim Z g(cij) - Ax - Ay = //Rg(x,y)dxdy

Teorema 13 (Aditividade). Se o retdngulo R = [a,b] X [c,d] é subdividido em n subretin-
gulos, Ry, -+, Ry de tal forma que int(R;) Nint(R;) = @ " e R = U/ R; se para cada
i€ {l,---,n}, éuma funcio integrdvel em R, entdo f [g, é integrdvel em R;, entdo:

f: R=U_RCR* — R
(x,y) = fIr (xy) se (x,y) € R;

entdo f : R C R? — R ¢é Riemann-integrdvel em R e vale:

//Rf(x,y)dxdy = lé//Rf %, (x,y)dxdy

“na verdade ndo é estritamente necessario que int(R;) Nint(R;) = &, basta que para quaisquer i,j €
{1,---,n} tenhamos a drea de R; N R; igual a zero, ou seja, que R; N R; tenha “medida nula”.
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Demonstragio. A prova deste resultado é feita por indu¢do no ntimero de subretangulos. No
entanto, o mecanismo do porqué da validade do resultado fica claro na demonstragdo para o
caso de subdivisdo em dois subretangulos, que apresentamos a seguir.

Suponha, primeiramente, que R = Ry U R com int(R;) Nint(R;) = &. Uma tal decompo-
si¢do de R em dois subretdngulos s6 pode ser da forma Ry = [4,a] X [¢,d] e R, = [&, ] X [c,d]
ou da forma Ry = [a,b] x [¢,B] e Ry = [a,b] x [B,d].

Suponhamos que seja o primeiro caso, Ry = [a,«&] X [c,d] e Ry = [a,b] x [c,d]. Dada
qualquer particio P = {(x;,y;)) € R | (a = x0 < x1 < --- < xy = b)&(c = yo < y1 <
o < Ypo1 < yp = d)} de R = Ry URy, com xj, = a para algum iy € {1,---,n—1}
determina uma particio P; = {(x;,y;) € R | i € {1,---,ip},j € {0,---,n}} de Ry e
Pr={(xi,y;) € R|ie€{ip,---,n},j€{0,---,n}} de Ro. Temos, assim:

n—1
/ /Rf (x, y)dxdy = T}gg,loijglf (cij)AxAy =

igmn—1 n—1n-1

n—soo = | o=
i=1j=1 i=igj=1

_ //le 'R, (X,y)dxdyﬂL//sz %, (x,)dxdy,

onde ¢;; € R;j = [x;, Xi11] X [yj,Yj+1] € um ponto qualquer. O

4 O Teorema de Fubini

Conforme vimos, o célculo de integrais duplas usando limites de somas de Riemann §,
geralmente, de pouco valor pratico, em virtude do desconhecimento de férmulas fechadas,
em geral, para os somatérios de imagens das fun¢des envolvidas. O Teorema de Fubini nos
fornece, dentre outras vdarias consequéncias, um modo prético de calcular algumas destas
integrais duplas através de dois cédlculos consecutivos de integrais simples. Essas integrais
simples consecutivas se chamam integrais iteradas.

Teorema 14 (Teorema de Fubini). Sejam R = [a,b] x [c,d] um retinguloe f : R C R> - R
uma fungdo continua. Entdo:

//Rf(x'y)dxdy - /ab [/cdf(x,y)dy} dx = /Cd {/abf(x,y)dx] dy
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Demonstragdo. Vamos mostrar que:

/ah {/Cdf(X,y)dy} dx = //Rf(x,y)dxdy

Para cada x € [a,]], definimos:
d
= / f(xy)dy
(n) _

Dividindo o intervalo [c,d] mediante uma parti¢do regular de ordem n, digamos P[C Q=

{c=yo<y1 < - <yu_1 <y =d}, da aditividade da integral para fung¢des reais de uma
variavel real, temos:

Yik+1

/fxydy— Z/ f(x,y)dy

Yk

Agora, fixando x € 4, b], aplicamos o Teorema do Valor Médio para Integrais a fungéo:

P Yk Ykl — R
y = f(xy)

de modo que para qualquer k € {0,---,n — 1} existe Yi(x) € [yk, yxs1] tal que:

/yykﬂ ¢x(y)dy = ¢x(Yi(x)) - (Yir1 — i) = f(2, Ye(x)) - (Y1 — Vi)

k

Deste modo, temos:

d n—1
= [ flryay = Y flx Vi) - by )
k=0
Desejamos, agora, obter uma expressio para:
b
/ F(x)dx
a
Seja 73[( ={a=x)<x1 < - <xy_1 < x, = b}. Por definicio de integrabilidade

segundo Rlemann para qualquer escolha de p; € [x,xj41], j € {0,---,n — 1}, podemos
escrever:

b -1 @ .. n—1 /n-—1
/ ()dx—,}g{}oxF pi) - (xjen —x) @ lim Y (3 F(p Yidpy) - Ay ) - (xja — ) =

j=0 \k=0
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n—1n—1

n—1 [n—1
= lim ) < f(Perk(Pj))'Ay> Ax=lim ) f(pj Ye(p) - Ax - Ay

j=0 \k=0 20 j=0

Observe que este tltimo termo é uma soma de Riemann, de modo que o limite acima é,
em particular para a escolha cjx = (pj, Yi(pj)) € Rjx = [xj, xj11] X [Yx, Yk+1], igual a:

/ /R f(x,y)dxdy

Analogamente demonstra-se que:
d b
/C / flx, y)dxdy = / /Rf(x,y)dxdy
O

Observe que pelo Teorema da Limitacao”, sendo R = [a,b] X [c,d] um subconjunto com-
pacto (fechado e limitado) de R? e f : R — IR uma funcéo continua, f é limitada. Desta forma,
a limitagao de f fica garantida pelas hipoteses do teorema anterior. O Teorema de Fubini

pode ser enunciado com hipdéteses mais “fracas” (ou seja, menos retritivas), como comenta-
mos a seguir.

Observacao 15. A formula:

//Rf(x,]/)dxdy = /ab {/Cdf(X,y)d]/} dx = /Cd {/abf(x,y)dx} dy

ainda é vdlida se f : [a,b] X [c,d] — R for limitada e seu conjunto de descontinuidades estiver

contido em uma reunido finita de grdficos de fungdes continuas (ou seja, se Desc (f) tiver drea
igual a zero).

O Teorema de Fubini possui uma interpretacdo geométrica simples, descrita a seguir.
Se f é continua e ndo-negativa em um retangulo R = [4,b] x [¢,d], o namero que repre-
senta a integral [ [, f(x,y)dxdy é o volume do sélido W compreendido entre a superficie de

equacdo z = f(x,y) e o retdngulo R.

Para cada y € [c,d], a integral:

A) = [ fle )

Isegundo o qual “toda fungéo f : K C R?> — R continua cujo dominio, K, é compacto (fechado e limitado), é
limitada.”
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é a drea da secdo plana do sélido obtida pela interse¢do desse com o plano paralelo ao plano
Oxz passando pelo ponto (0,y,0). Pelo Principio de Cavalieri, expressamos o volume de W

por | CdA(y)dy. Portanto:
//Rf(x,y)dxdyz/cd Uabf(x,y)dX} dy

grofico de f

secdo .plnl\u de dree
Atyy=| fis,yrdx

Analogamente, se considerarmos a drea da secdo plana obtida como intersecao do sélido
W com o plano paralelo ao plano Oyz passando pelo ponto (x,0,0), obtemos:

//Rf(x,y)dxdyz/ub Ucdf(x,y)dy} dx

Exemplo 16. Calcular:

1
dxd
//Rx+y ey

onde R = [1,2] x [0,1].

Solugao: A funcao:

xX+y

é continua em seu dominio, de modo que podemos aplicar o Teorema de Fubini, que nos diz
que:
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//R xiydmy B /01 Ulzf(x'y)dx} dy = /12 Uolf(x,y)dyl dx

Calculamos, primeiramente, flz f(x,y)dx, ou seja:

2
/ 1 dx
1 x+y

tratando y como se fosse uma constante numérica qualquer. Assim, como:

/ ! dx =In|x+y|+C

X+y
tem-se:
1 dx =1In |2 In|1
|yt =tntyl ity
e portanto:
Lt dx| d 11 d 11 d
- 2+ yldy ~ [ In[1+
/OMHWC] y /On\ yldy — | Inl+yldy
Como:

1 2
/01n|1—|—y|dy:/1 In(u)du = [u-In(u) —u2 =2-1n(2) =2 — (1 -In(1) —=1) =2 -In(2) — 1

/Olln|2+y|dy - /231n(u)du — [u-In(u) —ul} = 3-In(3) —3— (2-In(2) —2) = 3-In(3) —2-In(2) — 1

logo,

/01 [/12 1 dx} dy:/011n|2—|—y|dy_/011n|1—|-y|dy:(3.1n(3)_2.1n(2)_1)_(Z_In(z)_l):

X+vy
=3In(3) —4-In(2) = 1n<33> - 1n<24> =In (%)

Exemplo 17. Calcular:

//R(x2 + y?)dxdy

onde R = [0,1] x [0,1].
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Solucio: A funcdo f(x,y) = x>+ y? é continua em R = [0,1] x [0,1], de modo que
podemos utilizar o Teorema de Fubini.
Temos:
1

17 /1 1 3
2 de:/ |:/ 2 Zd:|d:/ (x_ 2) dy =
//R(ery)xy o o TV dy = Jo G V)| |
s ) 10 L, 2
—/O(gﬂ)dy—é/ody*/oydy—é

5 Integral Dupla sobre Regidoes Mais Gerais

Até agora a integral dupla foi definida unicamente para regides de integracdo retangula-
res. Entretanto, ndo é dificil estender o conceito para regides mais gerais.

A idéia é, na verdade, trivial: dada uma fungdo limitada definida em um conjunto fechado
e limitado qualquer, consideramos este conjunto dentro de algum retangulo - que sempre
existird, uma vez que a regido é suposta limitada - e calculamos a integral da funcdo obtida
ao extender-se por zero a fungdo orginal.

A seguir damos a defini¢do formal da extensdo por zero de uma funcao:

Definicdo 18. Sejam D C R? uma regido limitada do plano Oxy e R = [a,b] X [c,d] um
retdngulo que contém D. Seja f : D — R uma fungdo continua. A extensdo por zero de f é a
fungdo:

f: RCR? — R

f(x,y), se (x,y) € D
(xy) = {0, se (x,y) € R\ D

Certamente que f é continua exceto na fronteira de D, 9D 2. Se a fronteira de D consiste
da reunido de um ntmero finito de graficos de fung¢des continuas, entdo f é integravel sobre

R. Assim, definimos:
def ~
/ /D f(x, y)dxdy = / /R f(x, y)dxdy

2desta forma, f é continua exceto em dD. Veremos, mais adiante, que regides limitadas do plano cuja
fronteira é “pequena” (ou seja, tem medida nula), serdo denominadas “conjuntos Jordan-mensuraveis”, e que
estes conjuntos sdo exatamente aqueles em que certo tipo de funcédo (a funcado caracteristica) é integravel.
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grafico do z=foxwm gréfico de §

Veremos posteriormente que a integral [ [ f(x,y)dxdy independe da escolha do retangulo
R que contém D.

Consideraremos, de agora em diante, regides limitadas do plano de dois tipos.

e Um subconjunto D C IR?, descrito do seguinte modo:

D={(xy) ER*| (a2 <x<b)&(g1(x) <y < g2(x))},
onde ¢1, ¢2 : [a,b] — R sdo fung¢des continuas tais que:
(Vx € [a,b])(¢1(x) < p2(x))

é denominada uma regido de tipo I. Um exemplo de uma regido deste tipo pode ser visto na
parte esquerda da Figura B.

Numa regido de tipo I, para cada t € [a,b], a reta x = ¢t intercepta D ao longo de um
segmento de reta compreendido entre as curvas y = ¢1(x) e y = ¢2(x). Esta regido é fechada
(o conjunto D contém todos os seus pontos de aderéncia) e limitada porque ¢; e ¢, sdo ambas
continuas em [a,b] (a fronteira de D ndo tem “buracos” - de modo que todos os pontos da
fronteira estdo contidos em D).

e Uma regido limitada do plano xy, D C R? é uma regido de tipo II quando puder ser
descrita como:

D ={(x,y) € R?| (c <y < d)&(1(y) < x < $a(y))}

onde 1, ¢ : [c,d] — R sdo fungdes continuas em |[c, d] e:
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y =

Y*

W (1)

Figura 2: Regides do tipo I (a esquerda) e do tiplo II (a direita)

(Vy € [e.d])(¥1(y) < $2(y))

Pelos mesmos argumentos, regides de tipo II também sdo regides fechadas e limitadas
(portanto, compactas).

Todas as regides que consideraremos neste curso na teoria de integrais duplas serdo de

tipo I, tipo II ou poderdo ser subdivididas num ntmero finito de subregides, cada uma das
quais é de tipo I ou de tipo II.
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Teorema 19 (Teorema de Fubini para Regides dos Tipos I e I). Seja f : D C R?> — R
uma fungio continua definida no conjunto fechado e limitado D. Entdo:

(i.) Se D ¢é uma regido de tipo I, ou seja, D = {(x,y) € R?> | x € [a,b]&(¢p1(x) <y <

@2(x))}, entdo:
/ /D f(x,y)dxdy = / b [ /(P ng)f(x,y)dy} dx

(ii.) Se D ¢é uma regido de tipo II, ou seja, D = {(x,y) € R? | (c <y < d)&(¢P1(y) < x <

¥2(y))}, entdo:
//D f(x,y)dxdy = /Cd [/1:;(?) f(x,y)dx} dy

Demonstragio. Demonstraremos apenas o item (i.), pois o item (ii.) pode ser demonstrado de
maneira andloga.

Sendo D um conjunto, em particular, limitado, existe um retdngulo R que o contém, di-
gamos R = [a,b] X [c,d] D D. Da propria defini¢do de integral dupla sobre regides nao
retangulares, tem-se, por definigdo:

J[ ey = [[ Foxpxay,
onde f : R — R é a extensdo por zero da fungio f : D — R - isto &, (V(x,y) € D)(f(x,y) =

f(x,y)) e (V(x,y) € R\D)(f(x,y) = 0).

Para cada x € [a, ] fixado, a fungdo:

f(g,o): [c,d] — R

y = flxy)

é continua exceto, possivelmente, nos pontos em que a reta x = x intercepta a fronteira da
"z

regido D - ou seja, num conjunto finito e, portanto, de “drea zero” — o que nos autoriza, pela
Observacdo M5 a aplicar o Teorema de Fubini. Sendo assim, da teoria das integrais para

fungdes de uma variavel real a valores reais, a integral de f(x, @) existe e é:
a _
| Py,
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que, por aditividade em [c,d] = [c, ¢1(x)[U[¢1(x), ¢2(x)]U]¢@2(x),d], pode ser decomposta
como:

~ 1(x) ~ 2(x)
/Cdf(m)dyz/f flx,y)dy + (P)f(xy)dy+ ‘ f( y)dy

p1(x $2(x)

Como para todo y € [c, ¢1(x)[ e para todo y €]¢y(x),d] tem-se f(x,y) = 0 (pois, neste
caso, (x,y) € R\ D), podemos escrever a equagao anterior como abaixo:

1(x) o 2 (x) - 2(x) o 2(x)
/Cq) flx,y)dy + ! flxy)dy + f(x y)dy = /j | f(zfy)dyzfp f(x,y)dy,

¢1(x) p2(x) 1(X ¢1(x)
e portanto:

d 2(x)
[ Fwndy= [ iy

Pelo Teorema de Fubini aplicado a funcéo f, temos:

//R flx,y)dxdy = /ab /Cdf(x,y)dydx = /ab /(:zi;{)f(x,y)dydx,

o que completa a demonstracao. O

Pelo teorema acima, podemos concluir que a integral sobre uma regido limitada D qual-
quer independe do retangulo R que contém D.

De fato, se Ry = [a1,b1] X [c1,d1] e Ry = [ap, by] X [c2,d2] sdo retangulos tais que D C R; e
D C Rj.
Por um lado,

//D f(x,y)dxdy = //R1 f(x,y)dxdy = :l i f(x,y)dxdy

€1

Por outro lado, como D C R, tem-se:

//fx]/dxdy // f(x,y)dxdy = / / f(x,y)dxdy
/ /le(x,y)dxdyz / /D F(x,y)dxdy = / /R Flx yyxdy

Estamos, portanto, prontos para calcular integrais duplas de fun¢des continuas em regides
limitadas do tipo I e do tipo II, conforme ilustra o exemplo a seguir.

e portanto:
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Exemplo 20. Calcular [ [, xydxdy onde D = {(x,y) € R* | 0 < x < 1L,x* <y < /x}.
Pelo Teorema M9, como D é uma regido do tipo I, tem-se:

dxd ' ﬁdd ' v dy| d ' ﬁd d
[ xvesay = [ [ ayax = [ [ xyay| dx =[x [ ydy| =
1 2N\ VX 1 /.2 5 1 42 1 45 3 6
_ (Y _ X _ [, X, 1 [(xr ¥
—/()x[(z)ledx_/() (2 Z)dx_o?-dx /o2dx_2_(6 12)
1

>

6 Aplicacao da Integral Dupla: o calculo de areas

Dado um subconjunto S C IR? qualquer, a fungio caracteristica de S é a funcdo:

XS : R? — R
(r,y) — 1,se (x,y) €8S,
’ 0,se (x,y) ¢S

Restringiremos nosso estudo a subconjuntos S, de R?, limitados. Analisemos a integrabi-
lidade da fungédo caracteristica de um conjunto limitado D, xp: como esta fun¢do s6 admite
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descontinuidades em 9D (i.e., Desc (xp) = 0D), concluimos que xp € integravel se, e somente
se dD tem uma drea “nula”. Conjuntos limitados cuja fronteira tém “drea zero” sdo chama-
dos de conjuntos Jordan-mensuraveis (ou, simplesmente, | —mensuréveis). Ao restringirmos
(ainda mais) a nossa andlise aos conjuntos Jordan-mensuraveis, temos garantida a integrabili-
dade de suas fungdes caracteristicas, de modo que podemos enunciar a seguinte:

Definigdo 21 (4rea). Sejam D C IR? um conjunto Jordan-mensurdvel (ou seja, D é limitado e
oD tem medida nula) e R um retdngulo qualquer que contém D. A drea do conjunto D é:

A(D) & // xp(x,y)dxdy = // ldxdy

Uma vez que estamos trabalhando apenas com conjuntos limitados D de tipo I e II, esta-
mos excluindo de nosso estudo a maioria dos conjuntos Jordan-mensuraveis. Embora todos
estes tenham drea, nos dedicaremos apenas ao estudo das dreas dos conjuntos dos tipos I e II.

Note que a defini¢do anterior coincide com a drea delimitada pela regido D. Por exemplo,
se D= {(x,y) € R?| (a < x < y)&(¢1(x) <y < @a2(x))}, com @1, ¢ : [a,b] — R continuas,

entao:
//D ldxdy = /ab </:§$) dy) dx = /ab[(pz(x) — ¢1(x)]dx =A. (D)
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Exemplo 22. Calculemos a drea da regido:

D={(xy) €R?*| (0<x<1)&(0<y<x)}

Como D é uma regido do tipo I, tem-se:
1 px? 1 1
AD) = [[ 1axay = [ ["1dydx = [ xax =3
(D) Jldmiy= o dee = ) 3

y=x

7 Valor médio de uma funcdao em uma regido Jordan-mensuravel
do plano

O valor médio de um conjunto discreto de valores é a soma dos valores dividida pelo
nimero de valores. No caso de uma funcdo definida em uma regido Jordan-mensurével do
plano, temos um continuo de valores. Definimos, entdo, o valor médio de uma fungdo em
uma regido como a integral da fun¢do dividido pela area da regido. Em outras palavras, o
valor médio de uma funcio f : D C R? — R é dado por:

m(f,D) = 557 [, Flxv)dxdy
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Teorema 23 (Teorema do Valor Médio para Integrais Duplas). Sejam D C R? um con-
junto do tipo I ou II de drea A.(D) tal que int.(D) é conexo®. Se f : D C R> — R ¢é uma
fungdo continua, entdo existe (X,y) € int.(D) tal que:

JJ feysay = fz7)- A(D)

“ndo pode ser decomposto como reunido de dois conjuntos abertos X,Y C RR? tais que CL(X)NY =
@ =XNCL(Y)

.

Demonstragio. Como D é fechado e limitado (ou seja, compacto) e f : D C R*> — R é continua,
existem (x1,y1) € D e (x2,y2) € D onde f atinge, respectivamente, seus valores maximo (M)
e minimo (m), que coincidem com sup f(x,y) e inf f(x,y), respectivamente. Assim,

(V(x,y) € D)(m = f(x1,y1) < f(x,y) < f(x2,42) = M)

Da monotonicidade da integral dupla, tem-se que:

m-A.(D) < /Df(x,y)dxdy <M-A.(D)

m <

1D) //Df(x,y)dxdy <M

Sendo D compacto e conexo, tem-se f[D] = [m, M].
Como 45 ffD x,y)dxdy € [m, M] = f[D], segue que existe (¥,y) € D 5 tal que:

o7 [, f vy = £
Portanto, tem-se:

|| fe sy = fz7)- A(D)
[l

8 A massa e o centro de massa de uma regiao Jordan-mensuravel

Seja D C R? um compacto Jordan-mensuravel - ou seja, um conjunto fechado, limitado
e cuja fronteira tem medida (e, portanto, contetido) zero. Imaginemos D como uma chapa
delgada.

3uma “testemunha” de que 7oy f |p f(x,y)dxdy pertence, de fato, a imagem de D por f.
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Definicao 24. No contexto acima, uma fungdo densidade superficial de massa associada a
D é uma fungdo continua:

0: D — R
(x,y) = d(x,y)

tal que:
(V(x,y) € D)(0(x,y) > 0).

Assim, se § : D C R? — R é uma funcido densidade superficial de massa associada a D,
temos:

m(D) = //D O(x,y)dxdy

onde m(D) denota a massa da chapa de forma D.

Se ¢ for uma funcdo constante e igual a k, entdo a massa de D é igual ao produto de k pela
area de D. Neste caso dizemos que a chapa é homogénea.

Seja R um retangulo (portanto, um conjunto conexo) contido na regido D. Pelo Teorema
do Valor Médio para Integrais Duplas, existe (s, t) € R tal que:

//R1 5(x,y)dxdy = 5(s, 1) - A.(Ry),

ou seja,

O(s, t) = %

Assim, 4(s, t) é a densidade superficial média (massa por unidade de area) de R.

Podemos considerar a regido D como contida em um retangulo R = [a,b] x [c,d]. Para
n € N fixado, tomamos uma parti¢do regular de ordem n de R, ou seja, 771({1) = {(xi,yj) €

R?| (xi € PI)&(y; € P}

Seja, agora, (%;,77;) € int(R;;) C D um ponto qualquer [ao final, teremos escolhido n?
pontos nos n? subretangulos determinados pela particio]. Como, por hipétese, § é continua
em cada (¥;,¥;), dado & > 0 existe J;; > 0 tal que se ||(x,y) — (%, 7;)| < J;; entdo |6(x,y) —

0(%;,7;)| < e. Podemos refinar a (ou seja, acrescentar pontos a) particao 731({”) de modo que o
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maior dos lados de cada (novo) subretangulo seja menor que /27, onde 77 = min{d;; | (i,) €
{1,---,n} x{1,---n}} (o que garantird que ¢, a fungdo densidade superficial, ndo vai variar
fora do intervalo |5(%;, ;) — € 6(%;, ;) + €[). Assim, a massa de cada subretangulo desta nova
particdo (mais refinada) serd, aproximadamente:

m(Rij) ~ 6(%;, 7j) A.(Rij),
Assim, se tomarmos uma parti¢do suficientemente fina (de tal modo que max{Ax, Ay} <

\/551']'), poderemos considerar a densidade de cada subretingulo R;; aproximadamente cons-
tante e igual a 6(%;, ;).

Se denotarmos por Am;; a massa do retangulo R;; de lados Ax e Ay;, podemos escrever:

Amij = 5(%;,4;) - Ax - Ay
A massa da lamina delgada serd, portanto, aproximadamente igual a:
n n
m(D) ~ Y Amjj= Y 6(%;,7;) - AxAy
ij=1 ij=1

E razoavel supor que, a medida que refinamos mais e mais a parti¢do, obteremos valores
cada vez mais préximos do da massa da lamina.

Pela definicao de integral dupla, temos:

n n n
m(D) = nlgxgo Y. Amy; = nlgrc}o ) Z&(fi,y‘j)AxAy = //D 5(x,y)dxdy

ij=1 i=1j=1

E comum referir-se Am;; como um elemento de massa. Em virtude de (x), também

escrevemos:
m(D) = / / dm
D

9 Aplicacdo da Integral Dupla: Centro de Massa de uma Re-
gido Nao-Homogénea
Muitos conceitos, tais como massa, centro de massa e momento de inércia podem ser de-

tinidos com o auxilio de integrais duplas para distribui¢des continuas de massa. Nesta se¢ao
faremos uma breve discussdo sobre o centro de massa.

Se P denota um vetor no plano com origem (0,0) e extremidade num ponto arbitrario e

se n massas, My, - - - , My estdo localizadas nos pontos Py = (x1,y1),- -, Pn = (X, Yn), respec-
tivamente, o centro de massa do sistema é definido como sendo o ponto C determinado pela
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equacgao:

_ Y me (Y i)
er(l:1 My

onde o denominador )/, m; é chamado massa total do sistema.

C

7

O centro de massa pode ser pensado como “o ponto de equilibrio” do sistema.

Se as massas estdo localizadas nos pontos de coordenadas (x1,v1), -, (Xn,Yn) € s€ 0 cen-
tro de massa C tem coordenadas (X, ), a relacdo que define C pode ser representada por duas
equagdes escalares:

n n
M MiXk | Y MiYk
X = n € ]/ - n
Zk:1 my Zk:1 my
No numerador do quociente que define X, a k—ésima parcela da soma, myxy, é chamado
momento de massa 1 com relacdo ao eixo y. Se a massa m, igual a massa total do sistema,
fosse colocada no centro de massa, seu momento em relagdo ao eixo y seria igual ao momento
do sistema,

n
mx = Z MEXy
k=1
Quando consideramos um sistema cuja massa estd distribuida numa regido do plano e
ndo apenas num conjunto formado por um ntmero finito de pontos, os conceitos de massa,

centro de massa e momento de inércia sdo definidos por meio de integrais duplas.

Vamos, agora, definir centro de massa de uma regido D C R2 compacta e Jordan-mensuravel.
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Tomamos, primeiramente, uma parti¢do regular de ordem n de um retangulo que contém
D, digamos R = [a,b] x [c,d], 731({”) = {(x,y;) € R0 < i,j < n}. Em cada sub-retangulo
determinado pela parti¢ao, R;j, tomamos um ponto qualquer (¥;,¥;) € int. (R;;). A massa de
R;; serd, aproximadamente, 0(%;, ;) AxAy (caso (¥;, ;) € R;j \ D, tomamos (%, ;) = 0).

Para fins de aproximagéo, vamos considerar cada retangulo R;; como um ponto material
localizado em (X;,77;) e de massa 6(;, ;) AxAy (vimos que é possivel obter aproximagoes tao
boas quanto queiramos na secdo anterior, fazendo uso da continuidade da fun¢do densidade
de massa superficial). O centro de massa do sistema obtido é, conforme aprendemos em Fi-
sica, o ponto de coordenadas aproximadas:

o~ 21%1 Y1 X0 (%, ;) Ax Ay
i—1 Lj—1 0(%i, ) AxAy
T X 70(x,g)Axdy
Je Yit1 L1 0(%i, ) AxAy
Conforme refinamos mais e mais a partigdo, nos aproximamos mais e mais dos valores

exatos das coordenadas do centro de massa de D. Tomando o limite das somas de Riemann
acima nos dé, portanto:

T — JJp x0(x, y)dxdy _ [fp xdm
“ [fpo(x y)dxdy [[pdm

7. = JJpyé(x,y)dxdy _ [fp ydm
= o ydxdy

Exemplo 25. Calcular a massa e o centro de massa da ldmina que ocupa a regido
D= {(x,y) € R* | (0 <y <sin(x))&(0 < x < 1)} e com densidade 6(x,y) = y.

Soluc¢do: Primeiramente esbogamos a lamina, como segue:

A

Yy

@)

RIN B
3

Ry

W
W



Para calcularmos sua massa, temos:

m(D) = //D dm = //D O(x,y)dxdy = /On /OSin(X) ydydx = /On <sin2(x)> dx = g

Quanto as coordenadas do centro de massa, temos:

B 1 1 7T psin(x) T
x_—m(D) //Dxé(x,y)dydx—g/o /0 (x~y)dydx—5

_ 1 B 1 T psin(x) 9 B 16
y= W//}jy&x,y)dydx = §/O /0 y dydx = .

O centro de massa da lamina de formato D e densidade dada pela funcdo acima é, por-
tanto, o ponto de coordenadas:

.
>
T X

Observacao 26. Quando a densidade de um objeto é constante, ela se cancela no numerador e no
denominador das formulas para x e y. Quando X e Y sdo considerados, & pode muito bem ser iqual a 1.
Assim, quando 6 é constante, a localizagdo do centro de massa se torna uma caracteristica da forma do
objeto, e ndo mais do material do qual o objeto é feito. Em tais casos, os engenheiros costumam chamar
o centro de massa de centréide da forma. Para encontrar o centréide, fazemos § = 1 e calculamos x e
Y como antes.

10 Mudanca de Ordem na Integracao Miiltipla

Ha4 certas integrais multiplas que ndo podem ser resolvidas na ordem de integracdo em que
sdo colocadas. E, por exemplo, o caso da integral:
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/n/n wdydx
0 Jx y
8

uma vez que ndo existe fun¢do elementar cuja derivada seja f(y) = sin(y)/y °.

O resultado a seguir é uma consequéncia imediata do Teorema de Fubini para regides de
tipole Il

Teorema 27. Seja D uma regido que possa ser descrita simultaneamente como sendo de tipo I,
ou seja, dada por:

D={(x,y):a<x<b¢i(x) <y<
1(x

onde @1, ¢, : [a,b] — R sdo continuas e (Vx € [a,b])(¢
descrita como:

P2(x) }
< ¢2(x)), e do tipo II, ou seja,

)

D={(x,y):c<y<d ¢1(y) <x<a(y)}

onde Y1,y : [c,d] — R sdo continuas e (Vy € [c,d])(¢P1(y) < ¢a2(y)).
Se f : D C R? — R é continua, entio vale:

/ab /qj;(j) f(x,y)dydx = // flx,y)d / /wj}j?)f(x,y)dxdy

Demonstragdo. Sendo f; D C R?> — Rcontinuae D = {(x, y) :a < x < b, ¢1(x) <y < ¢2(x)},
por um lado, pelo Teorema de Fubini, tem-se:

[ semaa= [T [ s v

Como também podemos escrever D = {(x, y) : ¢ <y <d, ¢1(y) < x < ¢p(y)}, também
pelo Teorema de Fubini tem-se, por outro lado:

//fxydA // F(x,y)dxdy

e segue o resultado. O

Note que a continuidade de f : D — R é condicdo suficiente para a inversdo da ordem de
integracdo, mas ndo é necessdria. Uma condi¢do necessdria para a invertibilidade na ordem
de integracdo é dada em seguida.

#Nos até mesmo definimos a fungdo seno-integral por Si (x) = [ wd

permite calcular diretamente Si (x) sem calcularmos a integral.

t . Tal funcdo, no entanto, ndo nos
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Teorema 28 (Teorema de Fubini (forte)). Sejam D C IR? um conjunto limitado e f : [a, b] X
[c,d] = R uma fungdo limitada em R cujo conjunto de descontinuidades estd contido em uma
reunido finita de grdficos de fungoes continuas (ou seja, f Riemann-integrdvel). Entdo, se D uma
regido que pode ser descrita simultaneamente como sendo de tipo I, ou seja, dada por:

D={(x,y):a<x<bei(x) <y < ¢gax)}

onde @1, ¢y : [a,b] — R sio continuas e (Vx € [a,b])(p1(x) < @2(x)), e do tipo I, ou seja,
descrita como:

D={(x,y):c<y<d p1(y) <x<n(y)}
onde 1,y : [c,d] — R sdo continuas e (Vy € [c,d])(P1(y) < ¥2(y)), vale:

[ i = [ espan= [ [ s

ou seja, podemos inverter a ordem de integragao.

Vamos aplicar este teorema para avaliar a integral dupla:
7T T Q1
/ / SI0) 4y
0 Jx y
Procedemos como segue:

e Esbocamos a regido de integracdo, que neste caso é:

D={(xy) eR*[(0<x < m)&(x <y <)}

Neste caso, a regido D é originalmente dada como uma regido do tipo I;

e Expressamos D como uma regido de tipo II, ou seja:

D={(xy) eR*[(0<x<y&0<y<m)}

o que é sempre feito com auxilio do esbogo da regido.
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e Escrevemos a fungdo que pretendemos integrar, explicitando seu dominio:

f: D\{(x,00eR?|xe[0,7]} - R

. sin(y)
(x,y) B

Podemos considerar o dominio de f contido em D e estender a fun¢do por um:

f: D\{(x,00eR?|xe0,n]} — R
Smy(y),sey#O

(x,y) =
1,sey=20

Note que a funcio f assim definida é continua em {(x,0) € R? | x € [0, 7]}, uma vez que
para qualquer xg € [0, T] vale:

lim S0 _ g
(xy)—=(x00) Y
(x,y)eD

Em seguida, como f estd cumprindo as condi¢des de Teorema 27, invertemos a ordem de
integragdo, observando que na segunda integral descrevemos D como uma regido do tipo 1I:
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Nao existe regra geral para prever que ordem de integracdo serd melhor em circunstancias
como essa, assim ndo se preocupe em saber como comecard suas integracdes. Simplesmente
va em frente e, se a ordem que vocé escolheu primeiro ndo funcionar, tente a outra.

Observacao 29. Serd que podemos aplicar o Teorema de Fubini para inferir que:

// x+y3yx_//(x+y dxdy 7

A resposta é ndo! A funcio f(x,y) = (x —y)/(x +y)3 nao estd definida em (0,0). Em
principio, isto ndo é um obice a aplicagio do teorema, uma vez que poderiamos tomar a “extensdo
de f por zero”, ou seja, considerar a fungio:

f: 0,1 x[0,1] — R

. f(x,y) se (x,y) €[0,1] x [0,1]\ {(0,0)}
(xy) ~ {0, se (x,y) = (0,0)

No entanto, observe que f ndo é limitada em [0,1] x [0,1]. Com efeito, tem-se:

(x,y)—(0,0) (x ol y) x—0 X
y=0

de modo que dado qualquer K > 0 podemos encontrar § > 0 tal que 0 < ||(x,0) — (0,0)] <
0 = |f(x,0)| > K. Assim, para cada K > 0, ndo importa qudo grande seja, podemos tomar o

ponto (%,0) € [0,1] x [0,1] \ {(0,0)}, e teremos f <%,O> > K. Logo, o Teorema de Fubini
ndo se aplica porque a fungdo f nado é limitada em seu dominio.

11 Integrais duplas sobre regides ilimitadas
A fim de calcular integrais duplas sobre regides ilimitadas, procedemos de forma anéloga

aquela usada para definir integrais de fun¢des de uma varidvel real a valores reais sobre
conjuntos ilimitados da reta.
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Defini¢do 30 (Integrabilidade em Regides Ilimitadas). Sejam D = {(x,y) € R? | (a <
¥)&(p1(x) <y < @a(x))}, onde @1, 92 : [a,00]— R sdo uma funcdes continuas tais que
(Vx € [a,00])(g1(x) < @(x)) e f : D C R? — R. Dizemos que f é integrdvel em D se, e
somente se existir o limite:

lim ¢ {/W@f(x,y)dy] dx

R—00 a ¢1 (x)

© r@a(x)
/ / f(x,y)dydx
a (P1(x)

Neste caso, escrevemos:

para denotar este limite.

y = ¢2(x)

Exemplo 31. Calcular, se existir:

oolldd
A/ex@yx

Soluc¢do: Procedemos como sempre, esbocando a regido:
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Calculamos primeiramente:

11 _1 1dy—1 exdy _ 1 eX 1 X . 1
o¥ xTydy_F ex?—ﬁ- [—/1 ?] _—F[ln|y|]1 ——F(ln|e |—1n|1|)__;

Em seguida, calculamos a integral impropria:

© 1 S (oS R
/ (/ i—y)dx:/ (—%)dx:—/ d—;cz—lim d_azc:
1 ex XY 1 be 1 X R—e J1 X

R
= — lim [—1} = lim (1 — l) =1.
R— o0 X 1 R—o0 R

Definicdo 32. Seja f : R?> — R uma fungio continua, exceto possivelmente em um subconjunto
de medida nula, Desc (f) C R2. Dizemos que f é integrdvel em IR? se o limite :

lim /_1; /j{f(x,y)dxdy

R—o0

existir. Neste caso, denotamos este limite por:

/_o; /_o:of(x,y)dxdy

Exemplo 33. Calcular:

/0:0 /0:0 (2 + 1)1(y2 1y

Solugao: Calcularemos, na verdade:

R /R 1
/R /R (x24+1)(y*> + 1)dxdy
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e depois passaremos o limite para R — oo.
Primeiramente, tem-se:

/R L dx = ! -/R L dx = ! - [arctan(x)]® , =
REHDA+D T P+ Jr2+1TT y2+1 X
_ 2arctan(R)
y>+1

Agora,

R (R 1 R 1

/—R /—R (2 4+1)(y*> + 1)dxdy = 2arctan(R) /—R y2 + 1dy -
= 2arctan(R) - 2arctan(R) = 4 - arctan?(R)

Assim,

00 ) 1 L 5 B 7_-( 2_ 9
/_oo/_oo(x2+1)(y2+1)dxdy—1%1_r>r;o4arctan (R)=4 (2) =T

A observagdo abaixo pode ser ttil no computo de integrais de certas fun¢des, como a do
exemplo anterior.

Observagao 34. Suponhamos que f : [a,b] x [c,d] C R* — R seja uma funcio continua que pode
ser expressa como:

(V(x,y) € la,b] x [c,d])(f(x,y) = F(x) - G(y))
Entdo tem-se:

/Cdf(x,y)dy = /CdF(x) -G(y)dy = F(x) - /CdG(y)dxdy

Assim, pelo Teorema de Fubini,

[ [ E- ey = [ (e [ Gy ax

Como | Cd G(y)dy é um simples escalar, tem-se:

/ab (P(X) /CdG(y)dy> dx = (/CdG(y)dy) : (/ﬂbF(x)dx)

Da observacdo acima, conclui-se® que se f : [a,00[x[c,00] C R?> — R é continua tal que
f(x,y) = F(x) - G(y) para todo (x,y) € dom (f) e integravel em seu dominio, entdo:

/aoo /Coof(x/y)dxdy = (/am F(x)dx) : (/Cooc(y)dy)

Susando o fato de que, se os dois limites existem, o limite do produto é o produto dos limites
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Observacao 35. Tudo o que foi desenvolvido aqui se estende, mutatis mutandis, naturalmente, para
integrais triplas.

12 Aplicacdao da Integral Dupla: Momento de Inércia

Nesta secdo, D serd uma regido J—mensuravel do plano que pode ser decomposta numa
quantidade finita de regides dos tipos I eIl e § : D C R? — R ser4d uma fungdo de densidade
superficial de massa.

Nosso objetivo é deduzir uma férmula que nos permita calcular o momento de inércia de
uma lamina plana, dada por D e  : D — IR, em torno de algum dos eixos coordenados (ou
seja, em torno do eixo Ox ou em torno do eixo Oy).

O momento de inércia da ldmina é andlogo a massa de um corpo em movimento linear. O
que torna dificil de fazer girar ou parar a lamina é seu momento de inércia, uma grandeza que
leva em conta ndo apenas a massa, mas também sua distribuicdo espacial. A fim de estudar
a cinematica e a dindmica de corpos em rotacdo em torno de um eixo, é necessério, portanto,
termos em maos o momento de inércia.

No caso de um ponto material de massa m de coordenadas (%,7), o momento de inércia
com respeito ao eixo y é dado por I, = m - 2, enquanto que 0 momento de inércia com res-
peito ao eixo x é dado por I, = m - 2.

Veremos, na sequéncia, como proceder no caso de uma distribui¢do continua de massa no
espaco.
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Se, entretanto, estivermos estudando a rotagdo de uma ldmina rigida plana (de densidade
superficial dada por uma funcdo, §) em torno de certo eixo, estaremos mais interessados na
quantidade de energia que estard armazenada, ou na quantidade de energia que sera neces-
saria para acelerar a lamina até uma determinada velocidade angular. E aqui que entra o
segundo momento, ou o momento de inércia, que é a contraparte da inércia de um corpo
(massa) em movimentos rotatérios. Suponhamos que a lamina seja uma regido do tipo I ou
do tipo II.

Procedemos como sempre: circunscrevemos a lamina, D, em algum retangulo, R = [, ] X

[c,d] e tomamos uma parti¢do regular de ordem , 771({1) = {(xiy)) | (i € P[(Ezg])&(yj €
P[(Cng})}. Em cada sub-retangulo, R;j, escolhemos um ponto arbitrdrio (¥;,7;) € [x;, xi41] ¥

[Yj,yjs1l:
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Estendemos a fungédo J por zero:

5 [arb]X[C,d] — R
(vy) {Mly) se (v,y) €D

Podemos, agora, aproximar a lamina por uma distribuigdo discreta de n> massas no plano,
concentradas nos pontos (¥;, ¥;). A massa do ponto de coordenadas (¥;, ;) serd aproximada-
mente:

Ami]- =~ (5(351'/?]') . AXAy
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de modo que o momento de inércia desta particula com respeito ao eixo y sera:

~ .2 — 2 5
(Iij)y ~ X; - AmZ] = X; - 5(3(1',]/]') . AxAy
Aproximamos o momento de inércia da lamina pela soma:

n

1n-1
~ =2
b D Ex oy = T Gl dry
j=1i=1 j=1i=1

Esperamos que quanto maior seja o valor de 1, mais préximo do valor exato do momento
de inércia da ldmina com respeito ao eixo y estaremos, ou seja, que:

n—1n—
Iy = lim Z Z 5(xl,y] -AxAy = // 5(x,y)dxdy = // x?-8(x,y) - dxdy

]:

Analogamente, vemos que o momento de inércia da lamina D com respeito ao eixo x é:

n—1n-1
x—nlglc}oZ; Zy] xl,y] -AxAy = //y -0 (x,y)dxdy = //y -0(x,y) - dxdy
j=1i=

Passemos, agora, a andlise do momento de inércia de distribui¢des continuas de massa no
espaco.

Seja D uma chapa plana, delgada, cuja densidade superficial é descrita, em cada ponto,
pela fungdo 6 : D C R?> — R, O ndmero:

L = // y25(x,y)dxdy
D

é chamado o momento de inércia da chapa em relacdo ao eixo x. O numero:

Iy—// O(x,y)dxdy

é chamado momento de inércia da chapa D com relacdo ao eixo x.

A soma I + I, € chamada momento de inércia polar em relagdo a origem, denotado por
Iy. Logo,

b= [[ (2420 y)xdy
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Exemplo 36. Determinar os momentos de inércia Iy, Iy e Iy da lamina de forma D, regido do

primeiro quadrante limitada pela pardbola y = x* e pela reta y = 1, com densidade superficial
igual a 6(x,y) = xy.

Solugao:
Temos:

1 /1 1
L= [[ vetyaxdy = [[ v ypaxdy = [[ siaxdy = [ [ wpaydx =
LYol ydxdy = [ [ y" - (xy)dxdy = || xyrdxdy = | [ xydydx = 2o
Iy://sz (x,y)dxdy = // - (xy)dxdy = //xydxdy //xydyt:lx—
I :// (x® +y?)d(x )dxdy:// xy’dxd —i—// x3ydxdy:1—3
0 D y ’y D y D 80

13 Apéndice

No texto desta agenda usamos apenas parti¢des regulares dos retangulos a fim de tornar mais
conveniente a apresentacdo. Neste apéndice, apresentamos conceitos mais refinados da teoria
de integracgdo, e terminamos por exibir um exemplo de fungdo que nao é integrével de acordo
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com a nossa defini¢ao.

Sejam R = [a,b] x [c,d] C R? um retangulo, f : R — R uma fungio limitada, Py ={a =
xg < x1 < -+ < Xp_1 < X = b} uma partigdo qualquer (ndo necessariamente regular) de
[a,b] e Py ={c=yo <y1 < - <Yu-1 < Yn = d} uma particdo qualquer de [c,d], de modo
que P = {(x;,yj) € R| xi € Plap,Yj € Pl,q)} seja uma particdo de R. Para cada subretangulo
S C R, determinado por P, sejam:

ms; (f) = inf{f(x,y) | (x,y) € Sij}

Ms;(f) = sup{f(x,y) | (x,y) € S}

e seja vol(S;;) o volume do subretangulo S;;, dado por (x;41 — X;) - (yj+1 — ¥;)- As somas
inferior e superior de f correspondentes a particdo P sdo, respectivamente:

Z ms -vol.(S;;) e S(f,P) Z Ms f) - vol.(5;)
ij=1 ij=1

Evidentemente, como ms, (f) < Ms,(f), tem-se que s(f, P) < S(f, P).
Vale também vale o seguinte resultado mais forte:

Lema 37. Sejam P uma partigdo do retdngulo R = [a,b] X [c,d] e P’ uma particio do mesmo
retdngulo tal que todo subretingulo determinado por P’ esteja contido em algum subretangulo
da partigdo P ". Entdo:

s(f,P) <s(f,P') e S(f,P)) < S(f,P)

Ou seja, ao refinarmos uma particdo, as somas inferiores ndo diminuem e as somas superiores
ndo aumentam.

"neste caso, dizemos que P’ é mais fina do que P.

Demonstragio. Por hipétese, cada subretangulo S;; de P se subdivide em vérios (digamos k)
subretangulos pertencentes a P’, digamos S;; = Sjj1 U - U S;j, de modo que vol.(S;;) =
Yk, vol.(Sjj). Por propriedade de infimo de um conjunto, como S;jy C Sjj, tem-se ms,(f) <
ms,,(f), de modo que:
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ms,, (f) - vol.(S;j) = ms,; (f)-vol.(Si1) + -+ msi]‘(f) -vol.(Sji) <
< sy, (f) - vol.(Sij1) + - -+ ms, (f) - vol.(Si)

A soma em i, j do primeiro membro da expressdo acima, para todo S;; determinado por P

é s(f,P), enquanto que a soma de todos os membros do segundo membro é s(f,P’). Desta
forma, s(f,P) < s(f,P’). A demonstragdo para somas superiores é analoga.

[l

Corolério 38. Se P e P’ sio duas particdes quaisquer de R, tem-se s(f, P') < S(f,P)

Demonstragdo. Seja P” = P UP’, que é uma parti¢do mais fina do que P e do que P’, simul-
taneamente. Entdo:

s(f,P') <s(f,P") < S(f,P") <S(f,P).
O

Decorre do corolario acima que o limitante superior das somas inferiores de f é menor ou
igual ao limitante inferior das somas superiores de f, ou seja,

sup{s(f,P’) | P’ particdo de R} < inf{S(f,P’) | P’ partigdo de R}

Uma fungdo f : R — R é Riemann-integravel em R se:
e f élimitada em R;
o sup{s(f,P') | P’ particio de R} = inf{S(f, P’) | P’ particdo de R}

Denotamos este nimero dado na igualdade acima por [ [ f(x,y)dxdy, que denominamos
“a integral de f sobre R”. A seguir, um critério muito ttil sobre a integrabilidade de fungdes.

Teorema 39. Uma fungio limitada f : R = [a,b] X [c,d] — R é Riemann-integrdvel se, e
somente se, para todo € > 0 existir uma particido P de R tal que:

S(f,P)—s(f,P)<e
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Demonstragio. Certamente que se para todo ¢ > 0 existir uma particdo P tal que S(f,P) —
s(f,P) < € tem-se sup{s(f,P’) | P’ partigdo de R} = inf{S(f,P’) | P’ particdo de R}, de
modo que f é integravel.

Reciprocamente, se f é Riemann-integravel em R, tem-se sup{s(f, P’) | P’ parti¢do de R} =
inf{S(f,P") | P’ particdao de R}, de modo que para cada ¢ > 0 existem partigdes P e P’ tais
que S(f,P) —S(f,P') < e SeP” = PUP/, do lema segue que S(f,P") —s(f,P") <
S(f,P)—s(f,P) <e. O

Exemplo de uma funcdo limitada que nao é Riemann-integravel: considere:

f: [0,1] x[0,1] — R
0 se x é racional
(x,y) | se 2 & frract
se x é irracional
Se P é qualquer particdo de R = [0,1] x [0,1], cada subretangulo S por ela determinado
tem sempre pontos (x,y) com x racional e com x irracional. Deste modo, ms(f) = 0 e
Ms(f) =1, e portanto:

s(f,P)=)0-vol(S)=0

SCR

S(f,P) = 52;21 -vol.(S) = vol.([0,1] x [0,1]) =1

de modo que f ndo é Riemann-integravel.

Uma caracterizagdo da Riemann-integrabilidade de uma fung¢do pode ser dada em termos
do “tamanho” do conjunto onde a funcdo é descontinua. A grosso modo, se tal conjunto for
“pequeno” (em um sentido que tornaremos preciso a seguir), entdo a fun¢do serd Riemann-
integravel - e se a funcdo for Riemann-integrével, seu conjunto de descontinuidades sera
“pequeno”.

Definigdo 40 (medida nula). Um subconjunto A C R? tem medida nula se para todo & > 0
existe uma cobertura {Rq,--- ,Ry,- - - } de A, por retdngulos (abertos ou fechados), de modo que

Como exemplo, podemos citar o grafico de qualquer funcado real de uma varidvel real no
plano.

Nao é dificil demonstrar que qualquer subconjunto de um conjunto de medida nula tam-
bém tem medida nula: de fato, se A tem medida nula e B C A, para todo € > 0 existe uma
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cobertura de A, {Ry, -+, Ry, - - - }, por retangulos tais que ), vol.(R;) < €. A mesma cole-
¢do de retangulos recobre B, de modo que B tem medida nula. Pode-se demonstrar, também
sem dificuldades, que a reunido finita de conjuntos de medida nula também tem medida nula.

Defini¢do 41 (contetido nulo). Um subconjunto A C IR? tem contetido nulo se, e somente se,
para qualquer ¢ > 0 existir uma cobertura finita {Ry,--- ,R,} de A por retangulos (abertos ou
fechados), de modo que Y_!' ; vol.(R;) < e.

Exemplo 42. Seja f : [a,b] — R uma fungio continua. Entdo Graf (f) = {(x, f(x)) € R? |
x € [a,b]} tem conteido nulo.

Com efeito, dado ¢ > 0, como f é uniformemente continua em [a,b], existe 6 > 0 tal que
para qualquer x1,x, € [a,b] tais que |x1 — xp| < 0 tem-se |f(x1) — f(x2)| < 5=5. Tome
uma particio P = {a = xo < x1 < -+ < x,_1 < X, = b} tal que max{|x;11 — x| |
i€ {0,---,n—1}} < 4. A colegio de retingulos R; = [x;,x;j11] % [m;(f), M;(f)], onde
mi(f) = min{f(x) | ¥ € [xx1]} ¢ Mi(f) = max{f(¥) | x € [x;,%in1]} ¢ tal que
Graf (f) C U'JR; e para cada i € {0,---,n — 1}, tem-se vol.(R;) < & - =, e assim

Z?:_Olvol.(Ri) <n-d-55<(b—a) ;5=

Observe que dado um conjunto compacto A C R? de medida nula, A também tem con-
teido nulo. Com efeito, como A tem medida nula, dado ¢ > 0 existe uma cobertura {R;};c;
por retangulos tais que Y ;c; vol.(R;) < e. Considere a cobertura aberta 24 = {int.(R;) | i € I}
de A. Pela compacidade de A, segue que 2 admite uma subcobertura finita, digamos
A" = {int.(R;) | i € {i1,---,in}}. Tem-se, assim, que {R;, ---,R; } é uma cobertura fi-
nita de A por retangulos tais que:

ivol.(Rij) <) vol.(R;) <
=1

iel
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Definicdo 43 (oscila¢do). Seja f : R — R uma fungio. A oscilagdo de f em R é:

w(f,R) = Mg(f) — mr(f)

Se f ndo for continua em (xg,Yyo), a medida da descontinuidade de f em (xo,yo) pode ser dada
de forma precisa. Sejam, para & > O:

M(f, (x0,0),6) = sup{f(x,y) | (x,y) € B((x0,%0),9)}

m(f, (xo0,40),6) = inf{f(x,y) | (x,y) € B((x0,40),6)}
A oscilagdo de f em (xo,yp) é

w(f, (x0,y0)) = 5£fg+[M(f/ (%0, Y0),8) = m(f, (x0, y0),9)] = inf w(f, (x0,0),9)

Proposicio 44. Sejam R um retdngulo em R? e f : R — R uma funcio limitada. Tem-se, para
qualquer (xo,Yo) € int.(R):

w(f, (x0,40),0) = sup{|f(x,y) = f(z w)| | (x,y), (z,w) € B((x0,40),6) }

\.

Demonstragio. Dados (x,vy), (z,w) € B((xo,y0),6), podemos escolher a notacdo de modo que
f(z,w) < f(x,y). Temos:

m(f, (x0,40),6) < f(z,w) < f(x,y) < M(f, (x0, 40), )

o que nos da:

f(xy) = fzw)] = fxy) = f(zw) = fx,y) +(=f(zw)) < M(f, (x0,y0),6) = m(f, (x0,Y0), )

Assim, M(f, (x0,y0),0) —m(f, (x0,Y0),0) é cota superior de {|f(x,y) — f(z,w)| | (x,y), (z,w) €
B((x0,Y0),6)}. Por outro lado, dado ¢ > 0 podemos encontrar (x1,y1), (x2,y2) € B((x0,40),9)
tais que £(x1,11) > M(f, (x0,40),8) — § e f (x2,2) < m(f, (o,0),0) + &, ousefa, —F (x2,y2) >
—m(f, (x0,Y0),6) — 5. Segue-se que |f(x1,y1) — f(x2,y2)[ = f(x1,y1) — f(x2,¥2) = f(x1,31) +
(—f(x2,y2)) > (M(f, (x0,40),6) — m(f, (x0,y0),6)) — €. Isto mostra que M(f, (xo,¥0),6) —
m(f, (x0,Y0),9) é a menor cota superior de {|f(x,y) — f(z,w)| | (x,y), (z,w) € B((x0,Y0),9)},
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de modo que:

w(f, (x0,40),0) = sup{|f(x,y) = f(z w)| | (x,y), (z,w) € B((x0,40),6)}-

de niimeros nio negativos, tem-se sempre w(f, (xo,y0),6) > 0.

Observacao 45. Em virtude da Proposi¢do B4, como a oscilagdo é o supremo de um conjunto

somente se, w(f, (xo,Y0)) = 0.

Proposigao 46. Uma fungio limitada f : R C R?> — R é continua em (xo,y0) € R se, e

Demonstragido. Suponha f continua em (X, yo), de modo que para qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0

tal que (x,y) € B((xo,v0),9) implica |f(x,y) — f(x0,40)| < 5, ou seja:

(¥(x,y) € B((x0,40),8)) (f(x0,0) = 5 < f(x,) < f(x0,90) + 5)

Em particular, para qualquer 7 > 0 com 0 < < §, vale:

(¥(x,y) € B((X0,y0), 1) (f (x0,90) = 5 < f(x,¥) < f(xo,y0) +3)

Por defini¢do de supremo, como f(xo,yo) + 5 € cota superior para f(x,y) em B((xo,v0),1),

tem-se:

(V(x,y) € B((x0,40),m))(f (x,y) < M(f, (x0,%0), 1) < f(x0,0) + g))

Analogamente, para o infimo, temos:

(V(x,y) € B((x0,0), 1)) (f (%0, 40) — % <m(f, (xo,y0), ) < f(x,y))

e portanto:

f(x0,90) — 5 < m(f, (x0,¥0),77)

Segue, portanto, que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < 1 < ¢ implica M(f, (
m(f, (x0,y0),1) < f(xo,40) +5 +5 = f(x0,40) = & ouseja, lims 0 [M(f, (xo0, Y0),6) —

{M(f, (x0,40),7) < f(x0,40) + §
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0, de modo que w(f, (x9,y0)) = 0.

Reciprocamente, se w(f, (xo,10)) = 0, entdo para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que se
0 <7 < dentdo M(f, (x0,y0),1m) —m(f, (x0,¥0),71) <&

Como para todo (x,y) € B((xo,¥0),1) tem-se f(x,y) < M(f,(x0,v0),1) € —f(x0,y0) <
—m(f, (x0,40),7). Tem-se, assim:

f(x,y) — f(x0,y0) < M(f, (x0,y0),11) — m(f, (x0,%0),7) <&
Também valem que f(xo,y0) < M(f, (x0,¥0),17) € m(f, (x0,y0), 1) < f(x,y), logo:

f(x0,y0) — f(x,y) < M(f, (x0,%0), 1) — m(f, (x0,y0),7)

donde segue que:

m(f, (xo,y0),1) — M(f, (x0,y0)., 1) < f(x,y) — f(x0,0)
Assim, para todo (x,y) € B((xo,y0),7) vale:

1f(x,y) — f(x0,y0)] < M(f, (x0,¥0),17) — m(f, (x0,%0),7) < e.

Segue, portanto, que f é continua em (xg, o).

Lema 47. Seja R um retingulo em R? e (xo,y0) € int.(R). Se f : R — R ¢é limitada e
w(f, (x0,40)) < ¢, entdo existe 5 > 0 tal que w(f, (x,y)) < ¢ para todo (x,y) € B((xo,Y0),9)-

Demonstragio. Pela definicio de limite, como w(f, (x0,y0)) = lim, o w(f, (x0,¥0),7) < ¢,
existe & > 0 tal que w(f, (x0,Y0),6) < 6. Dado qualquer (x,y) € B((xo,Yo),d), tomamos { > 0
com B((x,y),) C B((xo0,Y0),0) e obtemos:

w(f, (x,y) < w(f, (xy),1) < w(f, (x0,40),6) < ¢
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Lema 48. Seja R um retingulo em R?. Se f : R — R ¢ limitada, dado ¢ > 0, tem-se que o
conjunto:

B = {(x0,y0) € R | w(f, (x0,¥0)) = ¢}
é fechado em R?.

Demonstragdo. Mostraremos que R? \ B ¢ aberto.

Note que:

B =RN{(x,y) € dom (f) | w(f, (x,y)) > ¢}
e portanto:

R*\ B = (R*\ R) U{(x,y) € dom (f) | w(f, (x,y)) < e}

Assim, dado (x,y) € R?\ B, tem-se (x,y) ¢ R ou w(f, (x,y)) < e. No primeiro caso, como
R é fechado e portanto R? \ R é aberto, existe um retangulo aberto C que contém (x,y) tal
que C C R>\ R C R?\ B.

Tomemos (xg,y0) € {(x,y) € dom(f) | w(f,(x,y)) < €}. Pelo Lema B2, tem-se que
existe & > 0 tal que w(f,(x,y)) < e para todo (x,y) € B((x0,40),9). Segue disto que
B((x0,v0),6) C {(x,y) € dom(f) | w(f,(x,y)) < €}, de modo que este conjunto é aberto
e seu complementar, {(x,y) € dom (f) | w(f,(x,y)) > €} é fechado. Segue que R? \ B, por
ser unido de abertos, é aberto, e portanto B é fechado.

Lema 49. Sejam ¢ > 0, R um retangulo e seja f : R — R uma fungdo limitada tal que
para todo (x,y) € R tenhamos w(f,(x,y)) < e. Entdo existe uma particio P de R com
S(f,P)—s(f,P) <e-vol.(R).

Demonstragio. Dado qualquer (x,y) € R, existe um retangulo fechado R, ;) que contém (x,y)
em seu interior e tal que Mg (f) —mg,, (f) < ¢ de modo que {int(R,)) | (x,y) € R}
constitui uma cobertura aberta de R. Sendo R compacto (fechado e limitado), uma quantidade
finita de conjuntos da forma int(R ) recobre R, digamos {int(R,,,)) [ i € {1,--- ,n}}. Seja
P uma parti¢do de R tal que cada subretangulo S determinado por P esta contido em algum
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Ui,y parai € {1,---,n}. Tem-se, entdo, Ms(f) —ms(f) < ¢ de modo que S(f,P) —
S(F.P) = Ys[Ms(f) — ms(f)] - vol.(S) < ¢ voL(R).

]

O teorema a seguir nos dd uma condicdo suficiente para que uma fungdo seja Riemann-
integravel, a saber, que o conjunto de suas descontinuidades tenha medida nula.

Teorema 50. Sejam R um retdngulo e f : R — R uma fungdo limitada. Se Desc (f) tem
medida nula entdo f é Riemann-integrdvel em R.

Demonstragido. Suponhamos que B tenha medida nula. Dado € > 0, seja B, = {(x,y) € R |

w(f,(x,y)) > ¢}. Entdo B, C B, de modo que B, também tem medida nula. Uma vez que B,

é fechado e limitado, segue que B, é compacto, e portanto tem contetido nulo. Assim, existe

uma coleagao finita de retangulos fechados, Uy, - - -, U, tais que B, C U! ,int. (U;) tais que
*vol(U;) <e.

Seja P uma particdo de R tal que cada subretangulo S determinado por P estd em um dos
dois seguintes grupos:

(1) S1, que consiste dos subretangulos S tais que S C U; para algum i € {1,---,n};
(2) S2, que consiste dos subretangulos S tais que SN By = .

Como f ¢é limitada, seja M > 0 tal que:

(V(x,y) € R)(If (x, y)| < M).
Tem-se Ms(f) —mg(f) < 2M para cada S. Portanto,

SZS: [Ms(f) —ms(f)] - vol.(5) < ZMévol.(ui) < 2Me

Se S € S,, tem-se para todo (x,y) € S, w(f, (x,y)) < &. Pelo Lema &Y, existe uma parti¢do
P’, mais fina do de P tal que:

Y [Ms (f) — ms ()] - voL.(8') < &-voL.(S),

s'cs
para S € S;. Entéo:
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S(f.P)—s(f.P)= ). [Ms(f)—mg(f)] vol(S)+

S'CSes
+ Y [Ms(f) —ms(f)]-vol.(S') <2Me+ Y e-vol.(S) <
S'CSes, Ses,
< 2Me + ¢ - vol, (R)

Como M e vol.(R) sdo nameros fixados, isto mostra que se pode encontrar uma partigdo P’
com S(f,P") —s(f,P') tdo pequeno quanto se queira. Desta forma, f é Riemann-integravel.
O
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