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Introducao

Nesta agenda trataremos de transformagdes que podemos aplicar no plano a fim de tornar
integrais duplas sobre essas mais simples de se calcular, levando em conta a sua simetria ou
mesmo reduzindo-as a figuras “bem comportadas”.

Veremos que geralmente é possivel, a0 nos depararmos com uma regido de integracdo
“torta”, lancarmos mdo de uma técnica que simplifica grandemente nosso trabalho, a mu-
danca de variaveis. Tal técnica nos permite “mudar” a regido de integracdo “torta” para uma
mais “bem comportada”, levando sempre em conta o efeito da “mudanca de escala em cada
ponto” (o determinante jacobiano), dando uma interpretacdo geométrica precisa para isto.

Veremos finalmente um exemplo particularmente ttil e frequente de mudanga de coorde-

nadas, que é capaz de aproveitar a simetria do problema em aprego a fim de simplificar os
cdlculos: o sistema de coordenadas polares.

1 Transformacdes de R? em IR?

Um sistema de coordenadas em R? é uma transformacio injetora de algum subconjunto
de R? em R?.
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Exemplo 1. Sejam a,b,c,d € R tais que a-d — b -c # 0. A fungdo:

p: R* — IR?
(u,v) — (a-u+b-v,c-u+d-v)

é injetora e, portanto, um sistema de coordenadas.

Exemplo 2. A fungio:

@: [0,00[x[0,277] — R?
(r,0) — (r-cos(@),r-sin(0))

é injetora e, portanto, um sistema de coordenadas.

As defini¢des de limite, continuidade e diferenciabilidade sdo dadas coordenada a coorde-

nada:

Definicio 3 (Continuidade de uma fungdo de R?> em R?). Uma funcio:

p: UCR> — R?
(w,0) = (91(,0), ¢2(u,0))
é continua em (ug,vg) € U se, e somente se, p1 : U C R> — Re ¢y : U C R? — R forem

continuas em (uo, vo). Analogamente, ¢ é continua em D C U se, e somente se, 91 [p: D — R
e ¢ [p: D — R forem fungoes continuas.

Definicio 4 (Diferenciabilidade de uma fungao de R?> em R?). Uma funcio:

p: UCR?> — R?
(w,0) = (@14, 0), ¢a2(1,0))
é diferencidvel em (ug,vg) € U se, e somente se, o1 : U C R*> — Re ¢ : U C R?> — R forem

fungdes diferencidveis em (ug, vg). Analogamente, ¢ é diferencidvel em D C U se, e somente se,
@1 [p: D — Re ¢y [p: D — R forem fungoes diferenciduveis.

Conforme ja se sabe, sendo ¢ : D C R?> — R?, (u,v) — ¢(u,v) diferencidvel em (uo,vq) €

int.(D), sua diferencial serd a transformagdo linear dada por:

¢’ (19, v0) : R?2 — ]R2

“{z] R g—uofvo g—uofvo [

8_ uo,UO) a— uo,UO)

&
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A tal transformacdo associamos seu determinante, cujo significado geométrico sera discu-
tido posteriormente.

Definicdo 5 (Jacobiano de uma Tranformacio em Um Ponto). Sejam D C R?, Py =
(1g,v9) € int.(D) e ¢ : D C R? — R?, (u,v) — (x(u,v),y(u,v)), uma transformagio
diferencidvel em Py cujas fungoes coordenadas sdo x,y : U — R. O determinante jacobiano
de ¢ em Py = (ug,vp) é

0x ox
a(x’y)(uo,vo) := det g—u(uo,vo) g_v(”OIUO)

< (u,00) 52 (10, %)

Por vezes também denotaremos o determinante jacobiano por |J¢(ug, vo)|.

1.1 Interpretacio Geométrica do Jacobiano
Nesta se¢do procuraremos dar uma “intui¢do” sobre como uma transformagdo ¢ deforma

certas regides do plano e qual o significado de seu determinante jacobiano.

Sejam D um aberto de R? e:
¢: DCR?> —  ¢[D] CR?
(w,0) = (x(u,0),y(u,0))

(aqui denotamos ¢; = x : U C R2 - Re ¢ = y : U C R> — R) uma transformagao
invertivel tal que

(V(u,v) € D)(|J@(u,0)| # 0)

Sejam (u9,v0) € D, Au, Av > 0 tais que o retangulo:

R={(u,v) € R¥(up < u < up+ Au)&(vg < v < vyg+ Av)}

de drea Au - Av esteja inteiramente contido em D. A transformacdo ¢ aplica R na regido
S = ¢[R] delimitada pelas curvas:
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sdo tangentes a tr(71) e tr(2) em ¢(up, vg), respectivamente. Intuitivamente, se considerar-
mos Au e Av suficientemente pequenos, a drea de S poderd ser aprox1mada pela area do
paralelogramo de vértice ¢(up,vy) determinado pelos vetores Au - T) e Av- T, cuja area €
dada por:

A(S) ~ HAu Ty x Av-Tol| = | Ty x Ta||Au - Av.

Note que:
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e assim:

A(S) = |Jg(uo,v0)| - Au - Av = [J(uo, vo)| - A(R) @

Podemos interpretar, sob as circunstancias apresentadas aqui, o valor absoluto do determi-
nante jacobiano de uma transformacao invertivel em um ponto Py como “um fator de escala
de 4rea pontual”, um ntmero capaz de quantificar o quanto uma transformagdo aumenta,
mantém ou diminui a drea de um pequeno retangulo com vértice em Py. Mais precisamente,
se ¢ : D C R?> — ¢[D] C R? é de classe C'(U,R?) tal que Jo(up,vg) : R> — R? é um
isomorfismo, tem-se:

-~ A(@[B((uo,v0),7)])
r—0  A(B((uo,v0),7))

Uma justificativa precisa deste fato serd dada como uma aplicacdo do teorema da mudanga
de variaveis.

= |Jp(uo,vo)|

1.2 Mudancga de variaveis na Integral Dupla

Um dos objetivos da mudanca de variaveis na integral dupla é facilitar o calculo da integral:

/ /D f(x,y)dxdy



quando o integrando f ou a regido D sdo tais que a integral ndo é simples de ser calculada
diretamente. Como exemplo, considere a integral:

/ / cos ( )> dxdy,

onde R é a regido do primeiro quadrante limitada pelas retasx +y =1e x +y = 2.

Na integragdo de fun¢des de uma varidvel, usamos o método da substituigdo para simpli-
ficar a integral | ub f(x)dx. Este método é baseado na férmula:

/f dx—/f (u)du,

onde a = ¢(c) e b = ¢(d), sendo ¢ invertivel e com derivada continua em [c,d] e f continua
em [a,b].

No caso de funcdes de duas varidveis, transformaremos a integral dupla [ [, f(x,y)dxdy,
onde D é uma regido do plano Oxy em outra integral dupla ||, oF (u,v)dudv, onde Q é uma
regido do plano Ouv.

Para tanto, consideremos as fungdes de x e y definidas por:

x = x(u,0), y = y(u,v) 2)

Estas equagdes definem uma aplicagdo ¢ que associa a cada ponto (u#,v) do plano Ouv um
ponto (x,y) do plano Oxy, isto é:

¢(u,v) = (x(u,0),y(u,0)).

Impondo condic¢des apropriadas sobre x(u,v) e y(u,v), podemos determinar uma regido
Q do plano Ouv de modo que ¢ é continua e injetora em Q, e ¢[Q] = D, conforme ilustra a
tigura a seguir:



Yo

O teorema a seguir nos fornece condi¢des sob as quais é possivel mudar as varidveis na
integral dupla.

Teorema 6 (Mudanga de Variaveis). Sejam U C R? um aberto e x = @1,y = ¢p : U C
R? — R fungcdes de classe C*(U,R) e Q C U um compacto (conjunto fechado e limitado) tais
que:

p: U — R?
(u,0) = (x(u,0),y(u,0))

o ¢ injetora em Q;

9I(x,y)
d(u,v)

e 0 determinante Jacobiano da aplicagio ¢, nunca se anula em Q.

Se f é Riemann-integrdvel em ¢[Q], entdo:

dudo (3)

[ Flwpndy = [ /Qf<x<u,v>,y<u,v>>\§§i;g§

Demonstragio. (informal) Para simplificar, suponhamos que Q seja um retangulo com lados

paralelos aos eixos coordenados, digamos Q = [a,b] x [c,d]. Consideremos uma parti¢do
regular de ordem n de Q, 73((2”) = {(uj,vj)) € R* | (u; € P[’L’z’b])&(vj € P[(C’Z])}. Esta subdivisdo
de Q em sub-retangulos AQ;; = [u;, u; + Au] x [vj,v; + Av]. Para valores suficientemente

grandes de 7, os sub-retangulos AQ);; serdo suficientemente pequenos, de modo que:

(V(x,y) € Qi) (f(x,y) = f(x(u;,vj),y(u;,vj)))

Segue, assim, que a integral de f em AQ);; €, aproximadamente:



f(x(ui,v7),y(ui, v))) - drea (AQj;)

Conforme visto em (), temos:

drea (AQjj) ~ | det J(u;,vj)| - Aulv

e portanto:

// f(x,y)dxdy = 2 Zf x(ui, vj),y(u;,0;)) - | det J(u;, v;) [Audv

i=0 j=0

O valor exato da integral é obtido no limite, quando n — oo, e portanto:

/ f x,y)dxdy = nlgr.}o i i x(ui, i), y(u;,v;)) - | det J(u;, v;)|Audo =

= //Qf(q’(%v)) | det J(u, v)|dudv
]

H& um resultado que nos permite “fortalecer” o Teorema da Mudanga de varidveis, no
sentido em que podemos remover uma das condi¢des que suas hipéteses exigem.

De fato, podemos remover a condi¢do de o determinante jacobiano de ¢ nunca se anular
em U, dado que g é uma fungdo de classe C 1 (pois suas fungdes coordenadas, x e y, o sdo). Isto
ocorre porque, sendo ¢ uma aplicacdo de classe C!, o conjunto dos seus “pontos probleméti-
cos”, ou seja, pontos onde o determinante jacobiano se anula, tem “drea” (medida nula) zero
- e portanto ndo contribui com a parte relevante da integral. Isto tudo é uma consequéncia do:
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Teorema 7 (Teorema de Sard). Sejam U C R? um aberto, ¢ : U C R* — R?, (u,0) —
(x(u,0),y(u,v)) uma fungio de classe C'(U,R?) e & = {(x,y) eu| ’% = O}. O con-

junto g[X| tem medida nula (“drea zero”, sendo portanto um conjunto que nada interfere na
integrabilidade da funcdo).

Teorema 8. Seja ¢ : U C R?> — R? uma funcio de classe C' no aberto U. Se no ponto
(x0,y0) € U do(xq,y0) : R> — R? for um isomorfismo, entdo:

AGB(Go ) _ 1o
A By VP00




Demonstragio. Uma observagdo preliminar: se f : B((xg,v0),7) — R é uma fung¢do continua

e se definirmos m(r) = inf{f(x,y) | (x,y) € B((x0,40),7)} € M(r) = sup{f(x,y) | (x,y) €
B((x0,v0),7)}, entdo f(xo,yo) = lim,_,o m(r) = lim,_,o M(r), e (Y(x,y) € B((x0,Y0),7))(m(r) <
f(x,y) < M(r)). Segue-se dai, pela monotonicidade da integral dupla, que:

m(r) <

x Ydxdy < M
AB((0,90), // oo, y)dxdy (r)

e pelo Teorema do Confronto,

lim // f(x,y)dxd Xo,
i A B (o, 30). (oarny ] FrY3xdY = f(x0.30)
Disto segue, fazendo f(x ( ) =1 (x,y)| que:
ABoyo = [[ sy = [ Tgoy)ldxdy
((xo%0), B((x0,%0),7)

onde na segunda igualdade utilizamos o Teorema da Mudanca de Variaveis, e portanto:

A.(8[B((x0,v0),1)]) _ .. 1
= A(B((xo(iyoo),r)) = I A (B ((x0, y0),7) / /g (x,y)ldxdy = |]g(x0, yo)|

2 Casos Especiais de Mudancas de Varidveis

Embora a mudanca de varidvel seja feita, frequentemente, de modo “artesanal”, dois tipos de
mudanca de coordenadas sado particularmente frequentes. N6s os analisaremos nesta secao.

2.1 Mudanga Linear de Coordenadas

Consideramos a transformagdo linear ¢ definida por:

x(u,v) =au+bv e y(u,v) =cu+dv 4)

onde a,b,c,d € R. O determinante jacobiano desta transformacao é dado por:

a b
c d




Sempre que SE # 0, o sistema (#) pode ser resolvido para u e v em termos de x e y.

Portanto, ¢ é 1n]etora em todo IR?, e a férmula (B) pode ser escrita na forma:

//g[Q] f(x,y)dxdy = |ad — bc| //Qf(au + bo, cu + dv)dudv ()

Exemplo 9. Passemos a resolver a integral dada no inicio destas notas:

// cos( _x)))dxdy,

onde D é a regido do primeiro quadrante limitada pelas retas x +y =lex +y = 2.

Solugdo: Esbocamos a regido D:

Yy
2

x+y=2

e notamos que é uma regiao limitada e fechada.

f(x,y) = cos ( T ((;/ - x))> ¢ uma funcdo continua em todo D (trata-se da composta da fungdo

continua cosseno com uma fungédo racional cujo denominador nado se anula em nenhum ponto
de D). Logo, f é Riemann-integravel em D.

Vamos buscar uma mudanga de coordenadas que torne mais simples a integral:

// cos( ))) dxdy
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Vamos fazer, neste caso:

U=y — nx ©)
v =4y +4x

Agora vamos escrever x e i (que sdo as coordenadas da substituicdo) em termos de u e de

u=my—nx _ Jy—x=
v =4y +4x y+x=

A transformacdo desejada é, portanto:

ISISESTS
——
N DN
= R
1
FNISINTS
+ |
A= Q=
—N—
= R
~ o~
RS
I g
—
1l
N|= Qo

|
+ o
o] <A

p: R* — IR?
v u u v
o) = (5~ 2w ax T s)
Note que ¢ foi obtida como inversa de uma transformagéo linear:
R* - IR?
(x,y) — (m-y—rm-x,4y+4x)

De fato, para qualquer (u,v) € R?, tem-se:

0 u u (%
(Wop)(uwv) =9 (g—5=15=-+5) =
(v Grrs) o)t (Grrs) v Gam)) = o)

e para qualquer (x,y) € R?, tem-se:

(o) (x,y) = @(m-y—m x4y +4x) =

_(dy+4x my—mex mey—mex | 4y +4x
_( 8 o ax T )Y

Devemos, agora, determinar a regido Q = ¢ '[D] = [D]. Para facilitar nossos calcu-
los, levaremos em conta que ¥ é uma transformacdo linear bijetora e que, portanto, aplica
segmentos em segmentos. Como:




0
(—271,8) 8 (271,8)
v = —4u v = 4u
Q
(- AN—— )
u

que é, novamente, uma regido fechada e limitada.

Notamos que ¢ [ € injetora (ja que ¢é a restricdo de ¢ (uma fungdo que é bijetora e, em
particular, injetora) a Q).

[ u
Observamos que as fungdes coordenadas, ¢1(u,v) = § — 5= € ¢2(u,v) = 5= + g, por serem
lineares, sao ambas de classe C!(IR?, R).

Agora calculamos o determinante jacobiano desta transformagdo em um ponto qualquer.
Como é mais fécil, calculamos o determinante jacobiano de 1 em um ponto (xg, yp) qualquer
e depois tomamos o seu reciproco:

a(u,v) |-

St g o) = | T = smo
~d(x,y) B 1 1
3w, 0) ") = o) (g, 90) O

Concluimos, assim, que o determinante jacobiano da transformacao ¢ nunca se anula.
Estamos, portanto, em condi¢des de aplicar o Teorema da Mudanca de Variavel:

o () = [ ()|

Resta expressar Q como uma regido do tipo II. Para encontrarmos as equagdes das retas
que delimitam a regido Q do plano Ouv, notamos que a reta x +y = 1 é levada por ¢ na reta:

v U v

t=rty= (5 50) T lan t8) = &
ou seja, na reta horizontal {(u,4) | u € R}.
A reta x +y = 2 é levada por ¥ na reta:

o= () () -

12

dudv

0
4’



ou seja, na reta horizontal {(u,8) | u € R}.

Aretax=0¢élevadaem g — - =0,earetay =0¢élevadaem 5+ g =10
. A zflova regido de integragdo é a regido Q delimitada pelasretasv =4,v =8, g — 5~ =0e
e 0.

Assim, tem-se:

//cos(7T 5+x)>dxdy e // cos dudv—Sn //__4Ucos dudv_

_ oy ae CN—

871

Exemplo 10. Sejam D o quadrado de vértices (—1,0),(0,—1),(1,0) e (0,1), f a fungdo:

f: R*> — R
(xy) = (x+y* (x—y)?

Calcular / f(x,y)dxdy.
D

Solugdo: esbocamos a regido D abaixo:




e notamos que é uma regido limitada e fechada.

f(x,y) = (x+y)* (x —y)? é continua (por ser polinomial) em D, e portanto f é Riemann-
integravel em Q.

Vamos buscar uma mudanga de coordenadas que torne mais simples a integral:

S Gt )t =y andy

Vamos fazer, neste caso, u = x+yev =x—y.

Agora, vamos escrever x e i (que serdo as coordenadas da substitui¢do) em termos de u e

de v:
u=x+y | Jw=uto x(u,v) 3
v=x—-yY 2y=u—v = EE

A transformacdo que precisamos é, portanto:
R? — R?
(wo) = (3% 45°)
Note que ¢ é bijetora, pois foi calculada como a inversa da transformagao:
p: R* — R?
(vy) = (x+yx—y)

De fato, observe que (9o ) (x,y) = ¢ (x+y,x—y) = < > , ;(x_y)) = (x,v)
para todo (x,) € R2 e que (10 9)(1,0) = § (52, %5%) = (52 + 452, 452 — 45°) = (u0),
para todo (u,v) € RZ.

Devemos, agora, determinar a regido Q = ¢ [D] = [D]. Para facilitar nossos célculos,
levaremos em conta que ¢ é uma transformacdo linear bijetora e que, portanto, aplica seg-
mentos em segmentos. Como

a transformado, por ¥, no segmento que une

)
O segmento que une (—1,0) a (0,1) ser
1) a (1,0) seré transformado, por ¥, no segmento

(=1,—1) a (1, —1); o segmento que une (0,
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que une (1,—1) a (1,1), o segmento que une (1,0) a (0, —1) serd transformado, por ¥, no
segmento que une (1,1) a (—1,1).

Desta forma, Q = ¢ '[D] = ¢|[D] seréd o quadrado de vértices (—1,—1),(1,—1),(1,1) e
(=1,1):

(-1,-1)

que é, novamente, uma regido fechada e limitada do plano.

Notamos que que ¢ [ € injetora (ja que ¢é a restricdo de ¢ (uma fungdo que é bijetora e,
em particular, injetora) a Q).

Observamos que as funcdes coordenadas de ¢, @1 (1, v) = 12 e ¢ (u,v) = %52, por serem
q S 2 2 /P
lineares, sdo ambas de classe C!(R?, R).

Agora calculamos o determinante jacobiano desta transformagdo em um ponto qualquer
(uo, ZJ()) € R2:

a(x,y) B N R
‘a(u,v) (uOIUO) - |det]¢(u0100)| - % _% - E
9% y)
Observamos que para todo (1, vp) € Q tem-se 3, 0) (uo,v0)| # 0.
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Estamos, portanto, cumprindo as hip6teses do Teorema de Mudanca de Variaveis, que
nos permite calcular a integral original como segue:

// x+y)t (x —y)2dxdy = //fxydxdy // flo(u,v) ' E Ug(u,v

Finalmente:

// flo(u,v) ‘ E ;uv dudv—// -%dudv:%/_ll(/_11u402du)dv:

1Y, tud 1 2 122 2
== —du)dv=~ 2 HNdo=--2.2 = —.
2/1<U/15 ”) °T2'5 <v> °T2'5'37 15

Pode acontecer, no entanto, de uma tnica mudanca de varidvel ndo dar conta de simpli-
ficar suficientemente a integral dupla. Nestes casos, procedemos por etapas, como ilustra o
exemplo a seguir.

Exemplo 11. Calcular amassade D = {(x,y) € R? | (x —2y+3)?+ (3x +4y — 1)? < 100},
com densidade 6(x,y) = x — 2y + 18

Solugao: O problema é calcular a integral dupla:

//D(x — 2y + 18)dxdy

Com um pouco de Geometria Analitica, vemos que a fronteira da regido D,

aD = {(x,y) € R?| (x — 2y +3)% + (3x + 4y — 1) = 100}

¢ uma elipse rotacionada:
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oD

v

Efetuamos, primeiramente, uma mudanca de varidveis linear, como segue:
u=x-—2y
v =3x+4y

9: R — R?
(x,y) — (x—2y,3x+4y)

Escrevendo x e y em termos de u e v obtemos:

{x(u,v) = 2Utv

ou seja,

y(u, U) — —3luo+v

de modo que a transformagdo que vai simplificar a regido de integracao sera:

7: R2 — R?

(n,0) > (22, =t0)

Temos, assim:

D) = {(0) € R | ¢lu,0) € D} = {(w,0) € R | (2452, 200 ) e b}

= {(u,v) € R? | (u+3)*>+ (v —1)? <100}

17C (1o, v0)| = ‘ggig%

2 1 5 1
—a| B )2k
10

gle

Assim, a regido {'[D] é:
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Pelo Teorema da Mudanca de Varidveis, segue-se que:

// (x,y)dxdy = // x —2y+18)dxdy = // (u+18) - Edudv— T //C%[D](u—FlS)dudv

A regido { 7[D] é uma circunferéncia centrada no ponto (—3,1) - 0 que ndo é conveniente
em termos de limites de integracdo. Faremos, portanto, mais uma mudanca de variavel,
correspondente a uma translagéo.

A fim de resolver esta integral, fazemos mais uma mudanga de variavel:

a=u-+3
B=v-1

u=ua-—3
v=p+1
A transformacdo ¢(a,p) = (« — 3,5+ 1) tem determinante jacobiano igual a 1 e é tal que
¢ '¢7[D]] = {(a, B) € R? | a> 4 B2 < 100}, e portanto:

de modo que:

—1000(
18dd—// 15)dad / 15)dBda = 1500
//ﬁ[D u -+ udv . (a +15)dadp = mzxnt )dBdu T

18



Conclui-se, assim, que:
1
=1 =1
//D d(x,y)dxdy 10 5007t = 1507t

2.2 Sistema de Coordenadas Elipticas

Sejam a > 0,b > 0 fixados. Uma mudancga de coordenadas da forma:

p: R* — IR?
(0,0) — (a-p-cos(B),b-p-sin(0))

é denominado um sistema de coordenadas elipticas.

Y,

Observe que o retangulo Q = [0,1] x [0,27] é aplicado por ¢ em:

PlQl ={e(p,0) | (0<p <1&(0 <0 <27)} =
2 2

= {(a-p-cos(6),b-p-sin(6)) | (0 < p < V&(0 <6 <27)} = {(x,y) | 5 +35 <1}

O determinante jacobiano de um sistema de coordenadas elipticas é:

a-cos(fp) —a-pg-sin(fy)
b-sin(6y) b-po-cos(6p)

[Jo(po,60)| = ‘3%;‘33 (00, 60)

:a.b.po

Desta forma, tem-se para qualquer (po, ) €0, 00[x[0,27], |J¢(p0,60)| =a-b-py # 0.



Chamamos a atencdo, aqui, para o fato de que a mudanca de coordenadas eliptica é
injetora (por ser invertivel) em qualquer regido contida em ]0,c0[x]0,27t[. De fato, dados

(p1,61), (p2,602) €]0,00[x[0,271[, tem-se:

¢(p1,61) = @(p2,02) <= (a-p1-cos(61),b-p1-sin(61)) = (a-pz2-cos(62),b-p -sin(62))

a-py-cos(f;) =a-py-cos(fa) — cos(fy) = 2—? - cos(6-)
b-py-sin(f1) = b - py -sin(6;) sin(6,) = % -sin(6;)

o que implica:
2 2 2
1 = cos?(6y) +sin?(6;) = (Q) - cos?(67) + (&> -sin?(6,) = <&)
P1 P1 P1
Uma vez que p; > 0 e pp > 0, tem-se:
2
(p—2> =1 < p1=p
P1
Sabendo que p; = py, teremos ¢(1,601) = ¢(p2,02) somente se:
a- c-os(Bl) =aq- c.os(Gz) — c.os(f)l) = c.os(Gz) 010561027 ] 6, — 6,
b-sin(6y) = b -sin(6,) sin(01) = sin(6;)
Também é fécil verificar que x(p,0) = ¢1(p,0) = a-p-cos(0) e y(p,0) = @2(p,0) =
b-p-sin(f) sio ambas funcdes de classe C'(]0, o0 x[0,277[, R).

As observacoes feitas acima nos garantem que podemos aplicar o Teorema da Mudanca
de Varidvel sempre que necessario.

Exemplo 12. Calcular a integral:

/ / x+4y7) dxdy

onde D = {(x,y) € R? | x* + 4y? < 4}

Solugdo: Vamos buscar uma mudanga de coordenadas elipticas:

Desta forma,
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@: [0,00[x[0,277] — R2
(p,0) — (2-p-cos(8),1-p-sin(f))
e |Jo(po,60)| =2 - po. Temos:

Q= ¢"[D] = {(p,8) | 40" cos*(6) + 4p” - sin*(6) < 4} = {(r,6) | p* < 1} = [0,1] x [0,277]

>d9:
0

27 1 27
—(+4%) g1 d :// —*.9. od dgz/ (/ ) )d():/ —0°
//De Y qﬁ[D]e pap 0 0 ¢ P 0 ¢
2 2 2 1
:/ (e_l —e_0>d9:27r<——1)
0 e

Exemplo 13. Seja D = {(x,y) € R? | (1 < x < 2)&(|y| < x)}. Calcular:

// dxdy
D (x2 +9y2)3

Solugdo: Esbocamos a regido de integracéo:
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que é uma regido limitada e fechada.

1

A funca YY) = ————
uncado f(x,y) o) 3

é continua em toda a regido D, e portanto f é Riemann-

integravel em D.
Vamos buscar uma mudanga de coordenadas elipticas que torne mais simples a integral:

// dxdy
D (x2 +92)3

Neste caso, podemos tomar, por exemplo:
x(p,0) =a-p-cos(f) =3-p-cos(f)
y(p,0) =b-p-sin(f) =1-p-sin(0)

de modo que o argumento da integral dupla acima envolve a expressdo mais simples:

1 1

(32 p2-cos2(0) +9- p2-sin(0))  27p°

Desta forma, a transformagéo que tomaremos sera:
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@: [0,00[x[0,277] — R?
(p,0) — (3-p-cos(@),1-p-sin(0))
e |Jp(po,00)| = 3 - po. Precisamos, agora, explicitar ¢~'[D], a “nova” regido de integragdo. Ob-
serve que explicitar ¢ '[D] corresponde a descrever a regido D mediante coordenadas elipticas.

Se um ponto (x,y) = (3pcos(f),psin(f)) pertence a regido D, entdo a coordenada y =
p - cos(0) deverd variar entre os valores —3 - p - cos(f) e 3- p - cos(0), ou seja:

—3-p-cos(f) <p-sin(f) <3-p-cos(h)
—3<tan(f) <3

—arctan(3) < 6 < arctan(3)
A coordenada x = 3p cos(0), por sua vez, deverd satisfazer:

1<3-p-cos(f) <2

< p-cos(f) <

—_ QW
N WIDN

T << =
3-cos(f) — P=3 cos(6)
Pelo Teorema de Mudanca de Variavel, temos:

N o = o2

Aplicamos, agora, o Teorema de Fubini:

= ,0
// 1 gﬂ(i ) dod — /arctan(B)
¢7[D] 27 - P3 papar = — arctan(3)

B 1 /arctan(S) 1
-9 — arctan(3) 1Y

= % - sin(6)

ot 14\ g —
[ e a0 =

3cos(0)

2
3cos(0) 1 arctan(3) 3
do| = / ° cos(8) ) do
1 ) ) 9 — arctan(3) <2COS( )>

3cos(0)

arctan(3)

3

QW =

—_

Ol =
(@)
o

— lsin(arctan(3)) =

— arctan(3)
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2.3 Sistema de Coordenadas Polares

As integrais algumas vezes - a depender da simetria da regido de integragdo - sdo mais
faceis de calcular se mudarmos para coordenadas polares. Nesta se¢do mostraremos como fa-
zer a mudanga e como calcular integrais sobre regides cujas fronteiras sdo dadas por equagdes
polares.

Um ponto P = (x,y) € R?, descrito em coordenadas cartesianas, também pode ser dado

no sistema de coordenadas polares, (r,0),onder éo comprimento do vetor OP e 6 é o dngulo,
tomado no sentido anti-horario, entre OP e o eixo Ox. A transformacao:

@: [0,00[x[0,277[C R? — R?
(r,0) — (r-cos(@),r-sin(0))

fornece a relagdo entre as coordenadas cartesianas e polares. Temos, portanto:

¢(r,0) = (¢1(r,0), 92(r,0)),
onde ¢1(r,0) =r-cos(f) e pa(r,0) = r-sin(0).

0 ¢ Y 0 =0

Efeito da aplicagdo de ¢ na forma de um retangulo.

0 ¢ /

SE

—_
N
~
—
N
=
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Efeito da aplicacdo de ¢ na forma de um retangulo.

O determinante jacobiano desta transformacao é:

QU

991 992 i
(@1, ¢2) _ det | 2 (r0,60) i (ro,60) | _ det { cos(@)@ sm(())e .,
a(r,0) W(YO/ 6o) —9(7’0, 6o) —r-sin(f) r-cos(0)

Podemos interpretar este determinante do seguinte modo:

“A 4rea da imagem de um retangulo R bastante pequeno com vértice (rg, 6p) €]0,00[x]0,27]

¢ aproximadamente igual a ryp multiplicado pela drea de R. Assim, quanto mais distante a pri-
meira coordenada do vértice do retangulo R estiver da origem, mais deformado serd o valor

da drea da imagem.”

respeito da aplicabilidade do Teorema
elipticas se aplica também ao sistema de

Observacao 14. Note que o sistema de coordenadas polares é um caso especial do sistema
de coordenadas elipticas (basta tomarmos a

b = 1). Desta forma, tudo que se disse a
da Mudanca de Varidvel ao sistema de coordenadas
coordenadas polares.

2.3.1 Mudando Integrais Cartesianas

O procedimento para mudar uma integ
lar é composto de dois passos:

para Integrais Polares

ral cartesiana || %[0] f(x,y)dxdy para uma integral po-

e Substituimos x = r cos(0) e y = rsin(f), e trocamos dxdy por rdrd6 na integral cartesiana.

e Estabelecemos os limites polares de integracdo para a fronteira de Q.
A férmula (B) se escreve, no caso da mudanga de coordenadas polares:

//(p[Q}f(x,y)dxdy =

/ /Q r- f(r-cos(6),r - sin(6))drdé @)

1
Exemplo 15. Calcular ffR \/xz:_‘_yz

sin(0) e exterior a circunferéncia r = 1.

dxdy, onde R é a regido interior a cardidide r = 1+

Solucdo: Pela propria forma da regido de integracdo, sugere-se uma mudanga de coorde-

nadas de cartesianas para polares.

Neste caso, temos, fazendo x = rcos(0), y = rsin(0) e dxdy igual a rdrd6:
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L O 0 — o [T sin(6)do — 4
[ b [
//R x2+y2xy 0o J1 P osm()

2.3.2 Integrais em Coordenadas Polares

Quando definimos a integral dupla de uma fung¢do sobre uma regido R no plano Oxy, co-
mecamos cortando R em retdngulos cujos lados eram paralelos aos eixos coordenados. Estes
eram os formatos naturais para usar porque seus lados tém valores constantes de x ou de y.
Em coordenadas polares, o formato natural é um “retdngulo polar” cujos lados tém valores

constantes de r e 6.

Suponha que uma fungdo f = f(r,0) seja definida sobre uma regido R que é limitada
pelos raios 6 = « e = B e pelas curvas continuas r = ¢1(0) e ¥ = ¢2(0). Suponha, também,
que (VO € [, B])(0 < ¢1(0) < ¢2(0)). Entdo R estd em uma regido com formato de leque Q

definida pelas desigualdades 0 <r <ag,a <0 < B.
Cobrimos Q com uma grade de arcos circulares e raios. Os arcos sdo cortados de circunfe-
réncias centradas na origem, com raios Ar, 2Ar, - - - ,mAr, onde Ar = a/m. Os raios sdo dados

por:

0=ua, 0=a+A0, 0 =a+2A0,---,0 =a+mAb =,

onde AG = (B —a)/m. Os arcos e raios dividem Q em pequenos pedagos chamados “retan-
gulos polares”.
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Enumeramos os retangulos polares que estdo dentro de R (a ordem ndo importa), cha-
mando as areas de AA1, AAy,--- ,AA,.

Seja (ry, 6x) o centro de um retangulo polar cuja drea é AAy. Por “centro” queremos dizer
o ponto que estd na metade do caminho entre os arcos circulares sobre o raio que é a bisstriz
deles. Entdo formamos a soma:

Sn =Y f(re, ) AAg (8)
=

Se f for continua em R, essa soma aproximara um limite quando refinarmos a grade para
fazer Ar e Af tendem a zero. O limite é a integral dupla de f sobre R. Em simbolos,

lim S, = //Rf(r,e)dA

Para calcularmos este limite, primeiro temos que escrever a soma S, de uma maneira que
expresse AA; em termos de Ar e Af. O raio do arco interno que limita AA; é ry — Ar/2. O
raio externo é ry + Ar/2. As areas dos setores circulares subentendidos por esses arcos na
origem sao:

2
Raio Interno: % <rk — %) AB

1 2
Raio Externo: 5 (rk + %) A6

Assim, a 4rea do retangulo polar é AA; = (drea da segdo maior) - (drea da se¢do menor).

Ar Ar\ 2 Ar\ 2

Combinando o resultado acima com (B), temos:

JAY)
= T(ZrkAr) = 1 ArAB
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n
Sy, = Z f(?’k, Gk)rkArAG
k=1

Aplicando o Teorema de Fubini, tomando o limite da soma acima conforme n — oo,

obtemos:
r= gz
// F(r,0)dA =/ / F(r,0)rdrd6
R 0= r=

[ Exemplo 16. Calcular a drea dentro da lemniscata r> = 4 cos(26).

o Sai em

A r=V4cos 20

Entra em N
r=290

Solugdo: Primeiro tragamos o gréfico da lemniscata para determinar os limites de integra-
¢do, e vemos que a area total é quatro vezes a drea da porgdo no primeiro quadrante.

4 cos 29
= 4/ / rdrdf = 4/

2.4 Sistemas Artesanais de Coordenadas

4cos(29)

s

d6 = 4/4 205(20)d60 = 4sin(260)| =4
0 0

Frequentemente é necessdrio lancarmos mao da nossa criatividade para resolver certas inte-
grais. Para tanto, buscamos expressoes envolvendo x e y que variem entre constantes, diga-
mos a < ¢1(x,y) < b, ¢ < ¢a(x,y) < d. Em seguida, orientados pelo esbogo da regido em
aprego, fazemos a mudanca de coordenadas u = ¢1(x,y) e v = ¢a2(x, ).

Exemplo 17. Calcular a drea da regido D delimitada pelas curvas ddadasporx -y =1, x-y = 2,
y=4xey=x.

Solucdo: Esbocamos a regiao:
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Y \xy=4

y =4x

y=x

xy =1

Observamos que:

1<
1<

=

<4

(x,y) € D <— {

R

de modo que convém efetuar a seguinte mudanca de varidveis:

Uu=x-y
v=t

Observamos que x > 0 e y > 0. Expressando x e y em termos de u e v, obtemos:

{2

A mudanga de varidvel que se sugere é:

xlw R

Yy =ox = vx

_u _ u 2 _u _ /T
y@{xy <:>{x ox <:>{x v <:>{x\/;
y y=

¢: {wo) | (1>0)&>0} = {(xy) eR| (x>0&(y>0)}
(u,0) > (VE u-v)
Observe que ¢ é a inversa da transformagéo:
p: {(xy) eR?| (x> 0)&(y >0)} — {(w0)](u>0)&(v>0)}
(x,y) - (x-v%)
e que portanto ¢ é injetora em seu dominio. Notamos também que as fun¢des coordenadas,

x(u,v) = @1(u,v) = Vu/vey(u,v) = ¢(u,0) = \/u-v sio de classe C1(]0,c0[x]0, [, R).

O determinante jacobiano desta transformagdo em um ponto (ug, vg) €]0,00[x]0, oo é:
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a(x,y) = ) L o o 2u0

Ufp(uofvo)|=‘a(u’v) :;_f; _uz o+ o0 £0
Também, ¢7[D] = {(u,v) €]0,00[x]0,00[] (1 < u < 4)&(1 < v < 4)} C]0,00[x]0, [

é uma regido limitada e fechada do plano. Como f(x,y) = 1 é continua, segue que f é
Riemann-integravel. Pelo Teorema da Mudanca de Varidvel, tem-se:

drea (D) = [[ dxdy // o3 dudv—/14(/1 _du) o —15. /4010

=15 -In(4)
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