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Prof. Jean Cerqueira Berni*

1 Integrais Triplas

Integrais de fungdes definidas em regides do IR® sdo chamadas integrais triplas. Assim
como as integrais simples e as integrais duplas, as integrais triplas sdo limites de somas de
Riemann. A tnica diferenga é que, no caso das integrais triplas, as parcelas sdo dadas pelo
produto do valor da fun¢do em um ponto multiplicado pelo volume de um paralelepipedo em
torno deste ponto.

Integrais triplas sdo bastante utilizadas em Matematica, Fisica e Engenharias. Por exem-
plo, os conceitos de volume, centro de massa, centréide e momentos de inércia de regides
espaciais sdo definidos através de integrais triplas. Também a carga total em uma certa regido
de uma distribuicado espacial de carga é dada por uma integral tripla - e existem muitas outras
situagdes em que a idéia de integral tripla é essencial.

1.1 Somas de Riemann e o Conceito de Integral Tripla

Essencialmente, a integral tripla é o limite de somas de Riemann em que cada parcela é o
produto do valor da funcdo em um ponto da regido de integracdo pelo volume de uma regiao
bem “pequena” em torno deste ponto.

Assim como em nossos estudos da agenda anterior, diremos que uma regido do espago
tridimensional é Jordan-mensuréavel sempre que for limitada e sua fronteira tiver um tamanho
“irrelevante” para os fins da integragdo. Neste caso, um conjunto W C RR® serd Jordan-
mensuravel se, e somente se, for limitado e se sua fronteira tiver “volume” nulo. Isto fica
garantido, por exemplo, se o s6lido W for delimitado por pedagos de planos ou por superficies
que sdo graficos de fungdes continuas, como ilustrado a seguir.

*jeancb@ime.usp.br



Sejam W C RR® uma regido Jordan-mensuravel (limitada e cuja fronteira tenha “volume”
nulo) e f : W C R?> — R uma fungdo continua em W. A integral tripla de f em W, que sera
denotada por:

///Wf(x, y,z)dxdydz
i, s

Comecaremos supondo, a fim de simplificarmos nossa andlise, que a regido W é um para-
lelepipedo, digamos:

ou

serd obtida como segue.

W = [111,112] X [bl,bz] X [Cl,Cz].

Se Pl(n)[al,az}/Pz(n)[bl,b2] e Pé”)[cl,cz} sdo particdes regulares de ordem n de [ay, a3, [by, b2] €

[c1, c2], temos que P = 731(”)[,11,@] X Pz(n)[bl,bz} X Pén)[cl,q] é uma particdo regular de ordem n°

do paralelepipedo [ay,as] X [b1, by] X [c1,¢2], que subdivide W em n® caixas, denotadas por
Rijk = [a1 +iAx, a1 + (i + 1)Ax] x [b1 +jAy, by + (j + 1)Ay] x [e1 +kAz,c1 + (k+ 1)Az], onde
Ax = (ay—ay)/n, Ay = (b —b1)/neAz = (cg —cy)/n.

Dividimos, assim, os intervalos [a1, 3], [b1, b2] € [c1, ¢2] em subintervalos de comprimentos
Ax, Ay e Az. Construimos, entdo, as somas de Riemann:



Sn(

||M|

i i f (%, 9, Zk) AxAyAz

onde ¥; ¢ um ponto qualquer do subintervalo [x;, x; + Ax| = [a; +iAx, a1 + (i + 1)Ax], y; é
um ponto qualquer do subintervalo [y;,y; + Ay] = [by + jAy, by + (j + 1)Ay] e Zx é um ponto
qualquer do subintervalo [zg, zx + Az] = [c1 + kAz,¢1 + (k+ 1)Az]. Denotaremos o produto
cartesiano destes trés intervalos por R;j = [x;, x; + Ax] X [y;, y; + Ay] X [zx, 2 + Az].

Como as parcelas das somas de Riemann sdo o produto do valor de f em um ponto de
W pelo volume de uma pequena regido em torno deste ponto, estas somas sao boas apro-
ximagOes para a integral tripla de f em W, esperamos que tanto melhores quanto menores

tomarmos Ax, Ay e Az.

A integral tripla de f em W ¢, por definicdo, o limite das somas de Riemann quando
n — 00, ou seja:

—1n—1n—
/// f(x,y,z)dxdydz = lim S,(f, W) = nlgr(}()lzo ]Z()I;f Xi,Yj, zk) AX Ay Az
Formalmente, temos a seguinte:
Definicio 1. Sejam W = [ay,a3] x [by,bo] X [c1,c2] C R® um paralelepipedo e
f: W C R = R uma fungio limitada. Seja, também, S,(f,W) uma soma de Rie-
mann como a descrita anteriormente. Se existir s = limu_c Sy(f, W) e este limite ndo

depender da escolha de (%;,yj,Zx) € Ryjy, dizemos que f é Riemann-integrdvel em W e
denotamos este limite por:

1] st o f[] st

A fim de definir a integral tripla de f em uma regido limitada, W, qualquer do espaco,
lancaremos mado do mesmo artificio usado na defini¢do de integral dupla, estendendo a fun-
¢do a um cubo como sendo 0 fora da regido original.




_ Assim, sendo W uma regido limitada do espago, ela esta contida em algum paralelepipedo,
W, da forma [ay, a2] x [by, ba] x [c1,c2]. Podemos, entdo, aumentar a regido de integracdo de
W para W, considerando:

f: W — R

(1,1,2) f(x,y,z), se (x,&z) ewW
" 0,se (x,y,z) e W\W

Deste modo,

///Wf(X,y,Z)dxdydz - ///Wf(x/ylz)dxdydz

A seguir vemos como a integral tripla nos permite definir o volume de uma regido Jordan-
mensurével do espaco.

Observacio 2. Se W C R® é Jordan-mensurdvel e f : W C R® — R é tal que f(x,y,z) = 1
para todo (x,y,z) € W, entdo:

Vol.(W) = ///Wf(x,y,z)dxdydz = ///W av




Observacio 3. Se um sélido tem formato B C R3, Jordan-mensurdvel, e se 5 : B C R> — R é
tal que 6(x,y,z) > 0 para todo (x,y,z) € B, fornecendo em cada ponto a densidade do sdlido,
entdo sua massa serd:

m(B) = ///B 0(x,y,z)dxdydz

O grafico de uma funcéo real de trés varidveis reais ¢ um subconjunto de R*, que nao
conseguimos visualizar. Por este motivo, a integral tripla de uma funcdo geral ndo possui
uma interpretacdo geométrica envolvendo este grafico, como ocorria com as integrais duplas.

1.2 Funcdes Riemann-Integraveis

Recordemos a seguinte:

Definigdo 4. Sejam W C R3 um conjunto Jordan-mensurdvel e f : W C R3 — R uma fungdo
limitada qualquer. Dizemos que f é Riemann-integrdvel em W se existir o limite das somas
de Riemann de f em W e este limite ndo depender da escolha dos pontos (%;, y;, Z) tomados no
interior dos paralelepipedos determinados por qualquer que seja a partigido em aprego, ou seja, se
existir:

n—1n—1n-—1

lim 3 ) ) f(%i 75, %) AxAyAz

i=0 j=0 k=0

para qualquer particio e qualquer escolha de pontos (x;,y;,zx) no interior dos paralelepipedos
determinados por esta particdo. Neste caso, denotamos o limite por [ [ [, f(x,y,z)dxdydz.

O resultado a seguir nos da uma condicdo suficiente para garantir a integrabilidade de

uma funcao de trés varidveis reais:

Teorema 5 (Condicio suficiente para Riemann-integrabilidade). Se W C R ¢ Jordan-
mensurdvel f : W — R é uma fungio continua, exceto possivelmente em um subconjunto
contido em uma reunido finita de grdficos de fungdes continuas de duas varidveis reais a valores
reais, entdo f é Riemann-integrdvel em W.

1.3 Propriedades da Integral Tripla

Conforme veremos nos teoremas a seguir, a integral tripla tem propriedades analogas
as das integrais duplas. As demonstracdes destes teoremas sdo andlogas aos teoremas da
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Teorema 6 (Linearidade). Sejam a, € Re f,¢: W C R?> — R fungdes Riemann integrd-
veis. Entdo:

/// a-f+B-g)(x,y z)dxdydz = a- // f(x,y,z)dxdydz + B - /// g(x,y,z)dxdydz

Teorema 7 (Aditividade). Sejam W C RR® um conjunto Jordan-mensurdvel tal que W =
Wi U---UW, onde o “volume” de cada W; N W; é zero, e f : W C R3 — R wuma fungio
Riemann-integrdvel em W. Entio para todo i € {1,--- ,n} tem-se f [w. é Riemann-integrdvel

em W; e vale:
///fxy, dxdydz—Z///f (x,y,z)dxdydz

Teorema 8 (Monotonicidade). Sejam W C R® Jordan-mensurdvel e f,g : W C R®> — R
fungdes Riemann-integrdveis ndo-negativas tais que:

(V(x,y,z) € W)(f(x,y,2) <g(xy,2))

1], st < [ st

Entdo:

Também, andlogo ao teorema que temos para integrais duplas, o seguinte:

Teorema 9 (Teorema do Valor Médio para Integrais Triplas). Sejam W C R® um conjunto
Jordan-mensurdvel, com int.(W) conexo e ndo vazio, f : W C R® — R uma fungdo continua,
m = inf{f(x,y,z) | (x,y,2) € W} e M = sup{f(x,y,2) | (x,y,z) € W}. Entdo existe
(X,v,z) € int.(W) tal que:

///Wf(x/yzz)dxdydz = f(%,7,2z) - Vol. (W)

2 O Teorema de Fubini para Integrais Triplas

Como no caso de fun¢des de duas varidveis, 0 Teorema de Fubini é valido. Se W = [a,b] X
[c,d] X [p,q] é um paralelepipedo e f : W C R?> — R é continua, entdo:



//Wf(x,y,z)dxdydz:/pq /Cd /abf(x,y,z)dxdydz: /Cd /: /abf(x,y,z)dxdzdy:
:/q/b/df(x,y,z)dydxdz:/b/q/df(x,y,z)dydzdx:
p Ja Jc a Jp Jc
:/Cd/ab/:f(x,y,z)dzdxdy: /:/Cd/qu(x,y,z)dzdydx.

Restringiremos nossa atencéo a trés tipos especiais de regices de R>:

e Uma regido W C R® ¢ de tipo I se pode ser descrita por:

W= {(x,y,2) €R®*| [(x,y) € DI&[fi(x,y) <z < fa(x,y)]}

onde D C R? ¢ uma regido fechada e limitada, projecdo de W no plano Oxy, e f1,f» : D C
R? — R sdo fungdes continuas em D satisfazendo (V(x,y) € D)(fi(x,y) < fo(x,v)).

_ o I =1, A 1 g
1| e - i f"-?!t” »
: e | T %" | P
l"-(p'”lm -;pm ’
S oﬁk\ % e
A ::'I"-!-?Ilr}
s, e .- I“t,:

Regido do tipo I
Regides deste tipo sdo limitadas por duas superficies de equagdes z = f1(x,y) ez = fo(x,y)

e (talvez) por uma porcdo de cilindro gerada por uma reta se movendo paralelamente ao eixo
Oz ao longo de dD. Neste caso,

[ st [ ([ ey o

e Uma regido W C R® é do tipo II se puder ser descrita por:
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W= {(x,y,2) € R*| [(x,2) € D)&[g1(x,2) <y < g2(x,2)]},

onde D é a regido limitada e fechada, projecdo de W no plano Oxz, e g1,82 : D — R sdo
fungdes continuas tais que (V(x,z) € D)(g1(x,z) < g2(x,z)). Neste caso,

[l s [ ([ som)ass

e Uma regido W C IR? é do tipo III se puder ser descrita por:

W = {(x,y,2z) € R® | [(y,z) € D& (y,z) < x < hy(y,2)]},

onde D é a regido limitada e fechada, projecdo de W no plano Oyz, e hy,hy : D — R sdo
fungdes continuas tais que (V(y,z) € D)(h1(y,z) < ha(y,z)). Neste caso,

/ / / f(xy, z)dxdydz = / / ( /h szy: X, y,z)dx) dydz 3)

Exemplo 10. Calcular o volume do sélido W limitado pelas superficies de equagdes z + x> = 9,
y+z=4y=0ey=4

Solugao: Primeiramente esbogamos a regido de integragdo, W:




O sélido W é limitado superiormente pela superficie z = 9 — x> e inferiormente pelo
plano z = 4 — y, tratando-se, portanto, de uma regido de tipo I, com fi(x,y) = 4—y e
f2(x,y) = 9 — x2. Podemos escrever:

W={(xyz)eR|(4-y<z<9-x)&((x,y) € D)},
onde D é a projegdo de W no plano xy, que pode ser descrita por:

D={(xy) eR*| (—\y+5<x</y+5)&0<y<4)}

Calculamos, assim:

// dxdydz—//\/yT</_ dz)dxdy // y;i (5— %+ y)dxdy =

4 3 Vit 4
:/0 [Sx—%—i—xy] dy:/o (1O(y+5)1/2—%(y—l—5)3/2+2y(y+5)1/2> dy =

= /i

_ |20 32 4 50, 4 5020 20 3]Vt 8 s2]
8
= 5243~ 25v/5).

3 Mudanca de Variaveis na Integral Tripla

Como veremos em seguida, a formula de mudanca de varidveis na integral dupla pode ser
estendida as integrais triplas.
Sejam U C IR® um conjunto aberto e

p: UCR} — R3
(u,0,w) — (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

uma fungdo onde x,y,z : U C R®> — R sdo fungdes com derivadas parciais continuas no
subconjunto aberto U C R>.

O determinante jacobiano da funcao ¢ é:

u Qv Quw
‘_a@%z) —det| % Y %Y
o(u,v,w) U QU Qw
z 0z 0z
du v ow



a(x,y,2)
o(u,v,w)

Se ¢ for injetora num subconjunto fechado e limitado Q C U e

em Q, entdo:

dudodw

///QD[Q]f(x,y,Z)dxdydz = ///Qf(x(u, v,w),y(u, v,w),z(u,v,w))'%

nunca se anular

(4)

Exemplo 11 (Mudanga de Coordenadas Lineares). A transformagao:

p: R = R3
(u,v,w) — (ap1u + a0 + a13w, Ay + A0 + AW, Az U + A3V + A33W)

onde:

a11 412 413
det | a1 ax axp3 | #0
a3 432 433
é chamada de mudanga linear de coordenadas. Esta transformagdo é sempre injetora e tem
por determinante jacobiano o niimero:

a1 a2 413
det ar1 dyp a3
az1 azy ass

A transformagdo inversa de ¢ é representada pela matriz:

-1
a1 412 1413
az1 dzz 43
az1 dzp ass

ou seja,

a1 412 1413
(x,y,2) — ap1 4z a3
az1 dzp 4ass

N < R

Exemplo 12. Calcular:

3 4 rx=(y/2)+1 2x—y  z
— | dxdyd
/()/()/x:y/z ( 2 +3)”Z
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Solucdo: Neste caso, aplicamos a substituicdo:

u(x,y,z) = 2x—y)/2, v(x,y,z) =y/2, w(x,y,z) =2/3

que nos dé x(u,v,w) = u+0v, y(u,v,w) = 2v e z(u,v,w) = 3w, de modo a obter a transfor-
macao:

p: R - R3
(u,v,w) +— (u+0v,20,3w)

A regido de integracdo original é D = {(x,y,z) € R® | (y/2 < x <y/2+1)&(0 <y <
4)&(0 < z < 3)}. Vejamos que conjunto é ¢ '[D]. Para tanto, precisamos somente verificar de
onde a fronteira de D veio, por ¢.

A fronteira de D consiste de certas por¢des dos seguintes planos:

x=vy/2, x=(y/2)+1, y=0,y=4,z=0ez=3

Note que:
e o' [{(x,y,2) eR® | x=y/2}] = {(u,0,w) ER® | u+v =0} = {(u,0,w) € R®| u=0};

. |o qoi[{l(}yf,y,z) ER | x=(y/2)+1} ={(wo,w) e R® |u+v=0v+1} = {(u,0,w) €

e o [{(x,y,2) € R® |y =0} = {(u,0,w) € R® |20 =0} = {(u,0,w) € R® | v =0};
e o [{(x,y,2) eR® |y =4} = {(u,0,w) € R® |20 =4} = {(u,v,w) € R® | v =2};
e 0 '{(x,y,2) ER®| z=0}] = {(u,0,w) € R® | 3w =0} = {(u,0,w) € R® | w = 0};

e ¢ [{(x,y,2) €R®|z=3}] = {(u,0,w) € R®| 3w =3} = {(u,0,w) € R® |w =1};

11



x

xt% +1 ,=2X‘2

Concluimos que G = ¢@[D] é o paralelepipedo [0,1] x [0,2] x [0,1] no plano Ouvw - que
é uma 6tima regido para se integrar, devido ao Teorema de Fubini.
O jacobiano da transformagdo é:

M:det ‘a)_? g_g %_Z; = det
oz %% %
du 00 dw

Agora temos tudo o que precisdvamos para aplicar a férmula (#):

12



dudodw =

I C s T “H’\ S
_/// u+wdudvdw—6//[ +uw] dvdw—6//< w)dvdw:

—6/ —i—vw dw =6- / (14 2w)dw = 6[w + w?]§ = 12.

3.1 Casos Especiais de Mudanca de Variaveis
3.1.1 Coordenadas Cilindricas

Um ponto P de coordenadas retangulares (x, v, z) tem coordenadas cilindricas (7,6, z), onde r
e 6 sdo as coordenadas polares da projecdo de P no plano Oxy. As coordenadas retangulares
e cilindricas do ponto P estdo relacionadas pelas seguintes equacgoes:

x(r,0,z) = rcos(6)
y(r,0,z) = rsin(6) )
z(r,0,z) =z

onde r > 0, 6 varia no intervalo [0,27t[ e z € R.

X

As equacdes (B) definem uma transformacgéao:
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@: [0,00[x[0,27T[xR — R3
(r,0,z) —  (rcos(0),rsin(6),z)

que se torna injetora quando restrita a |0, co[x [0, 27t[ X R.
Vejamos, agora, o efeito de ¢ em alguns subconjuntos especiais de ]0, 00[x [0, 277 xR.
Dado a > 0, a imagem de {(r,0,z) €]0,00[x[0,27t[xR | r =a} = {(a,0,2) | 6 € [0,271],z €
R} por ¢ é uma superficie cilindrica de raio a4 cujo eixo coincide com o eixo z. De fato,

¢[{(a,0,2) |6 €[0,27t[,z € R}] = {(acos(0),asin(8),z) | (6 € [0,277])&(z € R)}
Dado ay € [0,27[, a imagem do conjunto {(7,6,z) €]0,00[x[0,27t[xR | 0 = ap} =
{(r,a0,2) | (r > 0)&(z € R)} é um semiplano que contém o eixo z. De fato,
el{(r,m0,2) | (r > 0)&(z € R)}] = {(rcos(ag), rsin(ag),z) | (r > 0)&(z € R)}
Finalmente, dado zp € R, a imagem de {(7,6,z) €]0,00[x[0,27[xR | (r > 0)&(0 €
[0,27t])} = {(7,6,20) | (r > 0)&(6 € [0,27t[)} é um plano paralelo ao plano Oxy. De fato,

o[{(r,0,20) | (r > 0)&(6 € [0,27])}] = {(rcos(8), rsin(8),z0) | (r > 0)&(8 € [0,27])}.

Na figura abaixo ilustra-se como ¢ deforma o paralelepipedo de arestas paralelas aos eixos
coordenados, [rg, rg + Ar] x [0, A8] X [zo,zo + Az]:

z
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z & zjl

zzconslonte

—_——

x=r cos B rz=consfents

y=r senB b = —
F114 -~
—_——

S=conetonte

vyo

¥
-
i

o,y

Vejamos, agora, o que seria o “fator de escala local” da transformacdo para coordenadas
cilindricas,

lim A.(g[B(ro,60,20),7)]
r—0 A.(B((ro,60,20),7))

Calculamos o determinante jacobiano:

cos(f) —rsin(f) 0
'—a(x, y,2) ’ =det | sin(@) rcos(d) 0 | =r(cos*(h) +sin®(0)) =r
a(r,0,z) 0 0 1

Podemos interpretar este jacobiano geometricamente, como segue: quanto mais distante
um ponto (g, 8y, zo) estiver do eixo z, maior serd o volume da imagem do retangulo com este
veértice.

Neste caso, a formula (B) se escreve:

///(P[Q] f(x,y,z)dxdydz = ///Qf(r cos(0),rsin(6), z)rdrd0dz (6)

Tal férmula é valida se Q estiver contido em |0, oo[x [6p, 6y + 277[ XR.

Exemplo 13. Calcular a massa da regido acima do cone z = /x2 + y2 dentro da esfera x> +
y? + 2% = 2az,a > 0 com 6(x,y) = x> + y>.

Solugdo: Primeiramente fazemos um esbogo da regiao.
A fim de “enxergar” melhor a superficie dada pela equagdo x? + y? + z2 = 24z, completa-
mos quadrados:

Pyt +22—2az =0

15



PP+ 20z +a?—a* =+ +(z—a)> —a®
logo,
x2+y2+(2_a)2:a2

é uma esfera centrada em (0,0,4) e de raio a.
Esta esfera intercepta o cone z = 1/x2 + 2 nos pontos (x,y,z) € R? tais que:

z=x24+y>>0
x2+y2—|—22:2az

Combinando estas duas condi¢des ao substituir qualquer uma das varidveis de uma das
equagdes em outra - por exemplo, substituindo z por /x? + y? na segunda equagdo, tem-se
no primeiro membro:

e no segundo membro:
2az = 2a4/x? + y?

de modo que a segunda equacdo se torna:

2(x* +y?) = 2ay/x2 + 2
/x2+y2 —

24P =a

ou

que prontamente reconhecemos como sendo uma circunferéncia de raio a centrada em (0,0, )

(pois z = \/x% + y? = Va? = |a| = a).
A regido de integracdo se assemelha, portanto, a um “pido”, e tem simetria com respeito
ao eixo Oz - portanto, simetria cilindrica.

Podemos decompor a regido de integracdo em duas: uma sendo Ry, o hemisfério superior
da esfera x% + y? + z = 2az, e outra, R, sendo o cone z = /x2 + y2 com (x,y) € R? tal que

x% +y? < a2
Assim,

Ry ={(r,0,2) | (0<r<+2a2)&(0 <0 <27m)&(a <z < 2a)}

16



x*+y*tzi=2az

\Vcé

={(r,0,z) | (0<r<z)&(0<0<2m)&(0<z<a)}

Desta forma temos, pela aditividade da integral tripla:

/// x(r,0,2),y(r,0,z),2(r,0,z))rdrd0dz = /// x(r,0,2),y(r,0,z),z(r,0,z))rdrdfdz
Ry

- ///R2 5(x(r,6,2),y(r,6,2),2(r,6, ) )rdrdédz

Temos:

2 f2a p\/2az—22 4877a°
/// O(x(r,0,2),y(r,0,z),2(r,0,z))rdrdfdz = / / / 12 - rdrdzdf = =
R1 0 a 0
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5(x(r,0 0 0, 2)rardodz— | [ [ rdrdzdo — 7O
///Rz (x(7,0,2),y(r,0,z),z(r,0,z))rdr Z_/o /o/or rdrdzdd = =

L, 5
e portanto a massa serd 222

3.1.2 Mudanca de Variaveis Esféricas

Um ponto P de coordenadas retangulares (x,y, z) tem coordenadas esféricas (p, 0, ¢), onde
p é a distancia do ponto P a origem, 6 é o angulo formado pelo eixo positivos dos xx e o
segmento de reta que liga (0,0) a (x,y), e ¢ é o dngulo formado pelo eixo positivo dos zz e
o segmento de reta que liga P a origem. As coordenadas retangulares e esféricas do ponto P
estdo relacionadas por:

x = psingcoso,
Yy = psingsind (7)
Z = pCos ¢

onde > 0,0 < ¢ < 7 e 0 varia num intervalo da forma [0y, 6y + 27|

As equacdes (7) definem uma transformagdo de R3, ¢ : U C R®> — R3, que é injetora
quando restrita ao conjunto:

{(p,6,9) € R3 | (0> 0)&(0) <0 <0y+2m)&(0< ¢ <)}

Note que a superficie no espago xyz imagem p = k, k constante positiva,
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Ko = {(k,0,9) | (6 € [60,00 +27[)&(¢ € [0, 7]) }

é uma esfera centrada na origem,
glKpi] = {(x,y,2) e R® | 2% + 12 + 22 = K*}.
A superficie imagem de 6 = 6, 6y constante,
To=0, = (0,00, ¢) | (0 > 0)&(¢ € [0,71])}
é um semiplano que contém o eixo Oz,
0[To—g,) = {(x,y,2) €R®| (y = xtan(6o))}
Finalmente, a superficie imagem de ¢ = ¢y, ¢o constante:

Fop=gp, = {(p,0, 90) | (0 > 0)&(6 € [6o, 00 +27t[) }

é um cone circular cujo eixo coincide com o eixo Oz

0Fp=go] = {(x,,2) € R? | (z = cot(go) - \/x* +12)}

Desta forma, a imagem de uma caixa retangular [p1, 2] X [61,62] X [@1, ¢2], onde 0 < p1 <
p2,00 <01 <0 <0p+2me0 < ¢ < ¢ < édado na figura a seguir:

©=constanre p=constenie

@ ‘£ 1a p cOS@ r

8  pseng

O determinante jacobiano desta transformacao é:

(x,y,2) singpcosf —psingsinf pcos g cosb
# — det | singsind psingcosf pcosg@sing | = —p*sing
(0,6, 9) cos ¢ 0 psin @
Como para todo ¢ € [0, 7] tem-se sin ¢ > 0, entdo %’ = p?sin ¢. Assim, a férmula

(8) se escreve:
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///[Q] f(x,y,z)dxdydz = ///Qf(p sin ¢ cos 6, p sin @ sin 6, p cos ¢)p? sin pdpdfde  (8)
8

Vejamos onde o sistema de coordenadas esféricas aplica o paralelepipedo [p, po + Ap] %
[00, 60 + A0] X [@o, po + Ap]:

Esta férmula é vélida se Q estiver contido num conjunto da forma:

{(0,60,9) | (p = 0)& (60 < 6 < 0 +271)&(0 < ¢ < 77)}

Exemplo 14. Calcular [ [ [5(x* +y* +z*)dxdydz onde B = {(x,y,z) € R® | x> + y* + 2> <

1}.
Solu¢ao: Fazendo uma mudanga esférica de coordenadas:
o: ]0,00[x[0,27t[x [0, 7T] — R3
(0, 0,9) —  (psing@cosb,psin@sinb, p cos ¢)

obtemos para f (x,y,2) = x> +y*+z% afungdo f(c(p,0,9)) = f(x(0.0,9),y(0,0,9),2(0,0,9)) =
p- e

o'[B] = {(0,6,9) | (0<p<1)&(0 <6 <2m)&(0< ¢ < 1)} = [0,1] x [0,271] x [0, 7]

e portanto:
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T p2m pl
///B(x2 +y? + 2%)dxdydz = ///gﬂB] 0% - p* sin pdpdfd g = /0 /0 /0 p*sin pdpdfde =

n p2m 570 Top2n T s
Y . 1 . 1 2 . 27 ; il
/o /0 {g]osm pdfde = 5/0 /0 sin pdfd¢p = 5/0 0], singpde = ?/0 sin gpdg = 5

Exemplo 15. Calcular:

/// \/x2 4+ y% + z2dxdydz
E

onde E ¢ a regido interior ao cone ¢ = ¢ e d esfera p = 2.

Solugdo: Fazendo uma mudanca esférica de coordenadas:

o: ]0,00[x[0,27[x[0, 7] — R3
(p,0,9) — (psing@cosb,psin@sinb, pcos ¢)

obtemos para f(x,y,z) = \/x? + y? + z2 a fungao f(c (0,0, ¢)) = f(x(0,0,9),y(0,6, 9),z(0,0,9)) =
p e:

cE] ={(p,0,9) | (0<p<2)&(0<0<2m)&(0< ¢ <m/6)} =1[0,2] x [0,271] x [0, 7/6]

Assim,

2 rm/6 21 2 rm/6 5
/// \/ X%+ y? + z?dxdydz = / / / 0> sin pdbdpdp = / / 0157 0° sin pdpdp =
E 0 JO 0 0 JO

2 rm/6 2 _ 2
= 271/0 /0 0> sin pdpdp = 271/0 [cos((p)]g/6 dp =2 - (2 2\/§> /0 dp = 47(2 — V/3)
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