MAT2455 - CALcULO DIFERENCIAL E INTEGRAL III
AGENDA 4

Prof. Jean Cerqueira Berni*

1 Campos Vetoriais

Quando estudamos fendémenos fisicos que sdo representados por vetores, trocamos inte-
grais sobre intervalos por integrais sobre caminhos através de campos de vetores. Usamos
tais integrais para encontrar o trabalho realizado por uma forca varidvel ao mover um objeto
ao longo de um caminho (um veiculo enviado ao espago sob a agdo do campo gravitacional
da Terra, por exemplo [ver FIG 16.9]) ou para encontrar o trabalho realizado por um campo
vetorial ao mover um objeto ao longo de um caminho (o trabalho realizado por um acelerador
para elevar a energia de uma particula, por exemplo). Também as usamos para encontrar as
taxas nas quais liquidos escoam ao longo e através de curvas.

FIG 16.9 FIG 16.10 FIG 16.11
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Definigao 1. Um campo vetorial em uma regido do plano, D C R? é uma funcdo que associa
a cada ponto do dominio um vetor, ou seja, uma fungio:

F: DcR? — R?
(x,y) — F(x,y) = (M(xy),N(x,y)) = M(x,y)i + N(x,y)j

O campo F é continuo se as funcoes componentes M, N : D C R?> — R sdo continuas. O
campo é diferencidvel se M, N : D C R? — R sdo diferencidveis, e assim por diante.

Exemplo 2. Consideremos no plano uma carga de magnitude Q (coulombs) posicionada na origem do
sistema cartesiano. O campo elétrico gerado por esta carga no plano pode ser visto como um campo
vetorial em R? \ {(0,0)}:

E: R2\{(0,0)} — R2

kQx KQy 1\,
w = (@ mem)

onde k = 8.99 - 10°N - m?/C? é a constante de Coulomb. Verifica-se, facilmente, que este é um campo
vetorial de classe C*(IR?\ {(0,0)},R?), uma vez que:

M: R?\{(0,0)} — klg
(x,y) x2—+y2

N: R?*\{(0,00} - R

kQy
(x, ) = m

sdo fungdes de classe C*(IR?\ {(0,0)},R).

Analogamente,

Definigdo 3. Um campo vetorial em uma regido do espaco, D C IR® é uma fungdo que associa
a cada ponto do dominio um vetor, ou seja, uma funcao:

F: DCR® — R3
(x,y,z) = (M(x,y,2),N(x,y,2),P(x,y,2)) = M(x,y,2)I+ N(x,y,2)j + P(x,y,z)k

O campo F é continuo se as funcdes componentes M, N,P : D C R® — R sdo continuas. O
campo é diferencidvel se M, N, P : D C R® — R sio diferencidveis, e assim por diante.




Exemplo 4. Se anexarmos o vetor velocidade de um projétil a cada ponto de sua trajetéria no plano de
movimento, teremos um campo bidimensional ao longo da trajetéria (veja FIG 16.10). Se anexarmos o
vetor gradiente de uma fungdo escalar a cada ponto de uma superficie de nivel da fungdo, teremos um
campo tridimensional sobre a superficie (veja FIG 16.11). Se anexarmos o vetor velocidade a cada ponto
de um fluido que escoa, teremos um campo tridimensional definido em uma regido do espago.

Exemplo 5. Considere um fluido escoando permanentemente de forma laminar por um tubo cilindrico,
{(x,y,z) € R®| x2 +y? < a}. Deduz-se, pela Lei de Poiseuille, que o campo de velocidades deste
fendmeno tem o aspecto:
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FIG 16.12
onde r? = x> + 2.
O: {(x,y2)eR|x2+y*<a} CR® — R3
(x,y,2) = (xya?—x =y

Atencdo: Para esbogarmos os campos que contém férmulas, escolhemos uma selecgdo re-
presentativa dos pontos do dominio e esbogamos os vetores anexados a eles. As flechas que
representam os vetores sdo desenhadas com suas caudas - e ndo suas pontas - nos pontos
onde a fungédo vetorial é calculada. Isto é diferente da maneira pela qual desenhamos veto-
res posicdo de planetas e projéteis, com a cauda na origem e a ponta no lugar onde estdo
localizados.



Exemplo 6. Vamos esbogar o campo vetorial dado por:

F: R? — R?
(xy) = (xy)

Solugdo: Primeiramente tomamos uma “malha”, consistindo dos pontos (m,n) com m,n € Z.
Calculamos, em sequida, F(m,n) nestes pontos. Assim, por exemplo, F(0,0) = (0,0),F(2,2) =
(2,2),F(=2,1) = (—2,1) e assim por diante. Ao colocarmos em um grdfico - sempre observando a
regra de anexar a cauda de F(m,n) ao ponto (m, ), obtemos:
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Exemplo 7 (campo radial). Seja esbogcar o campo dado por:

F: R2\{(0,0} — R2
(x,7) o ( 10x 10y )




Soluc¢do: Procedemos de forma andloga, computando os valores do campo em pontos da forma
(m,n) € Z x Z. Fazemos as contas para diversos pontos:

F(1,1) = (5,5),F(-1,1) = (=5,5),F(1,-1) = (5,—5), F(=1,—1) = (=5, —5)

F(2,1) = (4,2),F(2,—1) = (4,—2),F(—=2,1) = (—4,2),F(—=2,-1) = (—4,-2)

F(2,2) = (2.5,2.5), F(—2,2) = (—2.5,2.5),F(=2,-2) = (—2.5,-25),F(2, —2) = (2.5, -2.5)
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Exemplo 8 (campo de rotagdo). Seja esbogar o campo vetorial:
F: R2\{(0,0)} — R?

(xvy) = <\/x;]—/ky2'\/x2x+y2>




Calculamos alguns valores do campo em pares de inteiros. Por exemplo,

E(1,0) = (0,1),F(0,1) = (1,0), F(—1,0) = (0,—1)
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Exemplo 9 (campo gradiente). O campo gradiente de uma funcio diferencidvel f : U C R®> — R
é o campo de vetores gradientes:

Vf: UCR® — R
cwd) o (L P L)

2 Curvas em R? e em R3

Embora existam diversas formula¢des do conceito de curva em Matematica, vamos nos ater a
seguinte definicdo quando tratarmos de curvas.

Temos a seguinte:



Definicio 10 (Curva em R?). Uma curva parametrizada em R? é um par (C,v : [ — R?),
onde C C R? é o conjunto imagem de uma fungdo continua:

vy I — R?
b= (x(t), x2(t))

que, a cada niimero t € I associa um ponto do plano, (x1(t), x2(t)). Ao conjunto:

C=l ={(x(t), x2(t)) e R?* | t € I}

denominamos o trago da curva <y. O traco da curva é, intuitivamente, a “curva geométrica”, a
“curva desenhada”.

Analogamente, temos a seguinte:

Definicio 11 (Curva em R3). Uma curva parametrizada em R3 é um par (C,v : [ — R3),
onde C C IR® é o conjunto imagem de uma fungio continua:

y: I — R3
b= (x1(t), x2(t), x3(t))

que, a cada miimero t € I associa um ponto do espaco, (x1(t), x2(t), x3(t)). Ao conjunto:

C = 9[l] = {(x1(t), x2(t), x3(t)) € R® | t € I}

denominamos o traco da curva <y. O traco da curva é, intuitivamente, a “curva geométrica”, a
“curva desenhada”.

As defini¢des de funcdo vetorial definida em um intervalo I C R, com valores em R? é
dada por:

— R3
= (x1 (), x2(t), x3(t))

onde x1, x3,x3 : I — R sdo funcgodes reais.

|
t M

Para cada t € I, temos um vetor ¢(t) € R?, dado pelo vetor OP, onde O = (0,0,0) e
P = (x1(8), %a(8), %3 (1))



Definicao 12. Sejam I C R um intervalo e:

c: I — IR
Eoer (x(8),y(t),2(1))
uma fungdo continua em I. Dizemos que:
oll] = {(x(t),y(),z(t)) ER* [t € I} CR®

¢ uma curva — que geralmente denotamos por C. Dizemos, neste caso, que o : I — R3 é uma
parametrizacdo de o[I), e que (o[I], o : I — R3) é uma curva parametrizada. As equacdes:

x = x(t)
y=y(t) (2)
z =z(t)

sdo chamadas as equagdes paramétricas da curva C, e a varidvel t é o pardmetro.

Se eliminarmos ¢ no sistema (8), obteremos uma expressao cartesiana da curva C.

Exemplo 13. Considere as sequintes curvas parametrizadas definidas para todo t € R pelas equagoes

paramétricas:
2



Em ambos os casos observamos que é possivel reduzir as duas equacdes paramétricas i equagio car-
tesiana y = t> (bastando substituir na expressio que nos dd y, t por x). No entanto, temos curvas bem
diferentes, conforme podemos notar abaixo:

2

G

A diferenga estd no fato de que, na equagiio paramétrica que nos dd a coordenada x de Cy, aparece
t2, que é maior ou igual a zero para qualquer t € R.

Exemplo 14. Seja ¢ uma reta em R3 que passa pelo ponto Py = (xo,v0,20) e é paralela ao vetor
V= (v1,v2,v3) com vy # 0,02 # 0 e v3 # 0. Qualquer ponto P € { desta reta é:

OP = OPy +t-V paraalgum t € R

Assim, uma parametrizagio de { é:

10



c: R — R3
t — (x0,Y0,20) + - (v1,02,03)
e [ se expressa em equagdes paramétricas como:

x(t) =xo+t-v1
y(t) =yo+t-vy, teR
z(t) =zo+t-v3
Eliminando o pardmetro t das equagdes paramétricas de £ (“isolando t”), obtemos:
TTX YT 2T
U1 02 U3

Exemplo 15. Seja C a curva do plano Oxy, grdfico de uma fungdo continua f : I C R — R. Uma
parametrizagdo (bem natural) de C pode ser dada por:

y: I - R?
b (8 (1)
Assim, a reta de equagdo 2x —y = 1 (. y = 2x — 1), por exemplo, admite como parame-
trizagdo:
v: R — R?
b= (t2t—1)
Exemplo 16 (cicléide). A curva plana descrita por um ponto P sobre a circunferéncia quando esta
gira ao longo de uma reta é chamada cicléide. Suponhamos que a circunferéncia tenha raio a > 0 e que
o eixo Ox seja a reta fixa sobre a qual gira a circunferéncia. Consideremos o ponto P na origem quando

o centro da circunferéncia estd em (0,a). A figura abaixo mostra a circunferéncia depois de o ponto P
ter girado um dngulo de 0 radianos.

(7ta,2a)

=

a

YPA 03 Q /

O x T 27ta

Y
=

https /] www.geogebra.org/ m/ E43dxBju
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https://www.geogebra.org/m/E43dxBju

Na figura acima, tem-se:

OT = comprimento do arco PT = a -6
PQ =a-sin(0)
MQ = a-cos(0)

Portanto, as equagdes paramétricas de C sdo:

{x(()) =a-(0—sin(h))
a-(1—cos(6))

para 0 € R.

A cicléide tem intimeras aplica¢des, como na resoluc¢do do problema de se projetar um
péndulo cujo periodo independa da amplitude da oscilagdo (também conhecido como o pro-
blema da curva tautécrona).

Agora apresentaremos o exemplo de uma curva no espaco tridimensional.

Exemplo 17. Um ponto P = (x,y,z) se move em torno do eixo z mantendo uma distancia constante
a > 0 deste eixo. Simultaneamente, ele se move paralelamente ao eixo z de modo que sua terceira
componente é proporcional ao dngulo de rotacdo com constante de proporcionalidade b # 0. A curva
descrita por este ponto é chamada hélice circular. Consideremos, no inicio do movimento, o ponto P
em (a,0,0). A figura a sequir mostra o ponto P apds uma rotagio de 6 radianos.




https:// www.geogebra.org/ 3d/thd7|sxd

Se 0 é o dngulo de rotagio, temos:

Quando 0 varia de 0 a 271, as coordenadas de x e y voltam ao valor inicial e z varia de 0 a 27t - b.
Uma parametrizagio da hélice é:

]R3

c: R —
6 +— (a-cos(f),a-sin(6),b-0)

Exemplo 18. A curva:
v: R R3
t —  (xo+at,yo+ bt,zo+ ct)

tem como trago a reta que passa pelo ponto (xo, Yo, zo) e que tem a mesma direciio do vetor (a, b, c).
Exemplo 19. A curva:

IR3

7v: R
t (4t —1,3t,t+2)

11

tem como traco a reta que passa pelo ponto (—1,0,2) e que tem a mesma diregdo do vetor (4,3,1):

&y

Insira o cédigo (4t —1,3t,t + 2) na primeira linha a esquerda de https:// www.qgeogebra.org/ 3d7
lang=pt para interagir o grdfico e observar a curva sob diversos dngulos.

13
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Observagao 20. Recorde, do curso de Cdlculo Diferencial e Integral II, MAT 2454, que uma
fungdo v : [a,b] — R3,t — (x(t),y(t),z(t)) é continua, de classe C* para k € IN ou de classe
C® se cada uma de suas fungdes coordenadas, x : [a,b] — R, t — x(t),y : [a,b] = R, t — y(t)
ez:[a,b] — Rt z(t) forem, respectivamente, continuas, de classe C* para k € IN ou de
classe C*°. Deste modo, para verificar se uma curva é de qualquer uma destas classes, basta

verificarmos se todas as suas fungodes coordenadas sdo das respectivas classes. O mesmo é vilido
para curvas no plano.

Nem sempre dispomos de um software para esbogar curvas, de modo que apresentamos,
a seguir, algumas técnicas para fazé-lo.

Suponha que desejemos esbogar o traco da curva:
v: [0,2] — R?
t o= (t,12)

Neste especifico exemplo, o trago da curva é o conjunto:

{(t,12) | te[o,2]}

ou seja, pontos do plano cuja abscissa estd entre 0 e 2 e cuja ordenada se exprime como
fungéo da abscissa (ou seja, dado (x,y) = (t,t?) € tr (), tem-se x = t, y = +> = x?). O traco
desta curva coincide, entdo, com o gréfico da funcdo y = x? para x € [0,2]:

Yy

'y

s
-~
T~
N——
T~

=
~

—~~

N
N—

s}

Exemplo 21. Esbogar o trago da curva:

v: [-1,1] - R?
t = (3,17

14



Solucao:Neste especifico exemplo, o traco da curva é o conjunto:

{(#,2) | t€[0,2]}

ou seja, pontos do plano cuja abscissa esté entre —1 e 1 e cuja ordenada é t? e cuja abscissa
é t2. Assim, dado (x,y) = (£3,1?) € tr(7), tem-se x = 3, y = t?). Assim, t = J/x, de modo
que (x,y) pertence ao traco da curva se, e somente se y = = (\3/5)2 O trago desta curva
coincide, entdo, com o grafico da funcdo y = x3 para x € [—1,1]:

4

Exemplo 22. Algumas formulas podem ter tragos contra-intuitivos. A curva:

y: R — R?
t — (cos(t),1)
tem como trago os pontos (x,y) € R? tais que x(t) = cos(t) parat € Rey = 1. Conforme t € R,

temos —1 < x = cos(t) < 1, de modo que o trago coincide com o conjunto de pontos da forma (x,1)
com —1<x<1.

15



Exemplo 23. A espiral logaritmica é a curva dada pelas equagdes em coordenadas polares:

r=r(t) = el
6 =0(t) =at
comt e R, a#0F#Db.

Deduzimos que o r (distdncia do ponto da curva a origem) aumenta exponencialmente em termos
lineares do angulo.

No caso em que r(t) = e%,e(t) =t,para t € [0,127] temos:

1000/

1000

Exemplo 24. Este exemplo mostra que curvas diferentes podem ter o mesmo trago. Sejam:

(a)

y1: [0,27] — IR?
t > (cos(t),sin(t))
(b)
i [0,27] — R?
t —  (sin(t),cos(t))
(©)

v3: [0,271] — R?
t —  (cos(2t),sin(2t))

Observe que as trés curvas tém por trago a circunferéncia de raio 1 centrada na origem. No entanto,
Y1 € Y2 tém comprimento 27t e 7y3 tem comprimento 47t. O ponto inicial de 7yq e 73 € (1,0), enquanto
que o ponto inicial de vy, é (0,1). Ademais, 7y, e y3 sdo percorridas no sentido anti-hordrio e vy, no
sentido hordrio.

16



Exemplo 25. A curva:
Pyt =4
z=1

tem por traco a intersecio da esfera de raio 2 centrada na origem (representada pela equagdo x> + y* +
z2 = 4) com o plano z = 1. Ela pode ser parametrizada por:

v: [0,27] — R3
t —  (v/3cos(t),v/3sin(t),1)
Com efeito, fazendo z = 1 na primeira equagdo, obtemos x> + y*> + 12 = 4, donde x*> + y*> = 3.
Logo, os pontos do trago sio da forma (x,y,z) com x> + y* = 3 e z = 1. Trata-se de uma circunferéncia
centrada em (0,0,1), de raio /3 contida no plano z = 1.

Exemplo 26. A intersegio do cilindro dado por %2 + yfz = 1 com o plano z = x 4y pode ser visualizada
a seguir:

17



Esta curva pode ser parametrizada por:
v: [0,21] — R3
t  +— (3cos(t),2sin(t),3cos(t) + 2sin(t))

Fizemos isto como segue:

e primeiramente parametrizamos:
2
9
“como se fosse uma curva plana”, por exemplo:

2

Yy

J —1
i

5: [0,271] — R?
t —  (3cos(t),2sin(t))
e como os pontos do trago da curva sio (x,y,z) € R3 tais que z = x +y, basta substituirmos

x = 3cos(t) ey = 2sin(t) na expressio, ou seja, z(t) = 3cos(t) + 2sin(t). Assim obtemos uma
parametrizagdo para a curva.

Definicdo 27. Uma curva -y : [a,b] — R3 é fechada se seus pontos inicial e final coincidem,
isto é, se y(a) = y(b) ( i.e., comecam e terminam no mesmo lugar).

18



Definicdo 28. Um ponto P pertencente ao trago de uma curva vy : [a,b] — R® é chamado de
ponto miiltiplo de 7y se existirem t1,ty € [a,b], t1 # ty com {t1,t2} # {a,b} e y(t1) = v(t2).
Em outras palavras, um ponto P € tr (vy) é miiltiplo quando é imagem de dois pontos distintos
de |a, bl.

Definigao 29. Uma curva <y : [a,b] — R3 ¢é simples se v |:]a,b|— R for injetora, ou seja,
se para quaisquer t1,ty €la,b| com ty # t tem-se y(t1) # y(t2). Isto equivale a dizer que 7y é
simples se, e somente se y nio tem pontos miiltiplos.

e Acima, as curvas das figuras 1, 2 e 5 sdo fechadas, enquanto que as das figuras 3,4 e 6
sdo abertas.

e As curvas das figuras 1,2,3 e 4 sdo todas simples.

e As curvas das figuras 5 e 6 ndo sado simples, pois possuem pontos multiplos (que sdo os
pontos onde a curva corta a si propria).

Um teorema famoso pela sua sutileza e dificuldade de demonstracio * é o Teorema da
Curva de Jordan, conjecturado por Marie-Camille Jordan em 1887 e provado somente em
1905. Este teorema afirma que toda curva fechada simples divide o plano em duas regides
abertas disjuntas, uma limitada e outra ilimitada.

1A demonstracio deste resultado envolve conceitos avancados de um ramo da Matematica denominado
Topologia Algébrica, e usa ferramentas como homologia.
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Teorema 30 (Teorema da Curva de Jordan). Seja -y : [a,b] — R uma curva simples e fechada
em R?. Entdo R? \ tr () = Dy U Dy onde Dy é um subconjunto aberto, conexo e limitado de
R2 e D, é um subconjunto aberto, conexo e ilimitado de R2, com DyN D, = &, e tr (7) éa
fronteira comum de Dy e de Ds.

3 Integral de Linha de Func¢ao Escalar

: b < . . .
A integral [ f(x)dx de uma funcio real de uma variavel real pode ser generalizada de vérios
modos. Uma generalizacdo que possui diversas aplica¢gdes importantes, inclusive na Fisica, é
a integral de linha, a qual descreveremos nestas notas.

Sejam f : R?> — R uma fungéo real e C uma curva em IR3, definida pela fungio:

c: I=1ab — R3
b= o) = (x(8),y(b),2(1)
Para motivar a defini¢do de integral de linha de f ao longo da curva C, vamos supor que C

representa um arame e f(x,y,z) a densidade (massa por unidade de comprimento) em cada
ponto (x,y,z) € C. Queremos calcular a massa total, M, do arame.

Para isto, dividamos o intervalo I = [a,b] por meio da parti¢do regular de ordem n,
a=ty <t <--- <t <t <---<t, =>b, obtendo assim uma decomposi¢do da curva C
em curvas C; definidas em [t;,t; 1] parai € {0,--- ,n — 1}, como na figura a seguir:
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Supondo ¢ € C!([a,b],R?), e denotando por As; o comprimento da curva C;, tem-se:

tit1
ssi= [ e Wl

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais?, para cada i existe u; € [t;,t;,1] tal que
As; = |0’ (u;)]| - (ki1 — ti) = |0’ (u;)]|At;, onde At; = t; 1 — t;. Quando n é grande, As; é pe-
queno e f(x,y,z) pode ser considerada constante em C;, igual a f(c(u;)). Portanto, a massa
total M é aproximada por:

Sn = Zf Do’ ()| At

A soma S, é uma soma de Riemann da funcdo f(c(t)) - ||¢’(¢)|| no intervalo [a, b]. Logo,
se considerarmos f(x,y,z) continua em C, entdo:

M= [ fe0) - I Ol

Definigao 31. Consideremos uma curva C em R3, parametrizada por:

[a,b] — R3
Eoo= (x(8),y(b),2(t))

onde o € C'([a,b],R3). Seja f : U C R®> — R tal que C C U e f [c é continua. A integral
de linha de f ao longo da curva C é:

b
|fas= [ flxy2ds = [ fle®) o't at ®)

Exemplo 32. Calcular:

/ (x® + y? + 2%)ds,
C
onde C é a hélice parametrizada por:

oc: [0,2n] — R3
t —  (cos(t),sin(t),t)

2yisto na Aura 1
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Solugdo: Temos x(t) = cos(t),y(t) = sin(t) e z(t) = t, de modo que:

o'(t) = (x'(£),y'(£),2'()) = (—sin(t), cos(t), 1),

de modo que ¢ € €' (027K ¢ ||(—sin(t), cos(t), 1) = \/sinz(t) + cos?(t) + 1 = v/2. Como f
é continua, de (B) segue que:

27T

/C(x2 + 9?4+ 2%)ds = /

(cos?(t) + sin®(t) + £2)V2dt = /2 / 27[(1 + 2)dt =
0 0

37271
— \/E[tqt%} = 2?7((3—1—47‘(2)
0

O
Um caso particular da integral de linha definida em (B) ocorre quando a curva C é uma
curva do plano Oxy definida por uma funcio de classe C':

c: la,b — IR?
to= (x(8),y(h)

e f = f(x,y) é uma fungdo real continua definida em C. Neste caso, a integral de linha de f
ao longo de C é:

b
Jfds = [ flyyds = [ (e, y0) -1 (1) at. @

Quando f(x,y) > 0 para (x,y) € C, a formula (8) tem como interpretagdo geométrica a
“drea de uma cerca” que tem como base a curva C e altura f(x,y) em cada ponto (x,y) € C.

H

f{xcn,yi)

(xh,yt)) = O(t)
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Exemplo 33. A base de uma ldmina produzida para certo tipo de embarcagio é uma curva C no plano
Oxy definida por:

x(t) = 30cos®(t), t € [0,271]
y(t) = 30sin3(t), t € [0,27]
e a altura em cada ponto (x,y) € C é dada por f(x,y) =1+ |g—| (x e y em metros). Se para revestir

cada metro quadrado da pega de tetréxido de chumbo, PbOy (zarcdo) hd um custo de p reais, qual o
custo para se revestir a pega toda?

z A

)=t ey
3

T(1) = tsocos3 t, 30sendt)

Solucgao: A base da lamina no primeiro e segundo quadrantes é a porcdo de C dada
por o(t) = (30cos®(t),30sin3(t)),0 < t < 7, e a altura da peca em cada ponto (x,y) é
floy) =144

Visto que o/ (t) = (x'(t),y'(t)) = (=90 cos?(t) sin(t), 90 sin?(t) cos(t)), entdo o é de classe
Cle:

lo’ (#) | = \/(x’(f))2 + () = \/(90)2 cos*(t) sin®(t) + (90)? sin*(t) cos?(t) =
= \/(90)2 sin?(t) cos2(t) = 90| sin(t) cos(t)|

Como f é continua, a férmula (#) garante que a drea da metade da cerca é:
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/C (1+%)ds =90 /()”(1 +10sin®(#))| sin(t) cos(t)|dt =

=90 [/Oz(sin(t) +10sin*(t)) cos(t)dt — /n(sin(t) 4 10sin*(t)) cos(t)dt} =

T

2
sin?(t)
2

=180
| 2

2
-|-251n5(t)] =180 (1 +2) = 450
0

A érea total da lamina é 2 x 450m? = 900m? e, portanto, o custo serd de 900p reais.

Exemplo 34. Calcular:

/ xydx + (x —y)dy

o

onde vy consiste dos segmentos de reta de (0,0) a (2,0) e de (2,0) a (3,2).
Solugdo: O segmento que une (0,0) a (2,0) pode ser parametrizado por:

w: [0,2] — RR?
t — (t0)

enquanto o segmento que une (2,0) a (3,2) pode ser parametrizado por:

B: [2,3] — R?
t = (t,2t—4)

Assim, a curva <y pode ser parametrizada por:

v: [0,3] — R?
P {(t,O)setE[O,Z]

(t,2t —4),se t € [2,3]

Pela aditividade da integral de linha, tem-se:

/ xydx + (x —y)dy = / xydx + (x —y)dy + /ﬁ xydx + (x —y)dy
v «

Vamos calcular cada uma destas integrais separadamente.
Para a curva o, x(t) =t e y(t) = 0, e portanto:

[ xwit (e y)dy = [ x5t + (x(0) — y(0) Yt =

2
:/ t-Odt—i—(t—O)d—Odt:O
0 dt
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Para a curva B, tem-se x(t) =t e y(t) = 2t — 4, de modo que:

_? dx dy . _
/ﬁxydx + (x —y)dy = /2 x(t)y(t)Edt + (x(t) — y(t))adt =

3
:/zt(Zt—él)- 1 dt+(t—(2t—4)) 2 dt=
—dx/dt —dy/dt

3 17
= / (2> — 6t + 8)dt = —-
2 3

Deste modo,

17 17
/xydx+(x—y)dy:0+§:?
g

3.1 Comprimento de Curvas

Considere uma curva definida por ¢ : [a,b] — R",n € {2,3}. Podemos pensar que esta curva
é a trajetoria descrita por uma particula se movendo com vetocidade escalar v = ||¢’(t)||. Qual
é o comprimento desta curva conforme t “percorre” o intervalo [a, b]?

Intuitivamente, isto nada mais é do que o espaco percorrido pela particula no intervalo de
tempo [a, b], ou seja,
b
/ v(t)dt
a

Antes de prosseguirmos, recorde a seguinte:

Definicio 35. Uma funcio o : [a,b] — R" é de classe C' por partes se o intervalo [a, b] puder
ser subdividido em um niimero finito de intervalos consecutivos e ndo sobrepostos, digamos:

n

[a,b] = | In,

i=1

com I, i € {1,---,n}, da forma [x;_q1,x;], [xi_1, x;[, |xi_1, ;[ ou |x;_1,x;], com a = xp <
x1 < -+ < xy = b, restritos aos quais o é de classe Cl, ou seja, tais que o [, € Cl(li, R").
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o

N
=

I
I
|
I
o) a X1 X2

[a,b] = [a, x1] U [x1,x] U [xp, ]

Defini¢do 36. Seja (C,o : [a,b] — R"),n € {2,3}, uma curva parametrizada com o €
C'([a,b], R®). O comprimento da curva parametrizada (C,o : [a,b] — R") é:

L) = [ (1)l ®)

Esta férmula ainda é vdlida no caso em que o é de classe C1 por partes.

No caso de uma curva ¢ : [a,b] — RR3, temos:

L(C,o) = /ab \/x’(t‘)2 +y/(t)% + 2/ (t)?dt

e no caso de uma curva o : [a,b] — RR?, temos:

b
L(C, o) = / V(02 + ()2
a
Exemplo 37. Calcular o comprimento da hélice (H,n : [0,47] — R3) onde:

n: [0,47] — R3
t —  (cos(3t),sin(3t), 4t)

e H =#]0,4m].

Solugao: Temos:

7(F) = (%(cos(Bt)), 9 (sin(31)), %(zy)) — (=3-sin(3t),3- cos(3t), 4),

de modo que:
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7' (1) = \/(—3 -sin(3t))? 4 (3 cos(3t))? + 4% = \/9 sin?(t) +9cos?(t) +16 = /25 =5

47T 47T
L(H,;y):/o ||17’(t)Hdt:/0 5dt = 207

Definicio 38 (parametrizagdes equivalentes). Sejam « : [a,b] — R3 e B : [c,d] — R3 duas
fungoes de classe C tais que:

ala,b] = C = Bc, d]

ou seja, (C,a : [a,b] — R3) e (C,B : [c,d] — R®) sdo curvas parametrizadas de classe C'.
Dizemos que o e B sido parametrizagbes equivalentes se, e somente se, existir uma bijecdo de
classe Ct,

h:lc,d] — [a,b]

tal que:

[a, b]

comuta, ou seja, tal que:

(Vt € [e,d])(B(t) = a(h(t))).

Neste caso, escrevemos o ~y, B.

Sea:[ab] - R>ep:[c,d — R>forem parametrizacdes equivalentes, entdo & : [c,d] —
[a,b] relaciona as velocidades com que as particulas se movem sobre C, pois pela Regra da
Cadeia:

BI(t) = a'(h(t)) - K (t).
Se (Vt € [c,d])(K (t) > 0), entdo a particula com vetor posigdo dado por B percorre C no

mesmo sentido que a particula cujo vetor posicao é . No caso em que (Vt € [c,d]) (W' (t) < 0),
elas se movem sobre C em sentidos contrérios.
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O seguinte resultado nos garante que o comprimento de uma curva parametrizada inde-
pende das parametriza¢des equivalentes escolhidas.

Teorema 39. Sejam (C,« : [a,b] — R") e (C,B: [c,d] — R3) curvas parametrizadas tais que
« e B sdo parametrizagoes equivalentes (x ~y, B). Entdo:

L(C,a) = L(C,B)

Demonstragdo. Como a ~, B, h : [c,d] — [a, b] é uma bijecdo de classe C! tal que, se:

[a,b] — R3
b= (x(8),y(b),2(1))

tem-se:

B: lcd — R3
b= (x(h(D)), y(h(t)), 2(h(t)))

Por um lado, temos:

LB = [ I8 @l = [ O]l e) e =

b
/ H(E) - || (h(t))||dt, se h é crescente;
a

b
/ —H'(t) - ||a’(h(t))||dt se h é decrescente;

a

Fazendo a substitui¢do u = h(t), de modo que du = h'(t)dt, temos:

h(d)
/( |la'(u)||du = L(C,a), se h é crescente;

/h( : —|la’(u)||du = L(C, &) se h é decrescente;
C

Deste modo, segue que:

a~y, B=L(C,a) = L(C, B).
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4 Integracdo de Linha de Campos Vetoriais
Sejam:

F: R — R3
(x,y,z) = F(x,y,z) = (M(x,y,2z),N(x,y,z), P(x,y,2))

um campo vetorial e C uma curva em R3, definida por:

c: [ab] — R3
b (x(), (), 2(8)
Para motivar a definicio de integral de linha de F ao longo de C, suponhamos que F

representa um campo de forgas e calculemos o trabalho realizado pela forca F ao deslocar
uma particula ao longo de C

Quando C é um segmento de reta ligando o ponto A ao ponto B e F é uma forca constante,
sabemos que o trabalho realizado por F ao deslocar uma particula ao longo de C é dado por:

W = F - AB = (forca na direcio do deslocamento) x (deslocamento)

Quando C ndo é um segmento de reta, podemos aproximé-la por uma linha poligonal com
vértices em C do seguinte modo: dividimos o intervalo I = [a,b] por meio de uma parti¢do
regular de ordem n,a = tp < --- < t; < --- <t;, = b, obtendo assim uma linha poligonal de
vértices o (t;) = (x(t;),y(t;),z(t;)) parai € {0,--- ,n—1}.

z 4
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Como, para n grande, At; = t;,1 — t; € pequeno, o deslocamento da particula de o(t;) até
o (tis1) é aproximado pelo vetor As; = o(ti;1) — 0(t;), e F pode ser considerada constante e
igual a F(c(t;)) no intervalo [t;, t;1].
Supondo que ¢’ () exista para todo t € [a,b], entdo, pela defini¢do de derivada, temos que:
ASi ~ O'I(ti)Afl'

Portanto, o trabalho realizado para deslocar uma particula de o(t;) até o(t;1) é aproxi-
madamente:

F(o(t;)) - Asi = (F(e(t) - o' (1)) At;
Assim, o trabalho W realizado pela forca F para deslocar uma particula ao longo de C é:
n=1 _,
W= lim ( ) (F(o(t;) o' (t))AL

n—oo
i=0

Se ¢’ é continua em [a, b] e:

F: UCR® — R3
(x,y,z) = (M(x,y,z),N(x,y,z),P(xy,z))

é continuo em C (ou seja, M, N, P : U C R3® — R sdo continuas) existe e é igual a:

wzfﬁwmyﬂmm

Definicio 40. Consideremos uma curva C em R> parametrizada por:

c: [a,b] — R3
too= (x(8),y(b),2(t))

onde o é de classe C* e F(x,y,z) = (M(x,y,z), N(x,v,2), P(x,v,2)) um campo vetorial conti-
nuo definido em C. A integral de linha de F ao longo de C por:

- . b - ,
przéwwmyﬂmﬁ ©)

(no integrando acima F(o(t)) - ¢’ (t) denota o produto escalar de F(o(t)) por o' (t)).

Se a curva C é fechada, isto é, se 0(b) = o (a), a integral de linha é denotada por:

fﬁd?
C
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Como no caso da integral de linha de uma funcao escalar, a férmula (6) ainda é valida se
E(o(t)) - o’(t) é continua por partes em [a, b].
Se usarmos as componentes de Fedeo,a equacdo (B) se escreve:
. b
/ F.dr = / M(o(£)x' (H)dt + N(o(8))y (£)dt + P( ()2 ()dt
C a
Por esta razdo, é usual denotar-se a integral de linha por:
/ E.d7 = / Mdx + Ndy + Pdz
C C
Quando C é uma curva no plano Oxy parametrizada por:

c: la,b — IR?
b= (x()y(h)
a integral de linha de:

F UCR? — IR?
(xy) = (M(xy) N(xy))
ao longo de C é dada por:
, b
/ E.d7 = / Mdx + Ndy = / M(o(H)2' (t)dt + N(o(£))y' ()dt @)
C C a
Exemplo 41. Calcule [ F - d7, onde

I R - RS
(x,y,z) = (xy,z)

e C é a curva parametrizada por:

c: [0,21] — R3
t —  (sin(t), cos(t),t)

Solugdo: Como F é continua em RR® e ¢’(t) = (cos(t), —sin(t),1) é continua em [0,27],
usando (B) temos:

I 27 ) .
/CF dr = /0 (sin(t),cos(t),t) - (cos(t), —sin(t),1)dt =
2r

:/Ozn(sin(t)cos(t)—sin(t)cos(t)+t)dt:/0 tdt = 27
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Exemplo 42. Calcular a integral de linha do campo vetorial:
F: R? — IR
(x,y) — (¥ —2xy,x3+vy)
de (0,0) a (1,1) ao longo das seguintes curvas:
(a) O segmento de reta Cy de equagdes paramétricas x(t) = t,y(t) =1,0 <t < 1.
(b) A curva C, de equagdes paramétricas x(t) = t2,y(t) = 3,0 <t < 1.
Solugao:

Ad (a): temos o (t) = (t,t), de modo que ¢’ (t) = (1,1) e F(c(t)) = (=33 + t). Portanto,
por ():

1
_). _‘: J— 2 3 — [ J— R
/ch a7 /O( 2484 1)t { s
Ad (b): temos o(t) = (£3,£3). Entdo o/ (t) = (2t,3t2) e E(o(t))
por (1),
5t 4t fr 25
0

1
Fogre [ (25 — a6+ 35 1354 — | 2L _ & _
a7 /O(t P43 13yt = 2o - | =D

O exemplo acima mostra que a integral de linha de um campo vetorial de um ponto a
outro depende, em geral, do caminho que liga os dois pontos.

G

Vamos agora calcular o que foi pedido no item (b) mais uma vez, usando uma representa-
¢do paramétrica diferente para a curva Cp. A curva C; pode ser descrita pela fungéo:

B(t) = (,12),t € 0,1]

Como p/'(t) = (1, gt%) e F(B(t)) = (> — 215/2,1% 4 13/2), obtemos, por (@),

1
Lo ! 3 3 50 472 P2 25
E(B(1)) - ’tdt:/ P2ood/2 22 22y gy | 2 7 | = 22
RO O( $30ry 3 cte | -8

Acabamos de observar no exemplo acima que o valor da integral |, c, F - d7 é o mesmo para
duas parametrizagdes da curva C,. Esta é uma propriedade importante das integrais de linha,
que provaremos a seguir.
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Lembremos, do que foi visto anteriormente, que se o(t),t € [a,b] e B(t),t € [c,d] sdo duas
parametrizacdes equivalentes da curva C, entdo existe uma fungédo & : [c,d] — [a, D] bijetora,
de classe C!, tal que B(t) = o(h(t)).

Se h é crescente, dizemos que h preserva a orientacdo, isto é, uma particula que percorre C
com a parametrizagdo B(t) se move no mesmo sentido que a particula que percorre C segundo
a parametrizagdo o (t). Se h é decrescente, dizemos que h inverte a orientagéo.

Teorema 43. Sejam:

c: [a,b] — RS
t = o(t)

B: [cd — R
t o — B(t)

duas parametrizacoes C 1 por partes equivalentes. Se h preserva a orientagdo, entdo:

E-dfr= | E.ar
Cg Cr

/ ﬁd?:—/ E.a7
C‘B (s

(Cg e Cy denotam a curva C parametrizada por B(t) e o(t), respectivamente).

Se h inverte a orientacio, entdo:

Demonstracio. E suficiente provar o teorema para o(t) e B(t) de classe C'. Suponhamos que
as parametrizagdes o (t) e B(t) sdo relacionadas como segue:

(V¢ € [c,d])(B(t) = o (h(t)))

Entao,

il = d il / d Al / /
Jo Fedr= [ F @) g = [ Fehv) o (o) 1 (o

Fazendo a substituicdo u = h(t),du = I’ (t)dt, obtemos:

33



B fab F(o(u)) o' (u)du = e, F - d7, se h preserva a orientacio;
[ E(o(u)) o' (u)du = — Je. F - d7, se h inverte a orientagio

Como caso particular deste teorema, temos que:

[ Far=—[ Fear

onde C~ é a curva C com orientagdo oposta, isto é, sendo C parametrizada por o : [a,b] — R3,
C~ é a curva parametrizada por ¢~ : [a,b] — R® dada pela composicio de ¢ com h(t) =
—t+b —a,isto é:

[, b]

[a, b]
o (t)=0(—t+b—a)
No caso de uma funcédo escalar temos que:

dr = dr,
cﬁfr c(,fr

se B(t) e o(t) sdo parametrizacdes C! por partes e equivalentes a curva C.
Podemos ainda destacar as seguintes propriedades da integral de linha:

(i) Linearidade: Sejam C uma curva de classe C! por partes, F,G : U € R® — R® campos
vetoriais continuos em C e a, B € R. Tem-se:

FipC)-di—a [ Fodr+p [ G- a7
/C(oc BG) - dr “ r,BC 7

(ii) Aditividade: Se C admite uma decomposi¢do num ntimero finito de curvas Cy,---,Cy,
ouseja, C = C; U---UC,, entdo:

n
E.d7— /?-d?
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A prova destas duas propriedades segue imediatamente da defini¢do de integral de linha

Exemplo 44. Considere C a fronteira do quadrado plano de vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1),
orientada no sentido anti-hordrio. Calcular a integral de linha:

j{ x2dx + xydy
C
Solugdo:
vh
c!
to,1) e t,n
. ¥ &,
x
o0l cl 0 -

Solugdo: Aqui identificamos o campo vetorial:

% ’dx 4 xydy = j{ M(x,y)dx + N(x,y)dy
C C

F(x,y) = (M(x,y), N(x,)) = (x* xy)
A curva C é decomposta em quatro segmentos de reta que podem ser parametrizados do
seguinte modo:
Cy:09(t) = (£0), 0<t<1.
C:om(t)=(1,1) 0 <t <1.
Cz:o3(t) =(1—-1¢1), 0<t<1.
Cq:o4(t) =(0,1—1), 0<t<1.

Assim,
o1(t) =(1,0),0 <t <1
os(t) = (0,1),0 <t <1
a4(t) = (=1,0),0 <t <1
o, (t)=(0,-1),0<t <1
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e portanto:

1, 1 1
[ Rt xydy = [ For(t) ol (e = [ F(t,0)- (1,0t = | 2 — 1
Cy 0 0 0 3
1, 1, 1 1
/ xzdx—I—xydy:/ F(az(t))-ag(t)dt:/ F(l,t)-(O,l)dt:/ bt = =
Cy 0 0 0 2

1. 1. 1
/szderxydy:/o F(ag(t)).ag(t)dt:/o F(l—t,1)~(—1,0)dt/0 (—t2+2t—1)dt:—%
3

1, 1, 1
/ xzdx+xydy:/ F(a4(t))-ag(t)dt:/ F(O,l—t)-(O,—l)dt:/ 0dt = 0.
Cs 0 0 0
Logo,

1 1 1 1
2 _t,._=z _ 2t
/Cx dx+xydy—3+2 3+0 >
Em geral, a integral de linha de um campo vetorial F ao longo de uma curva C que liga os
pontos A e B depende da curva C. No entanto, para alguns campos vetoriais, a integral de-
pende apenas dos pontos A e B, ndo da curva que os liga. Neste caso, diremos que a integral
de linha independe do caminho que liga A e B.

Quais campos vetoriais tém integrais de linha que independem do caminho? Estudare-
mos, na sequéncia, este tema.

5 Campos Conservativos

Em campos gravitacionais e elétricos, o trabalho necessario para mover uma massa ou uma
carga de um ponto para outro depende somente das posi¢oes inicial e final do objeto e ndo
do caminho entre elas.

Em geral, que campos vetoriais tém integrais de linha que independem do caminho? Nes-
tas notas estudaremos estes campos, denominados de “conservativos” 8 vendo algumas de
suas caracterizagcdes bem como suas principais propriedades.

30 termo é emprestado da Fisica, na qual se refere a campos nos quais o principio da conservagao da energia
é valido - é valido em campos conservativos
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Definigao 45. Seja E um campo definido em uma regidio aberta U C R3, e suponha que para
quaisquer dois pontos A e B em U, o trabalho:

B—a
/F-d?
A

realizado para mover de A até B seja o mesmo para todos os caminhos de A até B. Entdo a
integral [ F - d7 é independente do caminho em U e o campo F é conservativo em U.

Se F: U C R" — R" é um campo conservativo e U é conexo por caminhos, entio dados
dois pontos quaisquer de U, A, B € U, denotaremos por:

B—)
/P-d?
A

a integral de F ao longo de qualquer caminho que comece em A e termine em B.

Um potencial elétrico é uma funcao escalar cujo campo gradiente é um campo elétrico. Um
potencial gravitacional é uma fungdo escalar cujo campo gradiente é um campo gravitacional,
e assim por diante. Como veremos, uma vez que tenhamos encontrado uma fun¢do potencial
f para um campo E, poderemos calcular todas as integrais de trabalho no dominio de F com
a férmula:

ABf-d?:ABVf-d?:f(B)—f(A)

Este é o teor do seguinte:

Teorema 46. Seja F : U C R® — R® um campo vetorial continuo definido num subconjunto
aberto U C R para o qual existe uma fungdo real f : U C R® — R tal que:

(V(x,9,2) € U)(VS(x,y,2) = F(x,y,2))
Se C é uma curva em U com ponto inicial A e ponto final B, parametrizada por uma fungio
o :[a,b] — R3,t— (x(t),y(t),z(t)), de classe C por partes, entio:

/Cf-d?:/CVf-d?:f(B)—f(A).

Demonstragio. Sejam a,b € R tais que o(a) = A e o(b) = B. Entdo, como F = Vf, tem-se, por
definicdo da integral de linha de um campo vetorial:

/Cﬁ dF = /ab Vf(o(t) o' (t)dt
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Considerando a fungédo:

g: [a,b] — R
too= flo(h)
tem-se g(a) = f(o(a)) = f(A) e g(b) = f(c(b)) = f(B), e pela Regra da Cadeia (veja a
AGENDA 8 de Célculo II, disponibilizada na pagina do professor),

g'(t) = Vf(o(t) -’ (t).

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

L= [ g0 = g0) ~ g0) = fo6)) ~ Flo(a) = F(B) ~ F(A)

Sob condigdes normalmente satisfeitas na pratica, um campo vetorial F serd conservativo
se, e somente se, for gradiente de uma fungdo escalar, f, isto €, se, e somente se F = V f para
alguma funcdo f. A fungdo f é chamada entdo de fun¢do potencial para F.

O campo vetorial F do Teorema #6 é chamado campo gradiente ou campo conservativo,
e a funcdo f, uma funcado potencial.

Teorema 47. Sejam U C R", n € {2,3} um conjunto aberto conexo por caminhos e

F: UCR" - R"
X = F@&®)
um campo vetorial de classe C'(U,R?). Se F é conservativo entdo existe f : U C R" — R tal
que F = Vf.

Demonstracio. Sem perda de generalidade, provaremos o teorema para n = 3. Seja F(x,1,z) =
(M(x,y,z),N(x,y,z), P(x,y,z)) um campo conservativo. Fixamos Py = (xg, yo,z0) € U qual-
quer, e definimos:

f : uc ]R3 RN R
_ (xyz) B gz
P = (X, Y, Z) = f(xO,]/O/ZO) F-dr
Mostraremos que:
0
%(X,]//Z) = M(x’y’z)

De fato,
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A P
%(x ) lim f(x+Ax’y’Z)_f(x1yrZ) = lim fo+ ) F ar — ngF'dr _
oy Y2 = Ax  Ax—0 Ax =
(x+Ax,y,z) 2o
i Jown) B
Ax—0 Ax

Como a integral independe do caminho, podemos escolher o segmento de reta paralelo ao
eixo Ox para calcular esta tltima integral:

[(x,y,2), (x+Ax,y,2)] ={(1 —t) - (x,y,2) +t- (x+Ax,y,2) [t € [0,1]} =
={(x+t-Ax,y,z) |t €[0,1]}
ou seja, ao longo da curva:

0,1 — R3
t = (x+t-Ax,y,z)

of _ _ lim fol(M(x—l—t-Ax,y,z),N(x+t~Ax,y,z),P(x+t~Ax,y,z))-(Ax,0,0)dt

X  Ax—0 Ax
. Ax- fol M(x + Ax,y,z)dt
= lim
Ax—0 Ax

Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢y € [0,1] tal que:

/01 M(x+t-Ax,y,z)-dt = M(x+ty-Ax,y,z) - (1—0)
e portanto:
o _ lim M(x +ty-Ax,y,z) = M(x,y,z)
X Ax—0
Similarmente, demonstra-se que g—y = N e que % = P, e que f é, portanto, uma funcdo
potencial para F. O

Dos resultados que vimos, temos a seguinte equivaléncia:

F:U CR" = R" com U conexo por caminhos é conservativo <=

(3f: U CR® - R)(F = Vf)

Na secdo a seguir veremos uma condigdo necessaria para que um campo vetorial seja um
campo gradiente.
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5.1 Teste das Componentes

Como ja mencionamos, nem sempre um dado campo vetorial admite uma funcdo poten-
cial: na verdade, na maioria dos casos, é impossivel encontrar um campo potencial. A menos
que esteja explicito que o campo em apreco é gradiente (ou conservativo), antes de buscarmos
uma func¢do potencial para o campo devemos garantir que tal funcdo exista. O teste a seguir
nos fornece uma condi¢do necessaria para que o campo seja conservativo. Isto significa que
se 0 campo ndo cumprir as condi¢gdes dadas nas hipéteses do teorema, ndo adianta nada pro-
curarmos uma fungdo potencial, pois esta ndo existira.

7

Teorema 48 (Condicdo Necessdria para Campo Conservativo). Seja F(x, y,z) =
M(x,y,z)14+ N(x,y,2)]+ P(x,y,z)k um campo cujas fungdes componentes tém derivadas par-
ciais de primeira ordem continuas. Entdo, se Eé conservativo, tem-se:

(0P ON
dy 0z’
ol _op ©
9z 9x’
5K _ i
(dx 9y

Demonstragido. Mostraremos que se F é conservativo, valem as equagdes (8).
Se existe uma (*) fungdo f : U C R® - Rtalque F =V f, ou seja, tal que:

Assim,

oP _ 9 (df *f  9*f 9 (9f\ ON
N dydz 0dzdy dz \dy/)

aM:i(af>:aaZZ_a{C:aaj_afZ:aax(af) P

2o -¥
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Corolério 49. Seja F(x,y) = M(x,y)i 4+ N(x,y)7 um campo cujas funcdes componentes tém
derivadas parciais de primeira ordem continuas. Entdo, F é conservativo se, e somente se:

OoN oM

ox Oy

Posteriormente veremos que as condi¢des dadas nos resultados acima também sao sufi-
cientes para que 0 campo em apreco seja conservativo - ou seja, que se um campo vetorial
qualquer satisfizer as hipéteses, entdo serd um campo conservativo.

Os resultados acima motivam a introdugdo do rotacional de um campo vetorial.

Definic¢ao 50. Seja:

F: UCR® — R3
(x,y,z) = (M(xy,z),N(x,y,z2),P(x,y,z))

um campo vetorial de classe C'. O rotacional de F é o campo dado por:

- (BP ON oM 0P oN 8_M>

(VxF) = dy 0z 9z dx’ dx  dy

Munidos da nogdo de rotacional, o Teorema B8 pode ser reformulado como segue:

Teorema 51. Se F é conservativo entdo (V x F) =0

O resultado acima é frequentemente usado em sua forma contrapositiva, ou seja:

Teorema 52. Se (V x F) # 0 entdo F ndo é conservativo.

Veremos, posteriormente, que (V x F) = 0 ndo garante que F seja conservativo, ou seja, a
reciproca do Teorema BT é, neste grau de generalidade, falsa.
Um conceito que serd necessario posteriormente é o da seguinte:

Definicido 53. Um subconjunto U C R? é simplesmente conexo se, para toda curva fechada
C em U, a regido limitada por C estd totalmente contida em U. Intuitivamente, um aberto U é

simplesmente conexo se nio tem “buracos”.

P2

Formalmente, a “deformacgdo” de uma curva a : [a,b] — R>® em outra, 8 : [a,b] — R3, é
uma funcgdo continua:
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H: [a,b] x[0,1] — R3
(t,s) —  H(t,s)
tal que:

¥WeMMxH@m=am>
(Vt € [a,b]) (H(t, 1) = B(t))

Uma fungdo como a dada acima é chamada de homotopia entre « e B.

Exemplo 54. Todo subconjunto convexo do plano é simplesmente conexo. De fato, se U C R? ¢
convexo, entdo dados quaisquer dois pontos (xo,Yo), (x1,y1) € U, o segmento [(xo,y0), (x1,y1)] =
{(1—1t)-(x0,y0) +t-(x1,y1) | t € [0,1]} estd inteiramente contido em U.

Seja 7y : [a,b] — U um lago qualquer. Vamos considerar a fungio continua:

H: [ab]x[0,1] — u
(ts) = (A=s)-(t) +s-7(a)
e observar que:

VWemeH@mzvm>
(Vt € [a,b]) (H(t,1) = 7(a))

ou seja, o laco vy pode ser deformado no ponto y(a) sem que precisemos sair de U. Assim, U é
simplesmente conexo.
5.2 Construcdo de uma funcao potencial usando integrais indefinidas

Se F = (F,F, F) é um campo vetorial gradiente de uma fungio potencial f num aberto
U C R3, entio:

of

g - Fl/ (9)
of _
@ =F, (10)
of _
5, = 3 (11)

Usando integrais indefinidas e integrando (4) em relacdo a x (mantendo y e z constantes),
obtemos:
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few,2) = [ Bi(xy,2)dx+ Ay,2) (12

onde A(y,z) é uma “constante de integraciio” a ser determinada. Analogamente, se integrarmos
(Id) em relacdo a y e (M) em relagdo a z, obtemos:

f(x,y,z) = /Fz(x,y,z)dy+ B(x,z) (13)

flry,2) = [ Byt +Cxy) (14)

onde B(x,y) e C(x,y) sdo fungdes a serem determinadas. Para encontrar f devemos determi-
nar A(y,z),B(x,z) e C(x,y) de modo que as equagdes (I7), (I3) e (I4) tenham o mesmo lado
direito.

Exemplo 55. Considere o campo gradiente F(x,y) = (eY — 2x, —xe™Y —sin(y)). Calcule Jc E.dr,
onde C é qualquer curva C* por partes de A = (7t,0) até B = (0, rr)

Solugao: Pelo Teorema B8,

/C?-d?: £(0,77) — f(11,0),

onde f é uma funcio potencial de F em R?, que serd determinada usando integrais indefini-
das. Aqui temos:

F (x,y) = e —
a(x, y)=e 2x (15)
of Y
w(x,y) = —xe sin(y) (16)
Integrando (I5) em relacdo a x e (If) em relacdo a y, obtemos:
flxy) = xe ¥ ="+ A(y) (17)
e:
F(x,y) = xe + cos(y) + B(x) (19)
Por inspecdo, resulta que A(y) = cos(y) e B(x) = —x? verificam as equagdes (I7) e (I8).

Portanto, uma fungéo potencial é f(x,y) = xe ¥ + cos(y) — x2. Logo,

/ﬁ-d?:—l—(n+1—n2):n2—n—2
C
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5.3 Propriedades de Campos Conservativos

Nesta secdo apresentamos um dos resultados que caracterizam campos vetoriais conservativos
em termos de integrais ao longo de caminhos fechados (lacos).

7

Teorema 56 (Propriedade do lago). As seguintes afirmagdes sio equivalentes:
(1) Se C é um lago fechado totalmente contido em U, fc F-da7=0

(2) O campo E : U C R® — R3 ¢ conservativo.

Demonstragio. Ad (1) = (2): Queremos mostrar que, para quaisquer dois pontos A,B € U, a
integral de F tem o mesmo valor ao longo de quaisquer dois caminhos C; e C; que unem A a
B.

Invertemos a direcdo em C, para formar um caminho —C; de B a A. Juntos, C; e —C;
formam um laco fechado C, e:

> -Cy
E: F; f :r': i/
/ { ) ' Fi

; /¢ f Gy
L L
A A

ﬁ-d?—/ F d?:/ F d?+/ Fogi= [ F.di=
G G (] —Cy C
Segue, portanto, que:
F.di= | E-dr.
G (@]

Ad (2) = (1): Queremos mostrar que fC E - dF é zero sobre qualquer caminho fechado C
(lago). Escolhemos dois pontos A e B em C e os usamos para “quebrar” C em dois pedagos:
C; de A a B, seguido de Cy, a partir de B de volta a A:
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& | e | |
." "I | .'II
4 4
'I ;G 'I ;G
| /! | ;
, .’1/’ II.-'-\ /i//
A P
Entdo:
j{P-d?z/F-d?Jr F-d?z/ Eodi— [ E-d7=0
C C G, A A

O diagrama a seguir resume os Teoremas B8 e 56:

Teorema BA Teorema

F=Vfem U “EE" F é conservativoem U == fﬁ-d?:O
C

onde C é qualquer lago em U.

5.4 O Teorema de Green

O teorema de Green relaciona uma integral de linha ao longo de uma curva fechada C no
plano Oxy com uma integral dupla sobre a regido limitada por C. Este teorema serd genera-
lizado para curvas e superficies no R3, posteriormente.

Antes de enunciar e provar o teorema de Green, faz-se necessario introduzir as seguintes
definigoes.

Definigdo 57. Uma regido fechada e limitada do plano, D C R? é simples se puder ser descrita
como uma regido de tipo I e de tipo II simultaneamente.

Definicao 58. Dizemos que a fronteira de uma regido limitada D - que denotamos por 0D - estd
orientada positivamente se a regido D fica a esquerda, ao percorrermos D, conforme ilustra a
seguinte figura:
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Teorema 59 (Teorema de Green"). Seja D uma regido fechada e limitada do plano Oxy, cuja
fronteira OD estd orientada positivamente e é parametrizada por uma funcio de classe C' por
partes, de modo que dD seja percorrida apenas uma vez. Se:

F: R*> — IR?
(vy) = (M(xy), N(xy))
¢ um campo de classe C' em um conjunto aberto que contém D - ou seja,

OM/9dx,0M/dy, 0N /9dx e IN /9y sdo fungdes continuas em U, sendo U um aberto que contém

D - entdo:
OoN oM

?George Green, 1793-1841

.

Demonstragido. Vamos considerar D uma regido simples, ou seja, vamos supor que D pode ser
descrita simultaneamente por:

D= {(x,y) e R?[ (2 < x < b)&(p1(x) <y < 2(x))} (19)

D ={(x,y) €ER*| (Y1(y) < x < o(y))&(c <y < d)} (20)

conforme ilusta a figura a seguir:
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Pela linearidade da integral dupla, tem-se:

/I (%_B_M) dxdy://Daa—I;ldxdy—i—//D (—%-f) dxdy

Agora calculamos cada integral dupla do segundo membro utilizando-nos do Teorema de
Fubini. Usando (I9):
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//D ( a;;f) dxdy = / /y 422()) (—aa—Mdy) dx = /ab[ M(x, p1(x)) — M(x, p2(x))]dx =

b
—/ (x, p1(x dx—/ M(x, p2(x))dx = Mdx
a oD

onde a igualdade (*) se deve ao Teorema Fundamental do Célculo aplicado a fun¢do de uma
variavel real g(y) = M(x,y), sendo x considerado aqui como “constante”. De fato, tem-se:

/usz(x) (_G_M) dy = /<P1(x) g (V)dy = g(p1(x)) — g(@2(x)) = M(x, 91(x)) — M(x, ¢2(x))

1(x) $2(x)

Analogamente, usando (1), tem-se:

// ax W = / / o <_dx) dy:/Cd[N(IPz(y),y)—N(y,%(y))]dy:
:/CdN(]/rlpz(}/))dx—/CdN(y,lpl(y))dy: aDNdy

Desta forma, se D é uma regido simultaneamente do tipo I e do tipo II (ou seja, simples),

tem-se:
// (B_N__) dxdyzjg Mdx + Ndy
D

Agora passemos a analisar o caso em que D ndo é simples. Neste caso, decompomos D
como uma reunido finita de regides simples, digamos D = D; U D, U ---U D;, onde cada

regido simples Dy tem fronteira 9Dy de classe C! por partes (k € {1,---,n}), e aplicamos o
Teorema de Green a cada regido Dy, obtendo:
// (BN ) dxdy = Mdx + Ndy
Dy aDk
Consequentemente,

/I, (a—N——>dxdy:
Lo (- (5o

7§ de+Ndy+7§ de+Ndy+-~+7§ Mdx + Ndy
oDy D, oDy
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A fronteira de D é formada por partes das curvas dDy. As partes de dDy que ndo consti-
tuem a fronteira de D atuam como fronteira comum a duas regides simples, conforme ilus-
trado na préxima figura:

y

X

Uma parte, 6, de 0Dy que é fronteira comum a duas regides simples serd percorrida duas
vezes em sentidos opostos. Pela aditividade da integral de linha:

/Jde—FNder/(sterNdy:O

Portanto, enquanto as partes das curvas dD; que formam a fronteira de D contribuem
para ¢,, Mdx 4+ Ndy, as outras partes se cancelam, fornecendo assim:

oN oM

Observacao 60. Precisamos de dois tipos de hipdteses para o Teorema de Green ser vilido.
Primeiro, precisamos de condigdes sobre M e N para assequrar a existéncia das integrais. As
suposicoes usuais sio que M e N, bem como suas derivadas parciais de primeira ordem, sejam
continuas em todos os pontos de alguma regido aberta que contenha 0D e D. Segundo, a curva
dD deve ser simples, fechada e formada por pedagos ao longo dos quais possamos inte-
grar M e N. As hipdteses usuais sdo que 0D seja lisa por partes. A prova que daremos para o
Teorema de Green, contudo, faz suposi¢des sobre a forma de D. Pode-se encontrar provas menos
restritivas em textos mais avancados.

No exemplo a seguir, calcularemos uma integral de linha utilizando o Teorema de Green.
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Exemplo 61. Calcular a integral:

%C xydy — y*dx,
onde C é o quadrado cortado do primeiro quadrante pelas retas x =1,y = 1.

Solugdo: comparando xydy — y?dx com Mdx + Ndy, vemos, de pronto, que M = —° e
N = xy. Como o quadrado, que denotaremos por R, satisfaz as hipoteses do Teorema de
Green (trata-se de uma curva simples, de classe C! por partes), temos:

j{xydy y2dx = // (—2y))dxdy =

Exemplo 62 (Aplicacdo ao Célculo de Areas). Se uma curva fechada simples, C, no plano é
fronteira de uma regido D do plano satisfazendo as hipéteses do Teorema de Green, a drea de D
é dada por:

A.(D) = %%dey — ydx

O motivo é que, pela equagdo acima, lida ao contrdrio:

1 1 1 1
—//Dldydx—//D <§+§) dydx—?iixdy—iydx

Para pensar: utilize o Teorema de Green para mostrar que a drea delimitada pela elipse
de equacéao:

ondea,b >0,ém-a-b.

Teorema 63. Sejam U C R? um aberto simplesmente conexo, F : U C R? — R? um campo
vetorial de classe C1. Se (V x F) = 0, entdo F ¢é conservativo.

Demonstragio. Seja v uma curva qualquer, lisa por partes, simples e fechada de U. Como
U é simplesmente conexo, a regido delimitada por <y estd inteiramente contida em U, que
denotaremos por D. Pelo Teorema de Green aplicado a regido D, temos:

fﬁd?:/ (V x F) - kdxdy = 0
0% D

Por ter a propriedade do lago (Teorema B ), segue que o campo F é conservativo. O
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A conexidade simples é necessdria para que (V x F) = 0 implique F conservativo. Observe
que o campo:

F: R2\{(0,0} — R2

(x,y) = (x2+y2'x2+y2)

ndo é conservativo, uma vez que ndo possui a propriedade do laco. De fato, se C é uma
circunferancia de raio § > 0 centrada na origem:

v: [0,2] — R?
t — (8- cos(t),0-sin(t))

tem-se:

fﬁ-d?zzméo
Y

e, no entanto,

- . X d -y B
(VB =5 (x2+y2) oy (x2+y2> B

B _x2+y2_ - xz_yz _—x2+y2+x2—y2_0
_ ) 2\2 2 2\2 _ (x2 + 2)2 _
(X2 +y?) (x> +y?) y
Temos, assim, um campo vetorial com (V x ﬁ) =0 que ndo € conservativo, ou seja,

(V x F) = 0 # F conservativo. Neste caso, a implicacio ndo vale exatamente porque o
dominio do campo vetorial, R? \ {(0,0)}, ndo é simplesmente conexo (nenhum lago em torno
da origem pode ser deformado em um ponto).

5.5 Uma Interpretacao Vetorial para o Teorema de Green

Seja D C RR? uma regido fechada e limitada cuja fronteira, 9D, é uma curva orientada no
sentido anti-horario. Se dD tem uma parametrizacéo:

v: [a,b] — R?
Eooe (x(), (1)

de classe C!, cujo vetor tangente é ndo-nulo em cada ponto de dD. Podemos denotar os
vetores tangente e normal unitario por:

o Y X Y®
0 = o = (rvor o)
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1= (E8 - )
RZGLRNEZCIVA

respectivamente. Se F= (M, N) é um campo vetorial de classe C! definido num subconjunto

aberto de R? que contém D, entdo a integral de linha de F ao longo de dD pode ser escrita
em termos do vetor T(t) do seguinte modo:

74 Mdx + Ndy = / (H)dt =

YO N it = [t F e Ot § (F T
- [ (Fae ||fy<>||) I/ (Ol = [ Fev(e)- Te) - ')t = § (F-Tyar

Neste caso, o Teorema de Green assume a forma:

//( )d xdy = § (F-T)dr

Este resultado é um caso particular do Teorema de Stokes, que veremos mais tarde.

Agora, usando o vetor normal unitario, 7(t), a integral de linha do campo vetorial G =
(=N, M) ao longo de oD ¢ dada por:

b, b
§ —Ndx+Mdy= [ Clv(t) -/ (Odt = [ (E(x(6)-4(0) - |7/ ()]dt =

= F-n)dr
BD( i)dr

Este resultado é a versdo em duas dimensdes do Teorema de Gauss, que também veremos
posteriormente.

5.6 O Rotacional no Plano como Densidade de Circulagao

Considere um campo vetorial F : U C R? — R?, (x,y) — (M(x,y), N(x,y)). Mostraremos,
a seguir, que o rotacional de F em um ponto (xo, y9) € U é dado pela densidade de circulagio
do campo no ponto, isto é, pela razdo entre a circulagdo de F em uma curva em torno de um
ponto e a drea da regido englobada pela curva.

Mais precisamente, consideremos o ponto Py = (xg,y9) € U. Denote por B[Py, §] um disco

centrado em Py com raio igual a ¢ e seja C;s a fronteira de B[P, d], orientada no sentido anti-
horério.
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Teorema 64. Sejam U C R? um aberto e Py = (xo,y0) € U. Denotando por B[Py, 5] um
disco centrado em Py com raio iqual a & e por Cs a fronteira de B[Py, d|, orientada no sentido

anti-hordrio. Se F : U C R? — R? é um campo vetorial de classe C*, tem-se:
fo Eoar

%E%m = (V x F)(Py)

Demonstragdo. (esboco) Pelo Teorema de Green,

?-d*:// V x E)dxd
CJ ! B[P0/5]( . )xy

Sendo 4 pequeno, temos:

//B[PM(V x FYdxdy ~ (V x F)(P) - A. (B[Py, 8])

e portanto:
B $o F-d7
F)(P) ~ 2
VD= 5 G, o))
sendo a aproximacgdo tanto melhor quanto menor for §. Desta forma,
F.dr B
lim e B (V x F)(Py)

550 A. (B[P, d])
[l

A interpretacdo fisica acima nos permite calcular o rotacional mesmo em alguns pontos
onde a férmula (V X F) ndo pode ser usada.

Exemplo 65. Considere:

F: R2\{(0,0} — R2
y X
X, — - s
Y ( x2+y? x2+y2>
Este campo corresponde, a menos de algumas constantes, ao campo magnético gerado por uma
JdN IM

corrente elétrica percorrendo o eixo z no sentido positivo. Calculando 5 — e verificamos que o rota-

cional de F em qualquer ponto diferente de (0,0) é 0. Para calcular o rotacional na origem, utilizamos
a férmula descrita acima. Um cdlculo direto nos fornece:

?{ E.-dFi=2n
Cs
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F.dr = /0 F(6-cos(t),6-sin(t)) - (=6 -sin(t),d - cos(t))dt =

Cs
2n 0 -sin(t) 0 - cos(t) > _
= — , (=06 -sin(t),d - cos(t))dt =
/0 ( 62 - cos2(t) + 02 - sin®(t)” 62 - cos?(t) + 62 - sin®(t) ( ®) 1)
277 K2 .l 2 2 . 2 27T
:/ 0% - sin“(t) 4 6= - cos (t)dt: g — o
0 52 0
onde B[(0,0), 8] é o circulo de raio 6 centrado na origem, orientado no sentido anti-hordrio. Logo:
= . fc F-dr
Exemplo 66. Considere:
F: R2\{(0,0)} — IR?
x Yy
= (Erpes)

JIN oM
Calculando oy

Para calcular o rotacional de F na origem, observamos que:

?{ﬁ-cﬁ
Cs

onde Cs é a circunferéncia de raio & centrada na origem. Logo,

, verificamos que o rotacional de F em qualquer ponto diferente de (0,0) é 0.

. F.dr
(V x F)(0,0) = lim Yo, b7

=0
60 TT- 02

6 Teorema de Green para Regides Delimitadas por Mais de
uma Curva

No caso da regido D do plano ter como fronteira mais do que uma curva fechada, o Teorema
de Green pode ser formulado como segue:

Teorema 67. Suponhamos que a regido D seja limitada por n + 1 curvas fechadas simples,
Co,Cy,- -+ ,Cy, de modo que Cy, - - -, Cy, estejam contidas na regido delimitada por Cy. Se todas
as curovas estio orientadas no sentido anti-hordrio, entdo:

n
V x B)dxd :7{ B.gr— fﬁ-d*
//D( X F)dxdy A 7 i:Z1Ci 7
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Demonstragio. (esboco) Para simplificar o argumento, demonstraremos este teorema no caso
em que a fronteira de D é constituida por duas curvas, Cy e C;, sendo que C; estd contida
na regido limitada por Cp. Seja L uma curva qualquer ligando Cy e C;. Denotemos por L,
a curva L orientada de Cyp a C; e por L_ a curva L orientada de C; a Cyp. Entdo a curva C,
obtida pela justaposi¢do de Cy, L, C; e L é uma curva fechada cujo interior é D \ L. Segue
do Teorema de Green que:

ﬁf-d?: //R\{L}(v x E)daxdy

Co
Como L é uma curva, temos:
V x F) - fdxd :// V x F) - fdxd
S (7 % Fy-dxdy = [ (9 F) - dxdy
Pela aditividade da integral, tem-se:
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JFar=§ Foare § Feoaif Foare g Foar
C Co Ly Ci L.
Como ¢, F.-d7f = — ¢ F-d7, concluimos que:

=

//(Vxﬁ)-ﬁdxdy: ﬁ-d?-y( E.d7
D Co G
Exemplo 68. Calcular a integral de linha do campo vetorial:

F: R2\{(0,0} — R?

w o (Fe e )

2 2 . . . ..
ao longo da curva C de equagdo % + % = 1, orientada no sentido anti-hordrio.

Solugdo: Como o campo vetorial F ndo estd definido em (x,y) = (0,0), o Teorema de
Green nio se aplica a regido limitada por C, e a integral de linha de F ao longo de C também
ndo é simples de ser calculada diretamente. No entanto, podemos aplicar o Teorema de
Green a regido D limitada pela curva C e pela circunferéncia v de raio 1 centrada na origem,
parametrizada por:

v: [0,2] — R?
t —  (cos(t),sin(t))

<

(oY
N
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ON x4y oM L =x2 4y
come 5 () = Gy TR0 gy Y T G

/ Mdx + Ndy = // 2dxdy = 2 x 4rea (D) = 107
Cvy~ D

o0 Teorema de Green nos da:

Logo,

j{de+Ndy _ 10n+7§de+Ndy
C Y

Esta dltima integral é calculada diretamente, como segue:

/de+Ndy — /Zﬂ[(—sin(t))(—sin(t)) + (cos(t) + 2cos(t)) - cos(t)|dt =
01 0
sin(zt)r" .

:/02”(1—1—2c082(t))dt: {2t+ >

0
Assim,

f Mdx + Ndy = 107 + 47t = 147
C

Resumimos os resultados sobre campos conservativos abaixo:

Sejam U C R” (n € {2,3}) um aberto e F : U — R? um campo vetorial de classe
C(U, R?). Entao:

e Existe f : U C R" — R tal que F = Vf <= F é conservativo em U;

e F é conservativo em U <= para todo laco y (curva fechada e simples) tem-se
§ F-dr,
7

e para todo lago y (curva fechada e simples) tem-se fy F-di=VxF=0

e (V x F)=0e U ésimplesmente conexo = F é conservativo;

7 Campos Vetoriais Conservativos no Plano
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