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Apresentacao

Na secdo M destas notas vamos expor duas interpretagdes vetoriais para o Teorema de
Green no plano, visto na aula anterior. Veremos que é possivel calcular a integral de linha
de um campo vetorial F = Mi + Nj ao longo de qualquer curva fechada C de classe C! por

partes por meio da integral dupla da grandeza %_1;1 - aa_AyA no interior da regido delimitada por

C. Também veremos que é possivel calcular o fluxo de um campo vetorial através de uma
curva fechada C por meio da integral dupla da grandeza BBA;I + %—I;].

Definimos e interpretamos geometricamente o que é o divergente de um campo vetorial, e
usamos esta ferramenta matemaética para dar uma interpretagdo informal das duas primeiras
leis de Maxwell. Como aplicacdo do Teorema de Green em sua forma normal, apresentamos
um importante resultado da dindmica de fluidos, o Critério de Bendixson, que poderd ser
atil nas mais diversas engenharias.

Introduziremos, na se¢do B ,0 conceito de “superficie parametrizada” e veremos como
parametrizar graficos de fungdes continuas e de classe C¥, bem como superficies de revolu-
¢do. Definiremos o que entendemos por superficie parametrizada regular, bem como “vetor
tangente” e “vetor normal” a uma tal superficie parametrizada em um ponto, sempre que
possivel.

Na Secao B definimos a drea de uma superficie parametrizada e apresentamos diversos
exemplos. Na Secdo B, subsecdo b1 passamos a abordar as “integrais de superficie de fun-
¢Oes escalares”, e na subecdo bh.2, as integrais de superficie de func¢des vetoriais.

Munidos da defini¢do de vetor normal, introduzimos na se¢ido @ o conceito de “orientabi-
lidade” de uma superficie parametrizada — e damos um exemplo de superficie ndo orientavel.
Na secdo B, subsecao B recordamos o que entendemos pelo rotacional de um campo vetorial,
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enunciamos e demonstramos o Teorema de Stokes, com o auxilio do qual calculamos diver-
sas integrais de linha que, de outro modo, seriam muito dificeis (ou até mesmo impossiveis)
de se calcular.

Apresentamos, na seg¢ao B uma coletanea de resultados acerca de campos vetoriais em RR3,
no que diz respeito a sua conservatividade e outras caracteristicas mais, com o auxilio do
Teorema de Stokes. Na sec¢do [ apresentamos uma interpretacdo para o rotacional de um
campo vetorial em termos de circulacdo maxima de um campo vetorial em um ponto.

Finalizamos, na sec¢do M3, apresentando o Teorema da Divergéncia, que relaciona a inte-
gral tripla do divergente de um campo vetorial suficientemente bem comportado com o fluxo
deste campo pela superficie que constitui a fronteira do sélido.

1 Densidade de Fluxo em Um Ponto: Divergente

Para interpretar o Teorema de Green de forma fisica, introduziremos um novo conceito:
o de densidade de fluxo de um campo vetorial em um ponto, o que denominaremos por di-
vergente do campo naquele ponto. N6s o obteremos no contexto apresentado a seguir.

Suponhamos que F(x,y) = M(x,y)i 4+ N(x,y)] seja o campo vetorial das velocidades de
escoamento de um fluido no plano e que as derivadas parciais de primeira ordem de M e N
sejam continuas em cada ponto de uma regido R C R%. Sejam (x,y) € R e A um pequeno
retangulo que tem (x,y) como vértice que, juntamente com seu interior, esteja inteiramente
contido em R. Suponhamos, ainda, que os lados do retangulo, paralelos aos eixos coorde-
nados, tenham comprimentos Ax e Ay. A taxa a qual o fluido deixa o retangulo através da
aresta inferior é aproximadamente:

F(x,y) - (=1)Ax = (M(x,y), N(x,)) - (0, ~Ax) = =N(x,y)Ax

(x, _‘r:— Ay) Ax @+ Ax,y+ Ay)
Ay Ay
A
® &
(x,y) Ax (x + Ax, y)



Essa é a componente escalar da velocidade em (x,y) na dire¢do do vetor normal exterior
ao retangulo vezes o comprimento do segmento. Se a velocidade estiver em metros por se-
gundo, por exemplo, a taxa de saida serd em metros por segundo vezes metros ou metros
quadrados por segundo. As taxas as quais o fluido atravessa os outros trés lados nas dire¢des
de suas normais exteriores podem ser estimadas de maneira andloga. Assim, temos:

Taxas de Saida:

Topo: F(x,y + Ay) - jJAx = N(x,y + Ay)Ax;
Fundo: F(x,y) - (—))Ax = —N(x,y)Ax;

Direita: F(x + Ax,y) - 1Ay = M(x + Ax, y)Ay;

Esquerda: F(x,y) - (—1)Ay = —M(x,y)Ay
Combinando pares opostos, temos:
oN
Topo e fundo: [N(x,y + Ay) — N(x,y)]Ax ~ @Ay Ax;
. oM
Direita e esquerda: [M(x + Ax,y) — M(x,y)|Ay = WAx Ay.

Somando ambos os lados dessas duas equagdes, temos:

d d
Fluxo através de uma fronteira retangular ~ (% + %) AxAy.
Agora dividimos por AxAy, para estimar o fluxo total por unidade de éarea, ou seja, a

densidade de fluxo para o retangulo:

Fluxo através da fronteira retangular ~ (8M n oN )
ox 9y
Por fim, fazemos Ax e Ay se aproximarem de zero para definir o que chamamos de densi-
dade de fluxo de F no ponto (x,y).

area do retangulo

Definicdo 1. Sejam U C R? ¢ F = Mi+ Nj um campo vetorial de classe C*(U,RR?). O
divergente de F em (x,y), denotado por div F ou por V - E, é:

1)




Intuitivamente, se estiver escoando dgua para uma regido através de um furo pequeno
no ponto (xo,Yo), as linhas de escoamento divergirdo dali, e como a dgua escoa para fora de
um retangulo pequeno com vértice em (xg, yg), o divergente de F em (xo, Yp) sera positivo, e
teremos o que chamamos de “brotadouro” ou “fonte” do campo vetorial. Se, no entanto, a
agua estiver sendo drenada por um furo em (xo, o), o divergente serd negativo, e teremos o
que chamamos de “sumidouro” do campo em (xo, yo).

Exemplo 2. Encontrar o divergente de F(x,y) = (x> — y)i + (xy — y?)].
Solug¢do: Usamos a férmula ():

.= oM oON 9 , d N L
leF_W—i_@_ax(x y)—i—ay(xy y°)=2x+x—2y=3x—2y

1.1 Uma Interpretacao Vetorial para o Teorema de Green

Seja D C RR? uma regido fechada e limitada do plano cuja fronteira, D, é uma curva
orientada no sentido anti-horario. Se dD é parametrizada por uma funcao:

v: [a,b] — IR?
to= (x(t), ()

de classe C!, cujo vetor tangente é ndo-nulo em cada ponto de dD, podemos denotar os vetores
tangente e normal unitério por:

Lo 7' (1) B x'(t) y'(t)
0 = prer = (e )

respectivamente.



\ JaD /

Se F = (M, N) é um campo vetorial de classe C 1 definido num subconjunto, U, aberto de
R? que contém D, entdo a integral de linha de F ao longo de dD pode ser escrita em termos
do vetor T(t) do seguinte modo:

74 Mdx + Ndy = / (H)dt =

YO N it = [ ot F e ot (F T
- [ (Fae ||fy<)||> I/ (Ol = [ Fev(e)- T©) -/ e)lae = § (- Tyar

Neste caso, o Teorema de Green assume a forma:

// (a—N - —) dxdy = § (F-T)ar

Este resultado é também conhecido como “forma tangencial do Teorema de Green”, e é
um caso particular do Teorema de Stokes, que veremos mais tarde.

Agora, usando o vetor normal unitario, 71(t), a integral de linha do campo vetorial G =
(=N, M) ao longo de 0D é dada por:

b b
§ —Ndx+Mdy= [ Clv(t) -7/ (Ot = [ (E(x(6)-4(0) - |7/ ()]dt =
:f (E-7)d7
oD

Aplicando o Teorema de Green ao campo G = (—N, M), obtemos:

JiA (a—M + —) dxdy = (F-mar



que pode ser escrito em termos do divergente do campo F como:

//D V- F(x,y)dxdy = ng(ﬁ - f)dr ()

Este resultado é também conhecido como a “forma normal do Teorema de Green”, e é a
versdo em duas dimensdes do Teorema de Gauss, que também veremos posteriormente.

Brotadouro

div F (Xp.¥p) = 0

Sumidouro

div F {.‘-'.-['J‘ _"-'.:]]' = ()

Com a teoria desenvolvida até aqui, podemos interpretar as duas primeiras leis de Maxwell
no plano, que regem o Eletromagnetismo.

A primeira destas leis é a Lei de Gauss (no plano):

divE=V.E= L

€0
onde E é um campo elétrico no plano causado por uma distribuicio de cargas cuja densidade
é p ( medida em coulombs por metro ctibico) e ¢ é a constante de permissividade do vacuo
- uma constante universal - medida em farads por metro. Coloquialmente, esta lei nos diz
que a densidade de fluxo de um campo elétrico gerado por uma distribui¢do plana de cargas
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através de qualquer retangulo (na verdade, de qualquer curva simples fechada de classe C!
por partes) que contenha estas cargas é constante e igual a p/ey.

A segunda das leis de Maxwell é a Lei de Gauss para o Magnetismo:

divB=V-B=0
onde B é um campo magnético no plano. O fato de o divergente de qualquer campo magnético
ser zero pode ser interpretado como a inexisténcia de um “monopolo magnético”, ou seja, de

um ima de um tnico polo. Néo existe, portanto, nem brotadouro sem sumidouro nem vice-
versa quando se trata de magnetismo.

2 Aplicacao a Dinamica dos Fluidos: Critério de Bendixson

Uma aplicacdo interessante do Teorema de Green a Mecénica de Fluidos é o Critério de
Bendixson.

As linhas de fluxo de um escoamento laminar de um fluido no plano sdo as curvas lisas
tracadas pelas particulas individuais do fluido. Os vetores F(x,y) = M(x,y)i+ N(x,y)j do
campo de velocidades do escoamento sdo os vetores tangentes das linhas de fluxo.

O critério de Bendixson nos diz que, se o escoamento ocorre em uma regido plana R sim-
plesmente conexa (ou seja, sem “furos” ou “buracos”) e div F(x,y) = V - F(x,y) # 0 para
todo (x,y) € R, entdo nenhuma das linhas de fluxo em R serd fechada. Em outras palavras,
nenhuma particula percorrerd uma trajetéria fechada (ciclo) em R.

Vejamos o porqué, raciocinando por reducdo ao absurdo: se, mantidas as hipdteses, su-
pusermos que o escoamento tem alguma linha de fluxo fechada entdo concluiremos uma
contradigao.

Suponha, por absurdo, que C C R seja uma curva lisa fechada que é linha de fluxo de
alguma particula do fluido, comec¢ando e terminando, portanto, em um mesmo ponto. Como

a linha de fluxo C é fechada, o fluxo do campo F através desta curva é zero (as particulas da
parte interna, D, delimitada pela curva C ndo saem e as particulas da parte externa da curva,
R\ (D UC) ndo entram), de modo que pela forma normal do Teorema de Green, vale:

// (V- F)dxdy = // (a—M+—)dd ‘“)?f (F-n)ds =0

Chegamos a uma contradigdo: como dM/dx e dN/dy sdo fungdes continuas tais que
(x y) + ay Ny y) # 0 para todo (x,y) € R - e em particular, em D, tem-se ou bem



(Y(x,y) € D)(V-E(x,y) > 0) ou bem (¥(x,y) € D)(V-F(x,y) < 0). No primeiro caso,
temos:

//D(v-ﬁ)dxdy >0

e no segundo caso, temos:

//D(v-ﬁ)dxdy <0

nenhum dos quais é consistente com a 7{ (F-n)d7 = 0 (a conexdo entre a integral dupla e
C

a de linha do fluxo é estabelecida pela forma normal do Teorema de Green, aplicédvel neste
contexto devido a propriedade de ser R simplesmente conexa). O absurdo vem de supormos
a existéncia de uma trajetéria fechada neste escoamento.

Considera¢des sobre Campos Irrotacionais

Para finalizarmos a discussdo sobre a cinematica dos fluidos, consideremos um campo de
velocidades irrotacional, ou seja, cuja componente k do rotacional é zero. Imaginamos uma
pequena rolha redonda flutuando neste fluido, com um par de eixos ortogonais desenhados
em cima dela. O fluido exerce forcas sobre a borda da rolha, que podemos supor proporci-
onais a velocidade. Como a velocidade angular local desse fluido é zero em torno de cada
ponto, o torque exercido pelo fluido sobre a rolha é zero. Assim veremos os eixos sobre a
rolha sempre apontando para as mesmas direcdes.

Assim, se considerarmos o campo de velocidades em regime estaciondrio (ndo variando
com o tempo), de um fluido viscoso submetido ao efeito de um eixo vertical cilindrico de raio
r > 0, rodando em sentido anti-horario, cuja expressdo é proporcional a:

- x

F(x,y) = — LA 7
vemos que globalmente, cada particula percorre uma circunferéncia centrada no eixo Oz, mas,
como a componente k do rotacional deste campo é zero, uma rolha bem pequena colocada
no fluido com eixos desenhados em cima sempre os manterd apontando para as mesmas
dire¢des. Ou seja, o rotacional é uma medida local, e ndo global de rotagdo de um campo.

3 Superficies Parametrizadas

Até agora estudamos integrais de fungdes escalares e vetoriais ao longo de curvas. De
agora em diante veremos as integrais dessas fungdes sobre superficies.



J4 vimos anteriormente duas maneiras de se descrever uma superficie em IR® por férmulas
matemadticas. Uma delas é a representacdo implicita, na qual descrevemos uma superficie
como sendo o conjunto dos pontos (x,y,z) € R> que satisfazem a uma equagéo da forma:

F(x,y,z) =0

ou seja, a superficie é o conjunto:

S={(x,y,z) € R®| F(x,y,z) =0} C R

Sob certas condigdes é possivel — pelo menos localmente — expressar uma das varidveis
da equacdo F(x,y,z) = 0 em termos das outras duas (por exemplo, pelo Teorema da Fungio
Implicita, de F € C 1 for tal que oF /9z(xg,y0,20) # 0, entdo existe uma bola aberta centrada
em (Xo, Yo, 20) restrita a qual a superficie é o grafico de uma funcéo z = f(x,y)). Quando isto
é possivel globalmente, obtemos uma representacdo explicita da superficie dada por uma ou
mais equagdes da forma z = f(x,y). Como exemplo, considere a esfera de raio 1 centrada na
origem, que tem representagdo implicita:

x2—|—y2+22—1=0

Quando a equacgdo acima é resolvida para z em termos de x e y, obtemos duas solugdes:

z=14/1—x%2—>2
z=—4/1—x%2—>

A primeira destas equagdes da uma representacdo explicita do hemisfério superior da es-
fera, enquanto que a segunda fornece uma representacdo explicita do hemisfério inferior.

O terceiro modo de se descrever uma superficie - talvez o mais ttil no estudo das integrais
de superficie - é a representacdo paramétrica, onde as coordenadas x,y e z dos pontos da su-
perficie sdo expressas em termos de dois parametros. Estudaremos este tipo de representacdo
na sequeéncia.

3.1 Parametrizacao de superficies

O conceito de superficie parametrizada sera introduzido de modo analogo ao de curvas.
Consideraremos o sistema de coordenadas cartesianas com os eixos coordenados Ox, Oy e Oz
em R? e consideramos uma funcio:

p: DCR?> — R3
(u,v) — (x(u,0),y(u,v),z(u,v))



onde D C IR? é um subconjunto de IR?. Para cada ponto (u,v) € U, ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,0))
determina um ponto no espago R®. Denotamos por S o subconjunto de R? formado pelos
pontos ¢(u,v), ou seja:

S={¢(u,v) €R®| (u,0) € U} = ¢[D] C R®

A fim de que possamos aplicar as técnicas do Célculo ao estudo de superficies, vamos exi-
gir a diferenciabilidade (respectivamente, a propriedade de ser de classe C'(D,R?)) da fungdo
@. Deixamos mais claro o que queremos dizer com isto na seguinte:

7

Definicio 3. Consideremos wuma fungio ¢ : D C R®> — R (w0) ~
(x(u,0),y(u,v),z(u,v)). Dizemos que ¢ é diferencidvel se x,y,z : U C R?> — R forem
todas diferencidveis; Dizemos que 1 é de classe C1(D,R%) se x,y,z : U C R? — R forem todas
fungoes de classe C' (D, R).

Estamos agora em condi¢des de dar uma defini¢do formal de superficie parametrizada.

Defini¢ao 4. Uma superficie parametrizada consiste de um par, (S, ¢ : D C R? — S), onde
SCR? DCR?*eq:D — S éuma fungio diferencidvel (resp. de classe C') tal que:

S = ¢[D] = {p(u,v) € R’ | (u,v) € D}

Denotaremos a superficie parametrizada abreviadamente por (S, @) ou mesmo por S, quando nio
houver risco de confusdo.
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Representacdo pictdrica de uma superficie parametrizada

€)

Defini¢do 5. Uma superficie parametrizada (S, ¢ : D — S) é diferencidvel (respectivamente,
de classe C1,- - - ,C¥) se ¢ : D — R for diferencidvel (resp., de classe C',- - - ,CF).

Defini¢do 6. Uma superficie parametrizada (S, : D — S) diferencidvel é regular em
(x0,Y0,20) = @(uo, vo) se as colunas da matriz:

ox
_M (u()/ UO)

Y

3

5 (MOI UO)

ox
_U (uOI UO)

]@(”0/00) = (uo, Z)Q)

3

% (uOI UO)

(uo,00)

forem linearmente independentes.

Quando uma superficie parametrizada é reqular em todos os seus pontos, dizemos que se trata de
uma superficie parametrizada regular.

Exemplo 7. Considere o hemisfério superior da esfera unitdria centrada na origem:

H2 = {(x,y,2) € R® | (x> + y* + 2% = 1)&(z > 0)}
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A fim de descrever H? como uma superficie parametrizada, tomamos:

D={(x,y) e R? | ®+1> <1}

Assim, tem-se:

e para qualquer (ug,vg) € Int (D) = D, tem-se:

0 0
g—z(uo,vo) g—z(uolvo) 1 0
0 1
Jo(ug, vo) = —Z(uo,vo) 2 (up,00) | =

30 o Z00] _ (40
/ 2 2 / )
—(uo, vo) £(uo, o) 1 —ug -7 1 —ug—vg

cujas colunas sio, evidentemente, linearmente independentes.

Desta forma, (H2, ¢) é uma superficie parametrizada reqular de classe C'.

Vamos justificar que a condi¢do dada anteriormente garante que a superficie admite plano
tangente no ponto ¢(ug, vg) = (x(uo, vo),y (1o, v0),z(1t9, v0)).

Definigdo 8. Se ¢ : U C R?> — RR3 é a parametrizacio diferencidvel (ou de classe C1) de uma
superficie S dada, entdo fixado um ponto (19, vo) € int (D), obtemos as curvas:

Puy: Juo—6,ug+6[ — RS
v = @(up,v)

Poo: Juo—6,00+8 - R
u = ¢(u,v)

onde 6 > 0 é suficientemente pequeno para que Jug — 6, ug + 6[x|vg — 6,v9 + 6[C D.
As curvas ¢y, e ¢y, sdo chamadas curvas coordenadas de ¢ em (x(uo, vo),y(uo, vo)) € S.

Ainda no contexto da definicdo acima, se o vetor:
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0 (Bx 0 0z

_u(uO/UO) - 5(”0/’00)/ %(uOIUO)/ @(”0/00)>

d
for ndo-nulo, entdo g—i’(uo, vp) € um vetor tangente a curva ¢,, no ponto ¢(u,vp). Analoga-
mente, se o0 vetor:

d ox d 0z
a—(g(“oz Uo) = (@(”0,00), %(uo, Uo), %(uo, Uo))

for ndo-nulo, entdao 3—(5

~—~

up, vp) € um vetor tangente a curva ¢,, no ponto ¢(o, ).

A

(Y

00t -

Note agora que, ao exigirmos que as colunas de J¢(u, vg) sejam linearmente independen-

tes, estamos garantindo, na verdade, que os vetores g—f(uo, Vo) € %’j(uo, vp) sdo linearmente
independentes, de modo que o produto vetorial:

. d 0
N (up,vo) = %(uolvo) X %(uo, Vo)

é ndo-nulo e perpendicular, simultaneamente, a cada um de seus “fatores”. Desta forma,
N (up,vg) é um vetor normal a superficie S = ¢[D] no ponto ¢(u, vo).

Assim, quando J¢(up, vg) tem colunas linearmente independentes, o vetor N (1, vy) é ndo-

nulo e normal ao plano gerado pelos vetores g—i(uo, Vo) e 3—2‘: (19, v9) — que definiremos como
o plano tangente a S em ¢(u, vp).
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Defini¢do 9. Seja (S, ¢ : D — S) uma superficie parametrizada. Supondo que pt J¢(up,vo) #
0 e fixando ¢(ug,v9) = (x0,Y0,20) € S, 0 plano tangente a S em (xo,Yo,20) é 0
plano gerado pelos vetores g—Z(uo,vo) = (g—;(uo,vo),g—z(uo, v0), & (uo, vo)> e 3—(5(%, vg) =

(gi(uo, v0), SZ(uo,vo), gg(uo, vo)>, contendo o ponto (xo,Yyo,z0). Desta forma, o plano tan-

gentea S em (xg,Yo,zo) € 0 plano de equagio:

N (g, v0) - (x — X0,y — Yo,z — z9) =0

ou:
0 0z 0z 0
(5200, 0) - 50, 0) = 5 o 0) - 32 00) ) - (= 30)+
0z 0x ox 0z
(5o 0, 0) - 1 (0, 0) = 5 (o, 0) - 520 0) ) - (v = o)+
ox 0 0 ox
+ (5(%, vo) - a—Z(uo, vo) — %(uo, vo) - %(uo,vo)) (z2—29) =0

No Exemplo Z, dado um ponto (ug,v9) € D = {(u,v) € R? | u> +v*> < 1}, o plano

tangente a ]I—Ii no ponto ¢(ug, vg) = (1o, vy, /1 — u3 — v3) é o plano de equagao:

@/1—u0—vo ,/1—u0—v%

Concretamente, no ponto (%, %, 1-— 411 — }1) = (%, 1, \/T§> temos o plano:

g.(x_;)+§.(y_;)+(z_g):o

No ponto (0,0,1) temos o plano tangente:

(x — up) —v9) + (z 1-u—03) =0

NI

0-(x—0)+0-(y—0)+1-(z—1)=0

z=1
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Plano tangente ao hemisfério superior no ponto (0,0, 1) 4)

Plano tangente ao hemisfério superior no ponto (1/2,1/2,v2/2) )

Em seguida abordaremos algumas classes de superficies que podem se expressar como
superficies parametrizadas.



3.2 Superficies de Revolucao

Considere a superficie S, obtida girando-se uma curva C no plano Oxz em torno do eixo
Oz. Se C tem equacgOes paramétricas:

{x = x(t),t € [a,b),

z=2z(t),t € [a,b]
onde (Vt € [a,b])(x(t) > 0).

A superficie de revolugdo S assim gerada tem uma representagdo paramétrica (S, ¢ : D —
S),onde D = [0,27] X [a,]] e:

@: [0,27] x [a,b] — R3
(0,1) — (x(f) cos(0), x(t) sin(6), z(t))

Os parametros t e 6 podem ser interpretados do seguinte modo: se P = (x,y,z) € S,
entdo P pertence a alguma circunferéncia de centro no eixo Oz e raio igual a x(t) para algum
t, a < t < b, cuja distdncia ao plano Oxy é z(t). O pardmetro 6 representa o angulo das
coordenadas polares da projecdo de P no plano Oxy, conforme ilustrado a seguir:

z

X

Exemplo 10. Consideremos o toro, obtido pela revolugdo da circunferéncia de equagdo:

(x—1)2+(z—1)2:31

em torno do eixo Oz. Primeiramente parametrizamos a curva do plano Oxz:

x(t) =1+ Lcos(t), t € [0,27]
z(t) = 1+ §sin(t),t € [0,27]
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A superficie de revolugio obtida ao girar esta curva em torno do eixo Oz pode ser parametrizada
por:

¢: [0,27] x [0,271] — R3
6,1) — ((1 + L cos(t)) cos(6), (1 + 3 cos(t)) sin(6), 1 + %sin(t))

Exemplo 11. Determinemos uma representagdo paramétrica do toro obtido girando em torno do eixo
Oz o circulo do plano Oxy com centro em (b,0,0) e raio a < b. [Sugestdo: tome como pardmetros os
angulos 6 e « mostrados na figura.]
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(2.9, 2)

Solucdo: Vemos que a se trata de uma superficie de revolucdo obtida da rotacdo da cir-
cunferéncia de centro em (b,0) e raio a4 no plano Oyz, como ilustra a figura:
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A circunferéncia pode ser representada parametricamente por:

y(a) =b+a-cos(a),a € [0,27],
z(a) = a-sin(a),a € [0,271]

Assim, como se trata de uma superficie de revolugdo, este toro pode ser parametrizado
por:

¢: [0,27] x [0,271] — R3
(a,6) — ((b+a-cos(a))-cos(f),(b+a-cos(a))-sin(f),a - sin(«))

ou seja, para cada («,0) € [0,27] x [0,27] tem-se:

¢(a,0) = (b-cos(0) +a-cos(a)-cos(f),b-sin(0)+a-cos(a)-sin(f),a - sin(a))

Exemplo 12. Considere a superficie S do cone z = f(x,y) = /x> + y?. Esta superficie pode ser
representada parametricamente por:

p: R> — IR®
(u,v) — (4,0, Vu?2+02)
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VQ

De modo que (S, ¢ : R?> — S) é uma superficie parametrizada - que nio é derivivel em (0,0,0).
Note que S nédo é regular em (0,0,0), pois a fungio coordenada z de ¢, a saber z(u,v) = \/x* + y?,
ndo possui derivadas parciais em (0,0). Note que, em qualquer ponto da superficie S diferente de
(0,0,0) existe plano tangente.

Parametrizemos S usando, agora, o fato de que se trata de uma superficie de revolugio, obtida ao
girar a semirreta z = x,x > 0, descrita por:

em torno do eixo Oz. Temos:

¢ [0,271] x [0,00] — R3
(0,1) —  (t-cos(f),t-sin(0),t)

Note que (S, : [0,27] x [0, 00[— S) tampouco é regular em (0,0,0). De fato, o produto vetorial:
3 3 i ik
W i0,6)x 2L(0,¢) = det | —tsin(6) tcos(8) 0 | = (tcos(8), tsin(8), —t)
20 ot .
cos(f) sin(f) 1
é nulo em (0,0), apesar de as funcdes x = x(0,t),y = y(0,t) e z = z(0, t) serem de classe C'.
Note que, no contexto do exemplo anterior:

e (S, ») ndo é uma superficie parametrizada de classe C;

e (S, ) é uma superficie parametrizada de classe C';
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e a superficie parametrizada (S, ¢) ndo é regular, pois admite um ponto (a saber, (0,0,0))
no qual o vetor normal ndo estd sequer definido;

e (S,9) é uma superficie parametrizada nao-regular, pois admite um ponto (a saber,
(0,0,0)) no qual o vetor normal é nulo;

Observagdes acerca de Superficies

Algumas observag¢des importantissimas para considerar:

e H4 que se distinguir entre o conjunto S C R? e a superficie parametrizada (S, ¢ : D C
R? — S). Uma superficie parametrizade consiste em um par, a saber, um conjunto e uma
funcdo satisfazendo certas condic¢des (diferenciabilidade etc.), enquanto que S ndo é mais do
que uma colecdo de pontos sem nenhuma “estrutura”;

e Um mesmo conjunto S pode corresponder a duas superficies parametrizadas diferentes,
como é o caso do Exemplo 9. Neste, a superficie parametrizada (S, ¢) ndo é derivavel, mas a
superficie (S, ) é mesmo de classe C! - note, portanto, que a parametrizagéo é, pelo menos,
“metade” da informagdo quando se trata de superficie parametrizada;

e A regularidade de uma superficie parametrizada (S, ¢) pode ser verificada testando se
cada ponto de S admite um plano tangente (equivalentemente, um vetor normal ndo-nulo);

e No caso do conjunto S - o cone - dado no Exemplo 9, vimos que nenhuma das estruturas
de superficie parametrizada, nem (S, ¢) nem (S, ¢), torna (0,0,0) um ponto com vetor normal
ndo nulo. E um fato que, se um conjunto S C IR® admite pontos onde nao se define plano
tangente, entdo nao existe nenhuma parametrizagio o : B C R*> — S que torne a superficie
parametrizada “regular”.

4 Graficos de Func¢des qua Superficies

Uma outra classe de superficies que podem ser parametrizadas de modo bem simples é a
dos gréficos de fungdes de duas varidveis reais a valores reais. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 13. Seja:

f: DCR?* — R
(vy) = z=f(xy)
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vz = f(x,y)

Uma superficie que é grdfico de uma fungdo com dominio retangular

uma funcdo diferencidvel (de classe C' etc.)
O conjunto:

S = Graf(f) = {(x,v, f(x,y)) € R®| (x,y) € D}

pode se tornar uma superficie parametrizada utilizando-se a parametrizagio:

¢: DCR* — R3
(w,0) = (u,0, f(u,0))

ou seja, x(u,v) = u,y(u,v) =vez(uov) = f(uno).

De agora em diante, a menos que expresso em contrario, consideraremos apenas superfi-
cies parametrizadas (S, ¢ : D C R? — S) tais que:

(i) D C R? é fechado e limitado (ou seja, compacto);
(ii) ¢ : D — S é injetora, exceto, possivelmente, na fronteira de D, ou seja:
¢ It (p): It (D) — S
¢ injetora;

(iii) A superficie parametrizada (S,¢ : D — S) é regular, exceto num numero finito de
pontos.
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5 Area de uma Superficie Parametrizada

Nesta se¢do apresentamos e deduzimos uma férmula que nos permitird calcular a drea de
uma superficie parametrizada (S, ¢).

Definicdo 14. Seja (S, ¢ : D C R?> — S) uma superficie parametrizada. A drea de S é:

’ B 0¢ ¢
Area (S) = //D E(u,v) X %(u,v) dudv (6)
d¢ J¢ ; J¢ d
onde a(u,v) X %(u,v) é a norma do vetor g(u,v) X %(u,v).

Se S é decomposta como unido finita de superficies S;, sua drea é a soma das dreas das S;.
Quando S é definida explicitamente pela equacéo:

z=f(x,y),f:DCR* =R

S pode ser parametrizada por:

¢: DCR> — R3
(xy) = (vy flxy)

1 g | - G

Logo, a férmula (B) é escrita na forma:

Area (S) = //D \/<%(x,y)>2 + (%(x,y))2 + 1dxdy 7)

Podemos justificar a Defini¢ao T4 analisando a integral:

I

em termos de somas de Riemann.

de modo que:

o9 o9
$(u,v) X %(u,v) dudv

Por simplicidade, suponhamos que D é um retangulo. Consideremos uma partigdo regular
deordemndeD, e 'se'ja R;jj 0 ij—ésimo retangulo da particdo com vértices (u;, v;), (4i11,9;), (Ui, vj11)
e (ui+1,vj+1), comi,je{0,---,n—1}.
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Os vetores g—(g(ui, vj)Au e %(ui,vj)Av sdo tangentes a superficie S em ¢@(u;,v;), onde
Au = uj11 —u; e Av = vj1 — vj. Estes vetores formam um paralelogramo Pij, situado no
plano tangente a superficie em (x;j, y;j, z;;). Para n suficientemente grande, a area de P;; apro-
xima a drea de ¢[R;;].

Como a drea de um paralelogramo determinado por dois vetores v; e (%) é ||lvg X U2 ||, temos
1 1
que:

@
H£<

0 0 d
Area (P;;) = H%(ui,vj)Au X a—(g(ui,vj)Av Ui, vj) X %(ui, v;j)||Audv

Portanto, a drea da superficie é aproximada por:

n—1n—1 —1n— a(P
ZZO JZ Area 1] ; 2 ul,U] av (u,-,v]-) AulAo

Quando 1 — o0, a sequéncia (Ay),eN converge para Area (S). Assim, é razoavel definir a
area de S pela férmula (B).

Exemplo 15. Calcular a drea da superficie que é o grdfico da funcdo:

f: D((0,0),2) — R

2 2
(xy) o
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plano de equagio: grifico de:
z=2

X Dominio de f:
x> +y? <4

Solugao: A superficie é grafico de uma fungdo. Desta forma, como:

g—fm y) =1
of
oy ) =
tem-se, aplicando (B2):
Area (S // x2 +y2 + 1dxdy
(0,0),

Tal integral se resolve mediante uma conveniente mudanca de coordenadas, que neste caso
é a polar

¢: {(0,0)}U]0,00[x[0,271] — R?
(r,0) — (r-cos(@),r-sin(0))

Assim,

y(r,0) =r-sin(0)

SejaR={(r,0) | (0 <r <2)&(0 <60 <2m)}, de modo que ¢[R] = {(r-cos(0),r-sin(0)) |
(0<r<2)&(0<6<2m)} = D((0,0),2).
Temos, pela mudanga de variaveis:

{x(r, 6) =r-cos(0)

——

// %] x2 —+ y2 + 1dXd}/ - //R \/1’2 CosZ(Q) 72 sinz(Q) 1. ’g y)
P +
//D((o,o),z) oy Ly /02” (/ Vel dr)

25
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2t (55 1 5v5—1
:/0 (T—§>d0:2n<—3 )

Exemplo 16. Calcule a drea da porcio da esfera x> + y? + z> = a? situada no interior do cilindro
x> +y*=ay,a>0.

Solucio: a porcdo da esfera x? + y? + z? = a? situada no interior do cilindro é constituida
de duas partes de dreas iguais, uma no hemisfério superior (que representamos a seguir) e
outra no hemisfério inferior.

X

Chamemos de S; a por¢do do hemisfério superior da esfera situada no interior do cilindro,
cuja representacgdo explicita é dada pelo gréfico de:

fip: D={(x,y) e R* | x> +y?> <ay} — R
(x9) N

A fungdo f [p possui derivadas parciais continuas em D \ {(0,4)}. Portanto, S; ndo é
regular apenas no ponto (0,a,0). Como:

a

por (B2), temos:

dxdy

Area (S;) = 1
rea(l)—//[)m
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Usando mudanga polar na integral dupla, obtemos:

r=asin(6)

. . pasin(6) ar T
Area (Sl) = /(; /0 ﬁd?’d@ = ﬂ/o |:— a2 — V2i| —0 df =
:a/on(—a|cos(6)| a)do = a2 (/Og(—cos(e)+1)d9+/;(cos(6)+1)d9) _
_ 2a2/0 (= cos(8) + 1)d0 = 2a%[— sin(8) + 0]0=7/2 = a*(r — 2)

Assim, Area (S) = 2 - Area (S1) = 2a%(7r — 2).
Exemplo 17. Calcular a drea de todo o hemisfério superior S da esfera x> + y* + z* = a2.

z

a,

Solugdo: Note que ndo podemos usar a representacdo explicita de S, visto que nesta repre-
sentacdo S néo é regular em todos os pontos do circulo x> +y? = a?. Neste caso, convém
usarmos a representagdo paramétrica da esfera, dada por:

¢: [0,%] x[0,21] — R3
(¢,0) —  (acos(8) cos(¢p),acos(0)sin(¢),asin(6))
Assim,
o9

3 (¢,0) = (—acos(0)sin(¢),acos(0) cos(¢),0)
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3—3(4),0) = (—asin(0) sin(¢), —asin(0) cos(¢),acos(6))

de modo que:

4)(4) ,0) x (gb 0) = (a*sin?(¢) cos(8), a* sin’(¢) sin(), a* sin(¢) cos(¢))
se anula se, e somente se ¢ = 0. Desta forma, a superficie parametrizada (S, ¢ : [0, 5] % [0,271] = S)
ndo é regular apenas no ponto (0,0,4). Como:

|5210.6) x S510.6) | = a2sin(e),

segue por (B):

Area (S) = /Ozn /On/z a*sin(¢)dpd = 2ma®[— cos((p)]izg/z = 271a®

6 Integrais de Superficie

Nesta se¢do abordaremos a nogdes de integral de superficie de fungdes escalares e vetoriais
- restringindo-nos, tacitamente, ao estudo a superficies parametrizadas. Daremos uma inter-
pretacdo fisica para a integral de um campo vetorial sobre uma superficie, usando o conceito
de “fluxo”. Apresentamos o conceito de orientabilidade e damos um exemplo de superfi-
cie ndo orientavel. Encerramos com a apresenta¢do do conceito de “orientacdo induzida” no
bordo de uma superficie orientada.

6.1 Integral de Superficie de Func¢ao Escalar

Para justificar a defini¢do que daremos da integral de superficie, consideremos o seguinte
problema:

Seja S uma chapa delgada formando uma superficie no espago, e seja é(x,y,z) a sua den-
sidade superficial, que suporemos continua. Qual é a massa desta chapa?

Suponha S parametrizada por:

p: UCR?> — R3
(u,v) — (x(u,0),y(u,v),z(u,v))
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de classe C!(U,R?), injetora.

Como no calculo da area, vamos subdividir S em regides, imagens dos retangulos do plano
Ouv, de lados paralelos aos eixos.

A massa de uma das regides S; é dada por m;, aproximada por m; ~ é(x;,y;,z;)AS;, onde
AS; é a area de S; e (x;,y;,z;) € um ponto qualquer de S; (isso é uma aproximagdo razodavel se
S;) for pequeno o suficiente para que § ndo varie muito).

Ja vimos que:

AS; ~ Ha—q)(u,v) X a—(P(u,v)

9 9 AuiAvi

Definigdo 18. Sejam (S, ¢ : D — S) uma superficie parametrizada e f : S C R® — R uma
fungdo continua definida em S, a integral de superficie de f sobre S é:

//Sf'ds - //Sf(x,y,z)ds = //Df((P(u/U)) - Hg—i(u,v) X ?)_Z(u’v)

Mostraremos, posteriormente, que a equacdo (8) independe da parametrizacio escolhida para
representar S.

dudv (8)

Se S é decomposta como unido finita de superficies S;,i € {1,---,n}, entdo:

//Sf-dszié//&f-ds

Quando S é definida explicitamente pela equacéo:

V(v y) € D)(z=g(xy))

Assim,

//Sf.ds = //Df(x,yfg(x,y)) : \/(g—i(x,y))z—l— (%(x,y))2+1dxdy

Se (V(x,y,z) € S)(f(x,y,z) = 1), a equagao (8) se reduz a:
o9
a(u,v) X =——(u,v)

Js= 1, :

Por esta razdo, o simbolo dS pode ser interpretado como um “elemento de superficie”, e a

integral de superficie [[s f -dS é chamada a integral de f com respeito ao elemento de area
dS, estendida sobre a superficie S.

dp

dudv = Area (S). 9)
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Exemplo 19. Considere a superficie S do paraboléide z = x> + y?, com x> +y> < 4. Se a densidade
(massa por unidade de drea) em cada ponto (x,y,z) € S é igual ao quadrado da distancia do ponto ao
eixo de simetria, calcule a massa total de S.

Solugdo: Como o eixo de simetria de S é o eixo Oz, a densidade em cada ponto (x,y,z) € S
pode ser representada pela fungéo:

0. S — R
(x,y,2) — x2+y?
Portanto, a massa total de S é dada, usando (8), por:

M://5(x,y,z)-dS://(x2+y2)-dS:// (X +y?) - /1 + 4x2 + 4y2dxdy
S S x24+y2<4

Esta integral pode ser resolvida mediante uma mudanca para coordenadas polares:

@: [0,4] x[0,21] — {(x,y) € R? | x® +y* < 4}
(r,0) — (r-cos(f),r-sin(0))

de modo que:

4 21
// (22 + 2) - /1 + 422 + dy2dxdy :/ / /1t 4r2drde
24y2<a 0 Jo

Por sua vez,

(1+391V17)

4 27
/ / 31+ 4r2drd = 21—76T
0 Jo

5 3 60

(1+42) (1 +4r2)3] o
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Exemplo 20. Calcular [ z-dS, onde S é a superficie do sélido delimitado pelo cilindro x* + y* = 1
eosplanosz =1ex+z =4.

Solucdo: A superficie S é a unido das superficies S1, Sy e S3, onde S; € o cilindro x2 4 y2 =
l,coml1 <z<4-—x, 5 éoplanoz =1 c:omxz-i—y2 <1,e S3éo0plano x +z = 4 com
x> +y? < 1.

Portanto,

//sz'ds://slz'ds+//szz'd5+//53z'd5

A superficie 51 é parametrizada por:

p: D=10,2m] x [1,4—cos(0)] — R3
(0,v) —  (cos(#),sin(0),v)

Temos:

999 v) = (— sin(9), cos(6), 0)

a0
e:
I¢ _
%(9,0) = (0,0,1)
de modo que:
0 0 _ o
%(9,0) X %(9,0) = (cos(), —sin(6),0)
e:
H a—"’(e v)|| =1
Por (B),
2 r4—cos(0) 271 [ 2 v=4—cos(0)
//z~d5=//vdvd9:/ / vddeZ/ {—} =
S D o J1 0 L2y
2r
= %/ (15 — 8 cos () + cos>(6))do = 3177T
0

Também,

// z-dS:/ dS = Area (S,) =
S5 S,
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Finalmente, como S3 é o grafico da fungdo z = f(x,y) = 4 — x, entdo | N|| = v/2. Assim,

por (&):
//537: -dS = //x2+y2§1 V2(4 — x)dxdy

Para resolver esta tltima integral, podemos fazer uma mudanca para variaveis polares:

p: [0,1]x[0,21] — {(x,y) ER*|x2+y2 <1}
(r,0) > (rcos(0),rsin(6))

//x2+y2\/§' (4 — x)dxdy = \/E/Ozn/ol(ﬁl—r-cos(())).rdn;l():
:\/E/Ozn (2—COS(6)>d9:4\/§n,

3

Entao:

//z-dS:MT?T+7t+4\/§7T:%(33+8\/§).
S

z=4—x

- -
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6.2 Integral de Superficie de Funcao Vetorial

Seja (S, : D — S) uma superficie parametrizada. A esta superficie estdo associados dois
campos continuos de vetores normais unitdrios, a saber:

3 d
S (u,0) x 5L (u,0)

i (p(u,0)) = ,(,0) € D

3 d
S (u,0) x 5E(u,0)

Az (@(u,v)) = —h1(p(u,)).

Defini¢do 21. Seja (S, ¢ : D — S) uma superficie regular parametrizada. Uma orientagio
para (S, ¢), O o € uma escolha de um campo vetorial normal unitdrio - ou seja, ou fiy ou fiy.

Se F: S C R?* — IR3 é um campo vetorial continuo e # um dos campos 711 ou fi, definidos
anteriormente, denotamos por F; = F - 71 a fungdo escalar que a cada ponto de S associa a
componente do campo F na dire¢do do vetor normal, 7.

-

Definigao 22. Sejam (S, ¢ : D — S) uma superficie parametrizada requlare F : S € R® — R3
um campo vetorial continuo. A integral de superficie de F sobre S é:

//Sﬁ-ds=//S(ﬁ-ﬁ)-d5://sﬁ-ﬁ-ds

Segue da definigdo de integral de superficie que:

//S(l?ﬁ)-dS://D[f(q)(u,v)).ﬁ(q)(u,y))].Hg_zj(u’v) Xg—(g(%v) e —

://D {ﬁ(go(u,v))-(g—i(u,v)xg—f(u,v)ﬂdudv, (10)

se 1 = 1.
Observe que esta integral muda de sinal se considerarmos 7 = ;.
Quando S é dada explicitamente pela equagao:

(V(x,y) € D)(z = f(x,y))

temos:
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Neste caso,
E-n)-ds= ([ |Eeyfeon) (Lo, - L) aay
S D ox ay

6.2.1 Uma Interpretacao Fisica da Integral de Superficie de um Campo Vetorial

Suponhamos que um campo vetorial continuo F : W C R® — R representa um campo de
velocidades associado ao escoamento de um fluido em cada ponto da regido W. O fluxo ou
taxa de escoamento por unidade de tempo através de uma superficie S contida em W é dado
pela integral de superficie de F sobre S.

De fato, se S é plana e F é um campo constante, entdo o volume do fluido que passa atra-
vés de S na unidade de tempo é (F - 1) - Area (S). Portanto o fluxo ¢ é dado por:

z

¢ = (F-n)-Area(S).
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Se S é uma superficie (ndo plana) contida em W, a decompomos mediante coordenadas
da forma u = constante, v = constante, e supomos que F é constante em cada parte Sy de S
assim formada. Aproximando S por paralelogramos tangentes determinados pelos vetores:

o9 99
a(uk, v)Au e %(uk, vk)Av

obtemos que o fluxo através de uma parte Sy de S é, aproximadamente:

o ) - 0 0
¢~ (F(pu,0r)) - fy) - Area (Sy) ~ F(o(ug, vp) - (ﬁm 00) x 2 (1, m) At

[lustramos isto na figura a seguir:

Quando n — oo, a sequéncia das somas:

n
Z ﬁ((P(”kr vk)) - a_q)(uk’ Uk) X a—(P(uk, vr) | Aulo
Ju dv
k=1
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converge para o fluxo total de F através de S. Logo o fluxo ¢ é dado por:

B = o0p d¢ B =
gb—//DF(go(u,v)) (au X av)dudv—//jlf ds.
Exemplo 23. Calcular:
F-f)-dS
J)LE-w

F: R = R3
(x,y,z) — (xvy,x°2)

e S é a superficie do cilindro (x — 1) + (y — 1)?> = 1 entre os planos z = 0 e z = 4, com vetor normal
apontando para fora de S.

onde:

Solugédo: O cilindro S tem representagdo paramétrica:

¢: [0,27] x [0,4] — R3
(6,u) — (14 cos(0),a+sin(0),u)
Um campo de vetores normais que aponta para fora de S em cada ponto é dado por:
3 5 i ik
2P 0,u) x 22(0,u) = | —sin(8) cos(8) 0| = (cos(8),sin(6),0).
00 ou 0 0 1

Logo, por (M),

/ /5 (F-n)-dS =
= / /S {(1+COS(9),1+sin(6),(1+cos(6))2u). (Cos(f’)riin(f)),ﬂ)} LS —

4 21 4
= / / (cos(0) +sin(0) + 1)dOdu = / 27tdu = 87
0 Jo 0

Exemplo 24. Calcule o fluxo do campo vetorial:
F: R® - R
(x,y,z) — (x,y,—2z)

através da superficie do paraboldide z = x> + y2,0 < z < 1, com vetor normal apontando para fora de
S.
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Solucdo: A superficie S é dada explicitamente por:

z=fxy) =+ (v,y) e D= {(x,y) e R? | * + 2 < 1}.

Um campo de vetores normais que aponta para fora de S em cada ponto é dado por:

N= (Lo L 1) = @n2-)

logo, por (1),

¢ = // - 1) dS—//[xy, —2x% — 21%) - \/% // x? 4 y?)dxdy

Fazendo uma mudanga para coordenadas polares para resolver a integral dupla acima,

obtemos:
2t rl
// 4(x% 4 yH)dxdy = / / 4r3drde = 2.
D 0 0

A

grafico de:

z=22+12

x?+yr <1

7 Orientabilidade e Orientacdo de uma Superficie

Como sabemos, a diregdo da integragdo é importante quando no contexto de fungdes de
uma varidvel real a valores reais, uma vez que:

/abf(x)dx = —/baf(x)dx
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O mesmo ocorre com integrais de linha:

/ P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
y

onde 7y é uma curva em R3. Isto nos remete ao conceito de orientagdo, respectivamente, de
intevalos e de curvas, como sendo um dos sentidos nos quais se pode percorré-los.

Nesta parte apresentamos o conceito de “orientabilidade para superficies” - um conceito
que ja foi utilizado tacitamente na definicdo de fluxo de um campo vetorial através de uma
superficie parametrizada.

Definicdo 25. Sejam S C R3, D C R?> ¢ (S, ¢ : D — S) uma superficie parametrizada de
classe C1. A superficie S é orientdvel se, e somente se, existe um campo continuo de vetores
normais:

N: SCR® — R3
(x,y,2) N(x,y,z)

com (¥(x,,z) € S)(N(x,y,z) # (0,0,0)).

Equivalentemente, uma superficie é orientdvel se, e somente se, existir um campo continuo
de vetores normais unitarios:

i: SCR® — R3
(x,y,2) — 7(x,y,z)
com (V(x,y,z) € S)(|li(x,y,2)[| = 1).

Trabalhamos, até agora, somente com superficies parametrizadas orientdveis. Em nossos
estudos, uma condigdo suficiente para que uma superficie parametrizada, (S,¢ : D — S) ser
orientdvel, é que para todo (#,v) € D tenhamos:

dg dg
@(”I U) X %(l/l, U) 7£ (01010)/

uma vez que este produto vetorial em (u, v) sempre é um vetor normal a superficie S no ponto
¢(u,v) €S.

A seguir enunciamos e demonstramos um importante resultado que nos permite provar -
em sua forma contrapositiva - a ndo-orientabilidade de superficies.
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Teorema 26. Sejam (S, ¢ : D — S) uma superficie parametrizada de classe C', v : [a,b] — S
um caminho continuo e fechado em S, isto é, y(a) = (b) e ji : [a,b] — R3 um campo continuo
de vetores unitdrios definidos sobre tr (7y) C S que sido normais, em cada ponto, a superficie S
(ou seja, (Vt € [a,b])(ji(t) Lo S)). Se (S, @) é orientavel, entdo pi(a) = j(b).

Demonstragio. Seja fi : S — R® um campo continuo de vetores normais sobre S, que existe em
virtude da orientabilidade de S. A funcao:

fioy: [ab — R?
b= ay(h)

é continua (pois é composicdo de fungdes continuas). Sendo assim, para qualquer t € [a,b],
(oy(t),i(t)) = £1, uma vez que tanto 7 o y(t) quanto ji(¢) sdo normais a superficie. Note
que a fungdo t — (1o y(t),ji(t)) ndo muda de sinal em [a,b], uma vez que, por ser continua,
para trocar de sinal deveria se anular em algum ponto de [a,b], 0 que ndo é o caso. Desta
forma, a fungdo t — (71 o y(t),#i(t)) é constante em [a,b]. Em particular, (71 o y(a),ji(a)) =
(oy(b),ji(b)). Como, por hipétese, y(a) = v(b), tem-se 71 o y(a) = fioy(b), de modo que
fi(a) = fi(b). .

Observacao 27. O resultado acima, em sua forma contrapositiva, nos diz que se existir algum caminho
fechado «y : [a,b] — S e um campo vetorial continuo ji : [a,b] — R3 de vetores unitdrios normais a
superficie ao longo de tr (vy) com pi(a) # ji(b), entdo S ndo é orientavel.

7.1 Exemplo de Superficie Nao-Orientavel

A faixa de Moebius é a superficie obtida do retangulo [0,27] x]0, 1] pela identificagdo dos
pontos (0,t) e (27r,1 — t), conforme ¢ percorre o intervalo |0, 1].
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(27‘[,3 —t)

0,1)

Como superficie em IR?, a faixa de Moebius é obtida pela rotagdo de um segmento de reta
aberto, de comprimento 1, cujo centro se apoia num circulo de raio 1. Enquanto o centro
do segmento desliza sobre o circulo, o segmento realiza uma rotacdo de 180° até o final da
primeira volta. Uma descri¢do mais precisa é dada pela aplicacdo de classe C*:

¢: ]0,1[xR — R3
(s = A+ (s—1) 8

sendo y(t) = (cos(t),sin(t),0) e 8(t) = cos(t/2) - y(t) + sin(t/2) - k.
A imagem de ¢ é a faixa de Moebius, que representamos a seguir, em que a linha vermelha
representa o trago da curva -, a “alma” da faixa:

Vamos constatar que a superficie acima ndo ¢é, de fato, orientdvel. Faremos isto exibindo
uma curva fechada 7 e um campo continuo de vetores normais, ji sobre esta curva nos termos
da Observacgao 7.

Observe que y(t), a “alma” da faixa de Moebius, pode ser parametrizada em termos de ¢

por:
v: [0,21] - R3
b g3
Considere o campo de vetores normais (por construcao) a faixa ao longo da curva y(t) (a
“alma” da faixa):

ii: [0,27] R3

_>
d¢ d¢
o g(1/z,t)x§(1/z,t)
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ou seja,

0= (ot (§). (2.0 (1)

Como ¢ é de classe C! (na verdade, ¢ de classe C*), tem-se que # é um campo continuo
de vetores normais a faixa tais que para todo t € [0,27]:

1)) = \/ (—cos<t> sin (;))2 4 (_ sin() - sin @)2 + cos? (;) _
st () s () - o (3 e () -

Note que, em se tratando de campos de vetores normais unitdrios sobre a faixa de Moe-
bius, esses sempre conterdo, for¢osamente, o campo ji. A fim de provar a ndo-orientabilidade
desta superficie, basta mostrarmos que o campo ji ndo é , de modo que nenhum campo de
vetores normais unitarios sobre a faixa sera continuo.

Agora, no mesmo ponto (1,0,0) = (0) = y(27) temos:

#(0) = (0,0,1)

fi(27) = (0,0,~1)

Em virtude da Observagao 27, segue que a faixa de Moebius nao é orientavel.

7.2 Orientacdao Induzida no Bordo

Consideremos uma superficie lisa e orientada S por um campo coninuo de vetores normais
unitarios, 7. Seja dS o bordo desta superficie. Neste contexto, o bordo dS tem a orientagio
induzida de S se, ao caminhar ao longo de dS com a cabega no sentido do vetor normal,
mantivermos S sempre a nossa esquerda.

Na figura a seguir tem-se uma superficie S, hachurada em cinza, cujo bordo, dS, consiste
te trés circunferéncias. Tomando S orientada por um campo de vetores normais unitdrios
apontando para fora do papel, na dire¢do do leitor, obtemos a orienta¢do induzida no bordo
como se segue:
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8 O Teorema de Stokes

Uma extensdo importante do Teorema de Green é o Teorema de Stokes, que relaciona
a integral de linha de um campo vetorial ao longo de uma curva fechada C em R3 com a
integral sobre uma superficie S tal que dS = C, ou seja, da qual S é fronteira (bordo).

Antes de provar o Teorema de Stokes é necessério introduzir alguns conceitos.

8.1 O Rotacional de Um Campo Vetorial

Consideremos um campo vetorial:

F: UCR® — R®
(v,y,2) = (M(x,y,2),N(x,y,2),P(x,y,2))
com derivadas parciais definidas no subconjunto aberto U C IR3. O campo vetorial rotacional
de F, denotado por V X FourotE éo campo com dominio U dado, em cada (x,y,z) € U,
por:

V x f(x,y,z) = rotf(x,y,z) =
oP oN oM oP oN

oM
= (G = 5 ena), e~ 5w, S a) — S an) ) (2
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A equacdo (I2) pode ser lembrada mais facilmente se a reescrevermos usando a notagdo
de “operador”. Introduzamos formalmente o simbolo V (“nabla”):

0 o0 0
V—(a@&)'

para denotarmos o operador que aplicado a uma fungéo f : U C R®> — R nos d4 o gradiente
de f, ou seja,

_(9of of of
vi= (G
Denotemos por V x o operador que aplicado a um campo vetorial F= (M,N,P) nos dé o
produto vetorial formal de V por E, ou seja,

o7k
GiF|2 @ B|_ (P N am _ap N om
“lox 9y 9z| \dy 9z 9z 9x’dx Oy

M N P

Portanto, V x F é 0 campo vetorial que ja denotamos acima.
Exemplo 28. Calcular o rotacional do campo vetorial dado por:

F(x,y,z) = (M(x,y,2),N(x,y,2), P(x,v,2)) = (xz,xy,3x2)
ou seja, M(x,y,z) = xz,N(x,y,z) = xy e P(x,y,z) = 3xz.

Solucao:
o7k
- |9 9 9| _ [(9(8xz) d(xy)\.,6 (9xz) 9(B8xz)\ .
(V>xF)xyz) = ox oy oz| < Ay z ) T\ ez ox )T

xz xy 3xz

2x9) DY b e 0 a0
+< 5x 3y k= (x—3z)]+yk=(0,x—3z,y) = (0,x — 3y,y).

8.2 O Teorema

O teorema de Stokes estabelece uma relacdo entre uma integral de superficie com uma
integral em torno da curva dada pela fronteira da superficie de integragdo. Ele nos diz que,
sob condi¢des normalmente encontradas na prética, a circulagdo de um campo vetorial ao
longo da borda de uma superficie orientada no espaco, no sentido anti-horério, em relacdo
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ao campo 71 de vetores normais a superficie é igual a integral da componente normal do
rotacional do campo sobre a superficie.

Teorema 29 (Teorema de Stokes). Sejam (S, ¢ : D — S) uma superficie parametrizada e
orientada, onde D é uma regido fechada do plano Ouv, limitada por wuma curva de classe C por
partes e ¢ é de classe C? em algum aberto U C R? contendo D. Se F = (M, N, P) é um campo
vetorial de classe C' definido num subconjunto aberto de R® que contém S, cujo bordo 9S tem a
orientacdo induzida da de S, entdo:

//S((VXF)~ﬁ)-dS: ) Foar (13)

fl

S

Demonstragio. Consideremos a superficie parametrizada (S, ¢) orientada pelo campo de ve-
tores normais unitarios:

d d
e
n =
99 ., 99
onde®:

ay| | %
IRecorde que a(u%) = gz g;
Jdv v
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99 99 _ (3(}/12) d(z,x) 3(x,y)>
Ju  dvu d(u,v)" d(u,v) a(u,v)

Por defini¢do de integral de superficie sobre superficie parametrizada, temos:

/ (V x E)-)-dS =
I ()

onde o integrando desta integral dupla é calculado em ¢(u, v).
Para completar a demonstracao, basta verificar que:

B oM d(z,x) oMOa(x,y)

as Mdx = //D [ oz d(u,v) Ay a(u,v)] dudo, (14)
B ONd(y,z) INI(x,vy)

as Ndx = //D {g o(u,v) Wa(u,v)] dudo, (15

dPd(y,z) 0PI(zx)
as Pdx = // [aya (u,0) ga(u,v)] dudo, (16)

pois somando estas trés equagdes obtemos a equagao (I3) do Teorema de Stokes. Como as
trés equagOes sdo andlogas, provaremos apenas ([4).
Suponhamos que a fronteira de D seja parametrizada por:

[a,b] — R?
Eoo= (u(t),o(t))

orientada de modo que g oh : [a,b] — R3 seja uma parametrizacio do bordo, 39S de S
orientado positivamente. Assim,

aS
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Como ¢ &, por hipétese, de classe C?, podemos aplicar o Teorema de Green a esta tltima
integral (que esta definida sobre uma regido plana), obtendo:

o5 éD M“"(“'”))?L‘w o)+ M{g(u,0)) o,

5o (W0
- {% (M(q)(u,v))g )) —ai( v))] dudo

Mas,

5 (MopS) -2 ((Mop)T) -
_ 9(Mog)ox ) 0°x _a(Moqo)Bx_(Mo ) ?x _ 9(Mog)ox 9(Mog)ox
T u o Judv v ou Povou = ou oo v ou
(P Moy a0z 0x _(9Mox oMy oo ox
ox ou  dy ou 9z du ) Jv o0x dv  dy dv 0z Jv /) Ju
_ oM <8_xa_y B 8_x8_y> L oM (a_xa_z B axaz> _ ~ OMa(x,y) . oM d(z, x)
dy \duodv dvdu 0z dy d(u,v) 9z I(u,v)

—i—(Mogo

dvou  Oudv
Logo,

B oM d(z, x) oM a(x,y)
as Mx // {az d(u,v)  dy a(u,v) dudo,

o que prova ([4).

Exemplo 30. Consideremos a curva parametrizada por:

v: [0,27] — R3
t  +— (2cos(t),2sin(t),10 —2cos(t) — 4sin*(t))
e calculemos a sequinte integral de linha:

f(z +yA)dx + (Y2 + V)dy + [111(22 + 1) + yldz
v

46



x Y

Solucdo: y é o bordo da superficie S, parametrizada por:

¢: {(u,0) e R?|u?+0*> <4} — R3
(u,0) = (4,0,10 —u — v?).
Também,
7 j k
- 0 0 0
V x F(x,y,z) = Py o gy = (1,1, -2y)

Y
z+y* ¥*+1 In(z22+1)+y

dp d¢ _
o X5 = (1,0,—1) x (0,1, —20) = (1,20,1).

Sendo assim, pelo Teorema de Stokes, tem-se:
j{(z+y)dx+(y +1)dy+[ln<z +1>+ydz—// F)-ndS =
—//VxFule u—10v%))- (1201dudv—// -(1,20,1)dudv =
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Exemplo 31. Consideremos a curva parametrizada por:

v: [0,21] — R3
t —  (cos(t),sin(t),sin(2t)),
e o campo vetorial:
]R3
(y + sin(x), 2% + cos(y), x%),

IR3
(x,y,2)

T

%
H
Vamos calcular:
f{ (y + sin(x))dx + (2> + cos(y))dy + x°dz.
v

Solugdo: A curva em apreco tem o seguinte aspecto:
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y

Decompomos 0 campo vetorial como a soma dos campos Fy(x,y,z) = (v,22,x%) e F2(x,y,2) =
(sin(x),cos(y),0), ou seja F = F; + F,. Da linearidade da Integral de Linha seguird que:

fﬁ-d?:f(ﬁﬁﬁz).d?:j{ﬁl-dﬂfﬁz-d?
v v v v
Vamos denotar a superficie delimitada por 7y por S. Uma parametrizacdo para esta super-

ficie é:

¢: D={(u,0) e R?|u>+v*<1} — R3
(u,v) —  (u,0,2uv).

(a heuristica aqui foi fazer u = cos(t),v = sin(t) e observar que sin(2t) = 2cos(t)sin(t) =
2uv). Agora podemos aplicar o Teorema de Stokes a cada um dos campos, separadamente,

de modo que:
§ Fai= [[(VxF)-nds
0% S

j{ﬁzd?Z//(VXﬁz)ﬁdS
0% S
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V x E(x,y,2z) = (=22, —-3x%,-1)

e que:

V x fz(x,y,z) = (0,0,0)

e portanto 397 F, - d7 = 0. Basta calcularmos, portanto,

//(v x B) - 7dS = // (—2uv, —3u2,—1) - AdS.
S D

Um campo de vetores normais a S é obtido tomando-se, para cada (#,v) € D,

99  0¢ _ _
3, X3, = (1,0,2v) x (0,1,2u) = (—2v, —2u,1),

e assim:

//(V x F)-ndS = // (—2uv, —3u?,—1) - (—2v, —2u,1)dudv = // (4uv* + 6u® —1)dudv =
S D D
2t 1
= / / (472 cos(0) sin?(8) 4 6sin®(0) — 1) - rdrd = —71.
o Jo
Assim,
7{(]/ +sin(x))dx + (2% + cos(y))dy + x°dz = //(V x Fp)-ndS = —m.
7 S
O teorema acima vale para superficies delimitadas por uma curva de classe C! por partes.

Se a superficie tem um bordo que consiste de varias curvas de classe C! por partes, temos a
seguinte extensdo do teorema:

Teorema 32. Sejam (S, ¢) uma superficie parametrizada e orientada, limitada por n + 1 curvas
fechadas simples de classe Cl, Cy,Cq, -+ ,Cp. Se E= (M, N, P) é um campo vetorial de classe
C! definido num subconjunto aberto de R® que contém S, cujo bordo 9S = CoU C; U - - - U Cy,
tem a orientacdo induzida da de S, entdo:

/A((Vxﬁ)-ﬁ)-dszééﬁw
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Demonstragido. Mostraremos o teorema no caso em que a fronteira de S é constituida por duas
curvas, Cp e Cy. O caso geral segue por indugédo.

Co

Seja L uma curva qualquer ligando Cy e C;. Denotemos por L a curva L orientada de Cy
a Cy; epor L_ a curva L orientada de C; a Cp.

A curva C, obtida pela justaposi¢do de Cy, L+, C; e L_ é uma curva fechada cujo interior é
S\ L. Segue do Teorema B2 que:

fcf.dr://s\L((vXﬁ)-ﬁ)-ds.

Como L é uma curva (e portanto tem medida nula), temos que:

//S\L((v X F)-)-dS = //S((V x F)- 1) - dS.

Também, pela aditividade da integral de linha:
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j[f-dr:fﬁdr—l—?{ E-dr+ E.dr+ E.dr
C Co Ly G L_

Como §; F-dr=— ¢ F-dr, concluimos que:

1
//((VXF) dS=¢ E-dr+ ﬁdrzzj{ E.dr
Co G i—0”GCi

Observagdo 33. No caso particular em que S é uma regido no plano Oxy e i = (0,0,1), a
férmula (I3) fornece:

?{de+Ndy aFdr—/ (V x F).- dS—//(a—N——)dxdy.
S

Isto prova que o Teorema de Stokes é uma extensio do Teorema de Green.

Observacdo 34. Se Sy e Sy sio duas superficies orientadas com a mesma fronteira orientada

sendo a curva C = 3S; = 3Sy e F : U € R® — R® é um campo vetorial satisfazendo as
hipéteses do Teorema de Stokes, entdo:

/ (V x E)- ds_?{F dr—/ ((V x E) - ) - dS
51 S2

Este fato é 1itil quando for dificil integrar (V x F) - i sobre uma das superficies, mas for mais
fdcil integrar sobre a outra.

9 Campos conservativos no espaco

Analogamente ao que fizemos para campos vetoriais no plano, caracterizaremos campos con-
servativos no espago mediante o seguinte:
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Teorema 35. Seja F : R® — IR® um campo vetorial de classe C' exceto, possivelmente, em um
niimero finito de pontos. As sequintes afirmagoes sido equivalentes:

@ ¢ F - dr = 0, qualquer que seja a curva fechada C, de classe C por partes;

(ii) Para qbltgisquer pontos A e B em R3, fj F - dr independe da curva de classe C* por partes
que os liga;

(iii) F é campo gradiente de alguma fungdo f, isto é, V f = E;

(iv) V x F = 0.

Demonstragio. A demonstracdo de que (i) implica (ii) é andloga a do Teorema 2 da AuLa 12
(Propriedade do Lago), de modo que a omitiremos, deixando-a a seu cargo adapta-la para o
presente caso.

Ad (ii) = (iii): seja C uma curva de classe C! por partes ligando (0,0,0) a (xo,0,z0) (se
F nao é de classe C! em (0,0,0), o substituimos por um ponto onde F seja de classe C').
Admitindo, como hipétese, (ii), podemos definir:

f(xO,yo,Zo) = /C? dr.

Escolhendo C como na figura abaixo, temos:

X0 Yo 20
F(x0 Y0, 20) = / M(t,0,0)dt + / N(xo, t,0)dt + / P(x0, yo, £)dt
0 0 0
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onde F = (M, N, P).

Segue imediatamente que %(xo, Yo,20) = P(x0,Y0,20). Podemos mostrar, usando a poli-
gonal C acima, que %(xo, Yo,20) = M(x0,Y0,20) € que %(xo,yo, z9) = N(xo, Yo, z0). Portanto,
vi=F

Mostremos agora que (iii) = (iv).

SeF=V f,entdo M = %, N = % eP = %. Como F ¢é de classe C!, exceto possivelmente,
num ntmero finito de pontos, entdo f é de classe C? exceto, possivelmente, num ntmero
finito de pontos. Pela defini¢do do rotacional, temos:

7k
R A Rf Rf Rf  Rf Pf
(VX F)=lox oy oz = {55 ~ 55 59 ~ 9xaz’ axay _ 99
of of of ydz 0zdy 9z0x 0xdz’ dxdy  Jydx

ox dy 0z

Como f é de classe C?, segue do Teorema de Schwarz que (V x F) = 0.
Ad (iv) = (i): seja C uma curva fechada e S uma superficie cujo bordo seja C, escolhida

de modo que o campo F seja de classe C! em todos os pontos de S. Aplicando a equaco (I3),
temos:
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pois, por hipétese, V x F = 0. O

10 Interpretacao Vetorial do Rotacional

Usando o Teorema de Stokes, podemos deduzir uma interpretagdo para o campo vetorial
V x E, que nos d4 alguma informacio acerca do préprio campo F.

Sejam U C R® um conjunto aberto, Py € U e B[Py, r] uma bola fechada de raio r e centro
em Py situada no plano perpendicular a 7, como indicado na figura a seguir:

Aplicando o Teorema de Stokes a F sobre B[Py, r] e seu bordo, 1, obtemos:

E-dr= V x E)-#)-dS.
F = ] ()

O valor da integral de linha é denominado circulagdo de F ao longo de 7;, e mede a
intensidade do campo tangencial a 7,. Assim, para r pequeno, a circulagdo ao longo de 7,
mede a intensidade com que o campo F perto de Py gira em torno do eixo determinado por
no.

Por outro lado, a integral de superficie é, para r suficientemente pequeno, aproximada-
mente igual ao produto escalar (V x F) - iy multiplicado pela area de B[Py, r]. Segue que a
circulacio ao longo de 7, tendera a ser maior se #j tiver o mesmo sentido de (V x F)(Pp).
Portanto, podemos interpretar (V x F)(Py) como sendo o determinador do eixo em torno do qual
a circulagio de F é a maior possivel perto de Py.

11 Exemplos

Exemplo 36. Considere S como sendo a figura a seguir e F(x,y,z) = (y, —x,e*?). Calcular [, S((Vx
F)-n)-ds.
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Solucio: O bordo dS de S é a curva definida por x*> + > = 1 e z = 0, orientada no sentido
anti-horario. Temos, por ([3):

'l ~ _ T _ o Xz _ _
//S((VXF)~I’Z)-dS— asP dr—?gsydx xdy +e dZ—jéeryZ:lydx xdy.

Pelo Teorema de Green, temos:

d—d:// 2dxdy = —27t.
ﬁ%yz_ly * x2+y2<1 *y &

Exemplo 37. Calcular |- F-dr, onde F(x,y,z) = (22, x2,2xy) e C é a curva obtida como intersecio
da superficie z = 1 —y2,z > 0 com o plano 2x + 3z = 6, orientada no sentido anti-hordrio.
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Solugdo: A integral [- F - dr ndo pode ser calculada com o auxilio do Teorema de Stokes,
uma vez que C ndo é uma curva fechada. No entanto, se considerarmos a curva fechada
v = CUC (ou seja, C justaposta ao segmento que une os pontos (3,—1,0) e (3,1,0)), como
na figura acima, onde C; é a curva parametrizada por:

c: [-1,1] - R?
t — (3,£,0)

Assim, 7 é o bordo da superficie S definida por z = f(x,y) =2 — %x, (x,y) € D, onde:

2
D:{(x,y)elR2|3+23y <x<3 -1<y<1},

S fica parametrizada por:



—

_ 99 _ (2
N = E(u,v) X (0,].,0) = <§,O,1> .

A a férmula (I3) nos fornece:

]{V—Cucl Frdr = //5((v x F)-)-ds

Como (V x F)(x,y,z) = (x,2z — x,z), tem-se:

(V x B)(g(u,0)) = (V x F) <u,v,2 - %u) - (u,4 _ gu,Z _ §u>

(V x F)(¢(u,v))-N = %u—i—Z—%u =2

Assim,

FY. 7). dS — T2 (3 _
/L((VxF)-n)-dS—//D (u,4 32 3u) (3,0,1) dudo =
2220V axdy =2 [ [ dudo—3 [ (1-o?)do—3
_//D(gu—k —§u> xdy = /1/3%%2 udv = /1( —v*)dv = {z;_

Como:

. 1
F-dr:/ 0dt =0,
o 1

tem-se:
/?~dr:4— F.dr = 4.
C e}

Assim, |- E.-dr=4.

12 Orientacao de Superficies Fechadas

Enquanto o Teorema de Stokes expressa uma relacdo entre a integral sobre uma superficie
e a integral de linha sobre a curva que é o bordo desta superficie, o0 Teorema de Gauss, que

passamos a expor, relaciona uma integral tripla num sélido de R? com a integral de superficie

que é fronteira deste sélido.

Seja W uma regido limitada de R3, tendo como fronteira uma superficie 9W. Diremos que

o0W estd orientada positivamente se o vetor normal em cada ponto de W aponta para fora

de W. Por exemplo, se W ¢é a regido de R3 definida por:
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W ={(x,vy,2) e R3 | 1 §x2+y2+zz < 4},

sua fronteira dW é formada por duas esferas concéntricas na origem, de raios 1 e 2. A super-
ficie dW esta orientada positivamente se os vetores normais a esfera exterior apontarem no
sentido contrario a origem, e os vetores normais a esfera interior apontarem para a origem,
conforme ilustra a sigura a seguir:

Para enunciar o Teorema de Gauss, definiremos primeiramente o divergente de um
campo vetorial F. Para isto, consideremos a seguinte:

7

Definicdo 38. Sejam U C R um aberto e F : U C R® — R3, dado por:

F(x,y,2) = (M(x,y,2),N(x,y,2), P(x,y,2))

um campo vetorial com derivadas parciais definidas em U. O divergente de F, denotado por
V - F (ou div F) é

- oM oN oP
V-Ery) = Goloy2) + 5 (xy2) + 5 (0 y.2)

Um campo vetorial F:UcCR — R tal que V - E = 0 é dito incompressivel. Veremos,
na segdo a seguir, o Teorema de Gauss, que nos permitird dar uma interpretacdo geométrica
para o divergente.
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13 O Teorema de Gauss

Finalmente apresentamos o:

Teorema 39 (Teorema de Gauss). Sejam W C R® uma regido fechada e limitada cuja fron-
teira, JW é uma superficie orientada positivamente e U C R3 um aberto que contém W. Se

F: UCR® — R3
(x,y,z) = (M(xy,z),N(xy,z),P(xy,z))

é um campo vetorial de classe C! (4, R3), entdo:
F-n -dS——// V - F) - dxdyd 17
//aw( ) W( ) - dxdydz (17)

Demonstragido. Suponhamos, primeiramente, que W seja uma regido simples, isto é, uma re-
gido de tipo L, II e III simultaneamente (cf. Se¢do 2 da AuLa 5). Se F= (M, N, P), podemos
escrever o lado direito de (I2) na forma:

/ / (V - F)dxdydz = / / O dxdydz + / / /W O dxdydz + / / /W 9 dxdydz

Por outro lado, a integral de superficie da equagdo ([EZI) é dada por:

//aw ) dS_/aW [(M,N,P) -] -dS —
:/aw [(M,0,0) - A -dS+//aW[(O,N,0)-ﬁ]-dS+//aW[(0,O,P)-ﬁ]-dS.

Devido a aditividade das integrais de superficie, a demonstragdo estara concluida se pro-
varmos as identidades:
oM
Sodxdydz = [[ [(M,0,0)-1]-ds 18
///w gx A= aw[( )] (18)

/ / /W %—Ndxdydz — / /a [(0,N,0) -] - ds (19)
///w dxdydz_/ [(0,0,P) -

Para provar (20), descrevemos W como uma regido de tipo I, ou seja,

3)
[
Vp)

(20)

W={(x,y,2) eR’| fi(x,y) <z < fr(x,y), (x,y) € D}
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Esta regido é limitada inferiormente por uma superficie S; de equagdo z = f1(x,y), (x,y) €
D, e limitada superiormente por uma superficie S; de equagdo z = fr(x,y),(x,y) € D e,
possivelmente por uma superficie S3 que é uma porcdo de cilindro gerada por uma reta
paralela ao eixo Oz ao longo da fronteira de D, conforme ilustra a figura:

|

L A

Temos:

///w oz Yz = / / ( /:xxyy aa—fdz> dxdy = / /D[P(x,y,fz(x,y)) — P(x,y, fi(x,y))ldxdy

Por outro lado,

//aw[(O,O,P)-ﬁ]-dS:/Sl[(O,O,P)-ﬁ]-dS+//52[(0,O,P)-ﬁ]-dS+//SS[(O,O,P)-ﬁ]-dS

Em S3, o campo de vetores normais unitarios é paralelo ao plano Oxy. Logo, (0,0, P) - 71 =
0, e portanto:

/53[(0,0,19) 7] - dS.

Em Sy, o campo de vetores normais que aponta para fora de W é dado por:

Entdo, pela defini¢do de integral de superficie que é grafico de fungéo,
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/52[(0,0,13) fi] - dS = //D [(0,0,P(x,y,fz(x,y))) ) (_%’_%_];2’1)] dxdy =
= [[ PGy, fat )y,

Em S;, o campo de vetores normais que aponta para fora de W é dado por:

Novamente, pela definicdo de integral de superficie que é grafico de fungéo,

/Sl[(O,O,P)-ﬁ]-dS://D [(o,o,P(x,y,fl(x,y))). (%J:Cl aaj;l _1>}dxdy:
- // (x,y, fi(x, y))dxdy.

Assim,

//aw (0,0, P) - #]dS = / [P(x,y, f2(x,9)) = P(x,y, fi(x,y))]Jdxdy,

o qu prova (Z0). As demonstracdes de (I8) e de (I¥) sdo andlogas.

Quando W ndo é uma regido simples, podemos decompo-la como uma reunido finita de
regides simples, isto 6, W = Wy UW, U --- U W, (a regido da figura é uma reunido de oito
regides simples, uma em cada octante). Usando a férmula (IZ7) do Teorema de Gauss que
acabamos de provar para regides simples, obtemos:

///W(V~ﬁ)dxdydz://&)Wl(f.ﬁ).d5+..._|_//awn(ﬁ.ﬁ).d5

Observando que os vetores normais exteriores a fronteira comum de duas regides sim-
ples sdo opostos, concluimos que as integrais de superficie correspondentes sdo simétricas e,
portanto, se cancelam. Assim,

//aw1 7). dS+- +//8Wn ﬁ)~d5://aw(ﬁﬁ

o que completa a demonstragao. O

Usando o Teorema de Gauss, podemos dar uma interpretacdo para o divergente de um
campo vetorial F num ponto Py. Para isto, consideremos W, o sélido limitado pela esfera de
raio 7 e centro no ponto Py, contido no subconjunto aberto de R® no qual F é de classe C'.

Aplicando o Teorema de Gauss ao campo E sobre W,, obtemos:
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// ,(v'ﬁ)'dsz//aw,(ﬁ'ﬁ)'ds

onde 71 representa o campo de vetores normais unitdrios exteriores a W;.
Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais Triplas, existe algum ponto P’ € W, tal que:

/ / (V- F)dxdydz = (V - F)(P') - VoL(W,) (21)

de modo que:

<v~ﬁ><P'>=W//r<f Z

Fazendo o didmetro de W,, d,, tender a zero, obtemos:

lim (V- F)(P) = (V- F)(R),

uma vez que V - F é continua em Py (pois F é de classe C! em um aberto que contém W,) e
d, — 0= P’ — Pj. Assim,

(V-E)(R) —hm// (F-n)
d,—0.J Jow,

ou seja, (V - F)(Py) nos da o fluxo do campo F por unidade de volume em P.

14 Exemplos

Nesta se¢do apresentamos diversos exemplos de calculos referentes ao fluxo de campos veto-
riais através de superficies fechadas.

Exemplo 40. Seja:

R3\ {(0,0,0)} — R3

7

(x,,2) = > 37 z 3 : 3
(2 +y>+2%)2 (P2+y2+22)2 (2 +y?+22)2
um campo vetorial. Calcular o fluxo de F através de S, a esfera centrada na origem de raio a > 0.
Solugdo: A esfera é parametrizada por:

@: [0,7] x[0,21] — R3
(¢,0) —  (asin(¢) cos(0),asin(¢)sin(6),a cos(¢))

e o vetor normal é dado por:
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847(4) ,0) x (qb 0) = (a*sin?(¢) cos(8), a* sin?(¢) sin(), a* sin(¢) cos(¢))

Tem-se:

E(p(¢,0)) = asm(qb)cos(@) asin(¢)sin(6),acos(¢)) =
( )cos(0) sin(¢)sin(6) cos(gb))

a? a2

F(g(4,0)) - (%w 6) x <¢,9>)=M~a2sm2<¢>cos<e>+

22
a* sin®(¢) sin(6) + cozggb) a* sin(¢) cos(¢) = sin’(¢p) cos?(6)+
+ sin3(q>) sin?(0) 4 sin(¢) cos?(¢) = sin®(¢)[cos?(#) + sin?(8)] + sin(¢) cos*(¢) =

= sin’(¢) + (1 —sin*(¢)) sin(¢) = sin®(¢) + sin(¢) — sin’(¢) = sin(¢p).

sin(¢ )sm( ) o

e portanto:

7005 [ [Fonn- (2500 < 00|

= //[o,n]x[o,Zn] sin(¢)d¢pdo = /On /Ozn sin(¢)d0dp = 4n

Portanto, o fluxo deste campo por S, é 47 - e portanto independe do raio da esfera.

Exemplo 41. Considere o campo vetorial:

F: R3\{(0,0,0} — R3

(x/y’Z) = - 37 y 37 - 3
@+ @+t (@24 +2)

Usando o Teorema de Gauss, mostraremos que o fluxo de F que sai da superficie fechada S envolvendo
a origem é 47t.
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Solucdo: Seja W a regido compreendida entre S e S, - a esfera centrada na origem de raio

a > 0. A fronteira de W é oW = SU S;, onde S esta orientada com vetor normal apontando
para fora de W e S, tem vetor normal apontando para a origem.

Como (0,0,0) ¢ W, entdo F é de classe C! em W. Aplicando o Teorema de Gauss ao
campo E sobre W, obtemos:

///W(V'ﬁ)dxdyd2=//aw(?-ﬁ)-ds=//S(ﬁ-ﬁ)-ds+//a(ﬁ-ﬁ)-ds

Um célculo rotineiro mostra que (V - F) = 0. Portanto,

//S(ﬁ.ﬁ)-dsz—//g(ﬁ.ﬁ)-dszzm

Observacio 42. Se F : U C R® — R® é um campo vetorial de classe C2(U, R3), entdo:
V- (VxE)=0.
De fato, sendo F = (M, N, P), como F € C?(U,R®) tem-se M, N, P € C%(U,R). Assim

G F_ (P N oM P N am
~\dy 9z’ 9z 9x'9dx 9y



e portanto:
- Jd (dP ON 0 [OM 0P d [ON oM
V‘””W(@‘E)W(@W)*E(V@)

Pelo Teorema de Schwarz, as derivadas parciais mistas de ordem dois de cada uma das componen-
tes M, N e P sdo iguais, e portanto:

. 2p 2 2 2p 2 2
V. (UxE=2 PN *M 9 PN M

T 0xdy  0xoz * dydz  Oyox T 9zx 9zdy 0

Exemplo 43. Calcular:

//S((va)-ﬁ)-ds

onde S é a unido do cilindro x* + y2 = 1,0 < z < 1, com a porgio do plano z = 0, x2 + y2 <1,
orientada com vetor normal exterior, e F(x,y,z) = (zx 4+ 22y + x, 22yx + y, z*x?).

Exemplo 44. Dado o campo vetorial:

[I: R = R3
(x,y,z) — (xy*x%y,y)

//S(ﬁﬁ)-ds,

onde S ¢ a superficie do sdlido limitado pelo cilindro x> + y*> = 1 eos planosz = 1lez = —1, com a
normal a S apontando para fora do solido.

calcular:

66



Solugdo: S é uma superficie fechada, fronteira da regiao:

W={(xyz) e R|(x¥*+*<1)&(-1<z<1)}.

Usando a férmula (I2) do Teorema de Gauss, temos:

//S(ﬁ-ﬁ) dS = //W(V-P’)dxdydz.

Como (V- F)(x,y,2z) = y? + x%, entdo:

119 P [ s s = [, [ ] -

=2// 2 12V dxdy.
xzﬂzgl(x +y°)dxdy
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Fazendo mudanga de coordenadas polares para resolver a integral dupla, obtemos:

// (x® + y?)dxdy = /Zn /1 Pdrdg = .
x2+12<1 0 0 2
J](Fw)-as =

S

//S((Vxﬁ)-ﬁ)-ds

onde S é a unido do cilindro x* + yz = 1,0 <z <1, com a porgio do plano z = 0, X2 + yz <1,
orientada com vetor normal exterior, e F(x,y,z) = (zx + 22y + x, 2yx + v, z%x?)

Assim,

Exemplo 45. Calcular:

Solugdo: A integral

//S((fo)-ﬁ)-ds

pode ser calculada com o auxilio do Teorema de Stokes. Neste caso, a igualdade nos da:

//S((Vxﬁ)-ﬁ)-dS:?{C?-dr,

onde C é a circunferéncia x> +y> = 1 e z = 1, orientada no sentido anti-horério. Deixo a seu
cargo calcular esta integral de linha.
Vamos resolver a integral:

//S((Vxﬁ)-ﬁ)-ds

usando o Teorema de Gauss. Para isto, considere a regido W C R® limitada por S e pela
superficie S; que é a por¢do do plano z = 1 com x? + y?> < 1, ambas orientadas com vetor
normal apontando para fora de W. Entdo, por (I7):

///WV-(Vxf)dxdydz://SU51((Vxf).ﬁ).ds_ (22)

Pela Observacao B2, o lado esquerdo de (22) é nulo, de modo que:

0://SU51((Vxﬁ)-ﬁ)-ds://S((Vxﬁ)-ﬁ)-d5+//sl((vx?)-ﬁ)-ds

e portanto:

//S((Vx?)-ﬁ)-dsz—//Sl((vXﬁ).ﬁ).ds (23)
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Como V x F = (=3z%yx, x + 2zy — 2xz*, 2%y — 22) e 0 campo de vetores normais unitarios
aS;én=(0,01), temos:

//51((v x F)-f)-dS = //ch+y2§1(y — 1)dxdy.

Usando mudanga polar para resolver esta integral dupla, segue que:

/AZ+y2§1(y — 1)dxdy = /Ozn /Ol(r2 sin(6) — r)drd6 = /02” (%Sm(g) _ %) P

Substituindo este resultado em (23), obtemos:

//S((va)-ﬁ)-dszn.
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