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Introducdo - O que estuda a Geometria Diferencial?

Figura: Uma quantidade n vezes estendida.
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« “Uber die Hypothesen welche die
Geometrie zu Grunde Liegen”,
1854.

Figura: Bernhard Riemann
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« “Uber die Hypothesen welche die
Geometrie zu Grunde Liegen”,
1854.

* Nog&o de “variedade” ([die]
Mannigfaltigkeit) ;

e Originalmente n3o eram,
necessariamente, de dimens3o finita;

Figura: Bernhard Riemann
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Figura: Formas possiveis de um sélido...
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MATHEMATISCHE VORLESUNGEN AN DER UNIVERSITAT GOTTINGEN: V

DIE IDEE
DER RIEMANNSCHEN FLACHE

VON

Dr. HERMANN WEYL

PRIVATDOZENT AN DER UNIVERSITAT GOTTINGEN

Figura: 1913 — "A Ideia de Superficie de Riemann", de Hermann Weyl
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Geometrias Sintéticas

Figura: "Os Elementos"
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Geometria Analitica
M Rﬂ‘!

» R

Figura: Sistema de Coordenadas
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Geometria Sintética

Figura: Axiomas + Fatos
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Francis William Lawvere

Figura: Anders Kock & Francis W. Lawvere
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e A Geometria Diferencial Sintética proposta por Lawvere é formulada no contexto
da Teoria das Categorias;
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e A Geometria Diferencial Sintética proposta por Lawvere é formulada no contexto
da Teoria das Categorias;

e “Mundos”’ e estruturas matematicas de um modo mais geral.
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e A Geometria Diferencial Sintética proposta por Lawvere é formulada no contexto
da Teoria das Categorias;

e “Mundos”’ e estruturas matematicas de um modo mais geral.

e um ramo da Matematica corresponde, grosso modo, a um “mundo matematico”,
uma categoria, composto por objetos e por transformacdes entre esses objetos.
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e Sets
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e Sets

e Grp
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e Sets
e Grp

e Top
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Sets Fu(v)
e Grp

e Top

e Man

11  MAT 5697



Variedade Suave

Geometria Diferencial «~ Variedades Suaves
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(M, 21)
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Variedade Suave

Geometria Diferencial «~ Variedades Suaves

(M, 21)

e M é um espaco topolégico de HausdorfT;

e M tem base enumeravel
e 2 & um atlas maximal de dimens3o n, para algum n € N e de classe C* e cujas
transformagdes sdo as fungdes infinitamente diferenciaveis entre essas
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Construcdes em Man

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N

ML N func3o suave

e MU N é variedade suave;
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Construcdes em Man

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N

ML N func3o suave

e MU N é variedade suave;

e M x N é variedade suave;

e M N N é variedade suave sempre que M h N
Se f th Z entdo f[Z] C M é variedade suave.
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“Lacunas’ de Man

Faltam pullbacks!

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N

14 MAT 5697



“Lacunas’ de Man

Faltam pullbacks!

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N

ML N func3o suave

14 MAT 5697



“Lacunas’ de Man

Faltam pullbacks!

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N
ML N func3o suave

FZ] —= M

|l

Z—N

em geral, njo € uma variedade diferenciavel
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“Lacunas’ de Man

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N

ML N func3o suave

e Quocientes;
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“Lacunas’ de Man

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N

ML N func3o suave

¢ Quocientes;
e Em geral, M N N n3o é variedade diferenciavel,

o f1[Z] C M n3o &, em geral, variedade suave.
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“Lacunas’ de Man

M, N variedades suaves, Z subvariedade de N

ML N func3o suave

Quocientes;

Em geral, M N N n3o é variedade diferenciavel;

f1[Z] € M nio &, em geral, variedade suave.
NM = C> (M, N) ndo é variedade suave.
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Movimento de um Sélido

e B um certo corpo: um sistema 0—dimensional de particulas, uma corda elastica
1—dimensional, uma mebrana 2—dimensional ou um sélido 3—dimensional)
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Movimento de um Sélido

e B um certo corpo: um sistema 0—dimensional de particulas, uma corda elastica
1—dimensional, uma mebrana 2—dimensional ou um sélido 3—dimensional)

e T espaco 1-dimensional, representando os intantes de tempo;

e E, espaco onde o movimento se da.
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Movimento de um Sélido

e B um certo corpo: um sistema 0—dimensional de particulas, uma corda elastica
1—dimensional, uma mebrana 2—dimensional ou um sélido 3—dimensional)

e T espaco 1-dimensional, representando os intantes de tempo;
e E, espaco onde o movimento se da.

Movimento «~ q: Bx T — E,

(particula de B, instante) € B x T +— posi¢do
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Movimento «~ G : B — E ',

particula de B € B x T +» trajetéria em E
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Relacionando as duas descri¢cdes

qg:BxT—E
G:B—ET
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Relacionando as duas descri¢cdes

qg:BxT—E
G:B—ET

e Categoria Cartesiano-Fechada
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Dada (M, 2l) variedade suave, ndo existe variedade suave, D, tal que:
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Dada (M, 2l) variedade suave, ndo existe variedade suave, D, tal que:

T™ = MP
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Dada (M, 2l) variedade suave, ndo existe variedade suave, D, tal que:

™ = MP

Figura: D — a "pedra filosofal” da Geometria Diferencial SE Man fosse cartesiano-fechada...
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campos vetoriais

— T~

microfluxos micro-caminhos
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Ideia de Lawvere

Man — S
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Ideia de Lawvere

Man — S

S ~ “categoria dos espacos suaves e seus morfismos”

e S contém uma cépia da categoria das variedades suaves;
e S fechada por diversas construcdes:

> M, N € Obj(S) = MN N € Obj(S);

» M,N € Obj(S) = N c Obj(S);

> M,N,P € Obj(S) =
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Ideia de Lawvere

Man — S

S ~ “categoria dos espacos suaves e seus morfismos”

e S contém uma cépia da categoria das variedades suaves;
e S fechada por diversas construcdes:
> M,N € Obj(S) = MN N € Obj(S);
» M,N € Obj(S) = N c Obj(S);
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Ideia de Lawvere

Man — S

S ~ “categoria dos espacos suaves e seus morfismos”

e S contém uma cépia da categoria das variedades suaves;
e S fechada por diversas construcdes:
> M, N € Obj(S) = MN N € Obj(S);
» M, N € Obj(S) = N™ ¢ Obj(S);
MxN—P D
» M,N,P cObj(S)= M—P"
» S contém um modelo, R € Obj(S), da reta geométrica.
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R deve admitir, no minimo, a estrutura de anel;
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22  MAT 5697



R deve admitir, no minimo, a estrutura de anel;

e Dois “elementos” especiais, 0 e e, 0 # ¢;

e R admite um subobjeto (n&o trivial) D:

D=[xc€R|x*=0]—R

capaz de representar o fibrado tangente de qualquer espaco suave M:
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R deve admitir, no minimo, a estrutura de anel;

e Dois “elementos” especiais, 0 e e, 0 # ¢;

e R admite um subobjeto (n&o trivial) D:

D=[xc€R|x*=0]—R

capaz de representar o fibrado tangente de qualquer espaco suave M:

™ = MP

e R deve ser uma Q—algebra (ndo necessariamente um corpo).
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Retas, Planos e Espaco Tridimensional
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Anel Comutativo com Unidade em Uma Categoria Cartesiano-Fechada

Definicdo: Uma anel comutativo com unidade em uma categoria cartesiano-
fechada, C, consiste de:
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Anel Comutativo com Unidade em Uma Categoria Cartesiano-Fechada

Definicdo: Uma anel comutativo com unidade em uma categoria cartesiano-
fechada, C, consiste de:

R, objeto de C;
+:Rx R— R, morfismo de C ;
e . : Rx R — R, morfismo de C;

e —: R — R, morfismo de C;
0:1— R, morfismo de C;




Anel Comutativo com Unidade em Uma Categoria Cartesiano-Fechada

Definicdo: Uma anel comutativo com unidade em uma categoria cartesiano-
fechada, C, consiste de:

e R, objeto de C;

e +:Rx R— R, morfismo de C ;
e .: Rx R— R, morfismo de C;

e —: R — R, morfismo de C;

e 0:1— R, morfismo de C;

e e:1— R, morfismo de C

Tais que comutem:
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Associatividade da Adicdo e Multiplicacdo

RxRxR—9%  _poR RxRx R popr
(idR,+)l l+ (idR,-)l l
RxR R RxR . R
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Comutatividade da Adicdo e Multiplicacdo

(m2,71) (m2,m1)

R xR R xR R x R R xR

N S

RxR————R RxR— R
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Elemento Neutro da Adicdo e da Multiplicacdo

(O,idR) R v R 1 x R (e,idR)

| ]

R

1xR
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Elemento Simétrico da Adicao

R !

1
(idR,—)L lo

RxR————=R
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Distributividade da Multiplicacdo Sobre a Soma

((m1,72),(71,73)) (RxR)x(RxR)

Rx RxR R

X
(m,+)j l+

RxR ‘ R
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Anel Comutativo com Unidade em Uma Categoria Cartesiano-Fechada

Anel comutativo com unidade em C ~~ (R, +,-,—,0,€)
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Subobjeto de Quadrados Nilpotentes

S tem limites finitos =
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Subobjeto de Quadrados Nilpotentes

S tem limites finitos =

(): R

tém um equalizador, ou seja,
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Subobjeto de Quadrados Nilpotentes

S tem limites finitos =

(): R

tém um equalizador, ou seja,

2

()
D=[d.R|d*=0]— R—=R
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Como se ..."pertencesse”

Sets ~ r € X;
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Como se ..."pertencesse”

Sets ~ r € X;
S~ 7
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Como se ..."pertencesse”

Sets ~ r € X;
S~ 7
X, R € Obj(S)
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Como se ..."pertencesse”

Sets ~ r € X;
S~ 7
X, R € Obj(S)
|—r€xR
X5 R D

S tem objeto terminal, 1 =
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Como se ..."pertencesse”

Sets ~ r € X;
S~ 7
X, R € Obj(S)
|—r€xR
X5 R D

S tem objeto terminal, 1 =
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Categoria dos Espacos Suaves

(S, (R, +,-,—,0,¢))
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Um Axioma para Derivacdo

S ~~ categoria com todas as propriedades mencionadas anteriormente (existe?);
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Um Axioma para Derivacdo

S ~~ categoria com todas as propriedades mencionadas anteriormente (existe?);

Axioma de Kock-Lawvere: Em (S,(R,+,-,0,¢€)), para qualquer f : D — R
existe um Gnico b € R tal que:

(Vd € D)(f(d) = f(0) + b - d)
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Micro“‘afinidades Eletivas”
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Micro“‘afinidades Eletivas”

“Todo morfismo f : D — R é essencialmente uma funcao afim”

(Vd € D)(f(d) = f(0) + b-d)
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Micro“‘afinidades Eletivas”

“Todo morfismo f : D — R é essencialmente uma funcao afim”

(Vd € D)(f(d) = £(0) + b- d)

e b & lnico.

e Axioma de Kock-Lawvere «~ Principio da Microafinidade
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Dé téq "pequeno'' que nao se pode
td}\islting'uir o grafico de uma fung¢ao

de D em R de um segmento de reta
e, a0 mesmo tempo, é"grande" o
sti’fiéiente para que o coeficiente
angular desta reta seja unicamente
determinado.




(Por incrivel que pareca) R é corpo

(R,+,+,—,0,¢€) & corpo, ou seja,




(Por incrivel que pareca) R é corpo

(R,+,+,—,0,¢€) & corpo, ou seja,

(Vx € R)(x # 0 = x invertivel)
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Proposicao: Em (S,(R,+,-,—,0,¢e)) vale a seguinte dedugdo, para quaisquer
a,beR:

(Vd e D)(a-d=b-d)
a=>b




Proposicao: Em (S,(R,+,-,—,0,¢e)) vale a seguinte dedugdo, para quaisquer
a,beR:

(Vd e D)(a-d=b-d)
a=>b

“ds quantificados universalmente podem ser cancelados”
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e Hipétese: (Vd € D)(a-d = b-d)
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e Considere f(d) = a- d;
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e Hipétese: (Vd € D)(a-d = b-d)
e Considere f(d) = a- d;
e Hipdtese = f(d) =b-d,;
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Hipétese: (Vd € D)(a-d =b-d)
Considere f(d) = a- d;
Hipétese = f(d) = b - d,

Axioma de Kock-Lawvere =
(Blce R)(Vd e D)(f(d)=a-d=f(0)+c-d=b-d)
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Hipétese: (Vd € D)(a-d =b-d)

Considere f(d) = a- d;

Hipétese = f(d) = b - d,

Axioma de Kock-Lawvere =

(F'c e R)(Vd € D)(f(d)=a-d=f(0)+c-d=b-d)
e c satisfaz (Vd € D)(f(d) = f(0) + c - d);
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Hipétese: (Vd € D)(a-d =b-d)

Considere f(d) = a- d;

Hipétese = f(d) = b - d,

Axioma de Kock-Lawvere =

(F'c e R)(Vd € D)(f(d)=a-d=f(0)+c-d=b-d)
e c satisfaz (Vd € D)(f(d) = f(0) + c - d);

e asatisfaz (Vd € D)(f(d) =f(0)+a-d =a-d);
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Hipétese: (Vd € D)(a-d =b-d)

Considere f(d) = a- d;

Hipétese = f(d) = b - d,

Axioma de Kock-Lawvere =

(F'c e R)(Vd € D)(f(d)=a-d=f(0)+c-d=b-d)
¢ satisfaz (Vd € D)(f(d) = f(0) + c - d);

a satisfaz (Vd € D)(f(d) = f(0)+a-d=a-d);

b satisfaz (Vd € D)(f(d) = f(0)+ b-d = b-d);
Unicidade de c = a=c=b.
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Kock-Lawvere = D # {0}

Proposi¢do: D # {0}.
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Kock-Lawvere = D # {0}

Proposi¢do: D # {0}.

e Para quaisquer b, b’ € R, b # b, considere:
f: D — D g: D — D
d — a+b-d d — a+b-d
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Kock-Lawvere = D # {0}

Proposi¢do: D # {0}.

e Para quaisquer b, b’ € R, b # b, considere:
f: D — D g: D — D
d — a+b-d d — a+b-d
e D={0}=f=g
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Kock-Lawvere = D # {0}

Proposi¢do: D # {0}.

e Para quaisquer b, b’ € R, b # b, considere:

f: D — D g: D — D

d — a+b-d d — a+b-d
D={0}=f=g
Unicidade em Kock-Lawvere = b = b’ (absurdo)
S (D={op =1L
D # {0}

.. D # {0}.
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Peculiaridades de D

e D “absorve”’ elementos de R, ou seja:

(deD)&(beR)=b-deD
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Peculiaridades de D

e D “absorve”’ elementos de R, ou seja:

(deD)&(beR)=b-deD

(b-d)?=b*d?>=b%-0=0.

e D ndo chega a ser um ideal, uma vez que:

(dy € D)&(da € D) % (dy + db) € D
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Peculiaridades de D

e D “absorve”’ elementos de R, ou seja:

(deD)&(beR)=b-deD

(b-d)?=b*d?>=b%-0=0.

e D ndo chega a ser um ideal, uma vez que:
(di € D)&(dr € D) # (d1 + d2) € D
Se D fosse ideal, teriamos, para d; € D qualquer:

(Vdo € D)((dy + b))’ = d? 42-dr-do+ d3 =2-dy-do =0)
=0 =0
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Peculiaridades de D

(de S D)(2 cd-do = 0)
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Peculiaridades de D

(de S D)(2 cd-do = 0)

2750=>(Vd2€D)(d1-d2=0)

(Vdy € D)(dy - db = 0 - dp) ™ mERmeme 5 — 0

D = {0}
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Peculiaridades de D

* (Vd € D)((d = 0) v (d #0))
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Peculiaridades de D

e (Vd e D)((d =0) v (d #0))
f: D — R

o e sed#0 éfungdo;
d = {o sed =0
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Peculiaridades de D

* (Vd € D)((d = 0) v (d #0))

f: D — R
o e sed#0 éfungdo;
d = {o sed =0

o Kock-Lawvere = (3!b € R)(Vd € D)(f(d) = f(0) + b - d)
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Peculiaridades de D

(Vd € D)((d =0) v (d #0))

f: D — R
o e sed#0 éfungdo;
d = {o sed =0

Kock-Lawvere = (3!b € R)(Vd € D)(f(d) = f(0) + b- d)
D #{0} = (3do #0) = (e =e> = f(do)?> = (b-do)> = b*> - d2 = b>-0=0)
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Peculiaridades de D

(Vd € D)((d =0) v (d #0))

f: D — R
o e sed#0 éfungdo;
d = {o sed =0

Kock-Lawvere = (3!b € R)(Vd € D)(f(d) = f(0) + b- d)
D #{0} = (3do #0) = (e =e> = f(do)?> = (b-do)> = b*> - d2 = b>-0=0)
R = {0} (absurdo)

F=(Vd € D)((d =0) v (d #0))
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