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Introdução - O que estuda a Geometria Diferencial?

Figura: Uma quantidade n vezes estendida.
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Figura: Bernhard Riemann

• “Über die Hypothesen welche die
Geometrie zu Grunde Liegen”,
1854.

• Noção de “variedade” ([die]
Mannigfaltigkeit) ;

• Originalmente não eram,
necessariamente, de dimensão finita;

3 MAT 5697



Figura: Bernhard Riemann

• “Über die Hypothesen welche die
Geometrie zu Grunde Liegen”,
1854.

• Noção de “variedade” ([die]
Mannigfaltigkeit) ;

• Originalmente não eram,
necessariamente, de dimensão finita;

3 MAT 5697



Figura: Bernhard Riemann

• “Über die Hypothesen welche die
Geometrie zu Grunde Liegen”,
1854.

• Noção de “variedade” ([die]
Mannigfaltigkeit) ;

• Originalmente não eram,
necessariamente, de dimensão finita;

3 MAT 5697



Figura: Formas possíveis de um sólido...
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Figura: 1913 – "A Ideia de Superfície de Riemann", de Hermann Weyl
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Geometrias Sintéticas

Figura: "Os Elementos" Figura: Gerard Desargues
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Geometria Analítica

Figura: Sistema de Coordenadas
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Geometria Sintética

Figura: Axiomas ` Fatos
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Francis William Lawvere

Figura: Anders Kock & Francis W. Lawvere
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• A Geometria Diferencial Sintética proposta por Lawvere é formulada no contexto
da Teoria das Categorias;

• “Mundos” e estruturas matemáticas de um modo mais geral.
• um ramo da Matemática corresponde, grosso modo, a um “mundo matemático”,
uma categoria, composto por objetos e por transformações entre esses objetos.
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• Sets

• Grp

• Top

• Man
Figura: M f→ N
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Variedade Suave

Geometria Diferencial ! Variedades Suaves

(M,A)

• M é um espaço topológico de Hausdorff;
• M tem base enumerável
• A é um atlas maximal de dimensão n, para algum n ∈ N e de classe C∞ e cujas
transformações são as funções infinitamente diferenciáveis entre essas
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Construções em Man

M,N variedades suaves, Z subvariedade de N

M
f→ N função suave

• M ∪ N é variedade suave;

• M × N é variedade suave;
• M ∩ N é variedade suave sempre que M t N

• Se f t Z então f a[Z ] ⊆ M é variedade suave.
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“Lacunas” de Man

Faltam pullbacks!

M,N variedades suaves, Z subvariedade de N

M
f→ N função suave

f a[Z ]

��

// M

f
��

Z �
� // N

em geral, não é uma variedade diferenciável
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“Lacunas” de Man

M,N variedades suaves, Z subvariedade de N

M
f→ N função suave

• Quocientes;

• Em geral, M ∩ N não é variedade diferenciável;
• f a[Z ] ⊆ M não é, em geral, variedade suave.
• NM = C∞ (M,N) não é variedade suave.
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Movimento de um Sólido

• B um certo corpo: um sistema 0−dimensional de partículas, uma corda elástica
1−dimensional, uma mebrana 2−dimensional ou um sólido 3−dimensional)

• T espaço 1-dimensional, representando os intantes de tempo;
• E , espaço onde o movimento se dá.

Movimento! q : B × T → E ,

(partícula de B, instante) ∈ B × T 7→ posição
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Ou, também ...

Movimento! q̄ : B → ET ,

partícula de B ∈ B × T 7→ trajetória em E
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Relacionando as duas descrições

q : B × T → E

q̄ : B → ET

• Categoria Cartesiano-Fechada
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Dada (M,A) variedade suave, não existe variedade suave, D, tal que:

TM = MD

Figura: D – a “pedra filosofal” da Geometria Diferencial SE Man fosse cartesiano-fechada...
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Ideia de Lawvere

Man ↪→ S

S  “categoria dos espaços suaves e seus morfismos”

• S contém uma cópia da categoria das variedades suaves;
• S fechada por diversas construções:

I M,N ∈ Obj (S)⇒ M ∩ N ∈ Obj (S);
I M,N ∈ Obj (S)⇒ NM ∈ Obj (S);

I M,N,P ∈ Obj (S)⇒
M × N → P

M → PN

I S contém um modelo, R ∈ Obj (S), da reta geométrica.
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Observe que:

R deve admitir, no mínimo, a estrutura de anel;

• Dois “elementos” especiais, 0 e e, 0 6= e;
• R admite um subobjeto (não trivial) D:

D = Jx ∈ R | x2 = 0K� R

capaz de representar o fibrado tangente de qualquer espaço suave M:

TM = MD

• R deve ser uma Q−álgebra (não necessariamente um corpo).
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Retas, Planos e Espaço Tridimensional

“R × R”

“R”

“R × R × R”
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Anel Comutativo com Unidade em Uma Categoria Cartesiano-Fechada

Definição: Uma anel comutativo com unidade em uma categoria cartesiano-
fechada, C, consiste de:

• R , objeto de C;
• + : R × R → R , morfismo de C ;
• · : R × R → R , morfismo de C;
• − : R → R , morfismo de C;
• 0 : 1→ R , morfismo de C;
• e : 1→ R , morfismo de C

Tais que comutem:
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Associatividade da Adição e Multiplicação

R × R × R
(+,idR) //

(idR ,+)
��

R × R

+
��

R × R
+

// R

R × R × R
(·,idR) //

(idR ,·)
��

R × R

·
��

R × R ·
// R
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Comutatividade da Adição e Multiplicação

R × R
(π2,π1) //

(π1,π2)
��

R × R

+
��

R × R
+

// R

R × R
(π2,π1) //

(π1,π2)
��

R × R

·
��

R × R ·
// R
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Elemento Neutro da Adição e da Multiplicação

1× R
(0,idR) //

π2
))

R × R

a
��
R

1× R
(e,idR) //

π2
))

R × R

·
��
R
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Elemento Simétrico da Adição

R
! //

(idR ,−)
��

1

0
��

R × R
+

// R
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Distributividade da Multiplicação Sobre a Soma

((π1,π2),(π1,π3)) (R × R)× (R × R)
(·,·)

**
R × R × R

33

(π1,+)
��

R × R

+
��

R × R ·
// R
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Anel Comutativo com Unidade em Uma Categoria Cartesiano-Fechada

Anel comutativo com unidade em C  (R,+, ·,−, 0, e)
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Subobjeto de Quadrados Nilpotentes

S tem limites finitos ⇒

( ·)2 : R → R
r 7→ r2 = r · r

e:

0 : R → R
r 7→ 0

têm um equalizador, ou seja,

D = Jd .R | d2 = 0K� R
0
//

( ·)2 // R
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Como se ...“pertencesse”

Sets  r ∈ X ;

S  ?;
X ,R ∈ Obj (S)

` r ∈X R

X
r→ R

S tem objeto terminal, 1 ⇒

` r ∈ R

1 r→ R
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Categoria dos Espaços Suaves

(S, (R,+, ·,−, 0, e))
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Um Axioma para Derivação

S  categoria com todas as propriedades mencionadas anteriormente (existe?);

Axioma de Kock-Lawvere: Em (S, (R,+, ·, 0, e)), para qualquer f : D → R
existe um único b ∈ R tal que:

(∀d ∈ D)(f (d) = f (0) + b · d)
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Micro“afinidades Eletivas”

R

R

f

D

f (0) + b · d
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Micro“afinidades Eletivas”

“Todo morfismo f : D → R é essencialmente uma função afim”

(∀d ∈ D)(f (d) = f (0) + b · d)

• b é único.
• Axioma de Kock-Lawvere! Princípio da Microafinidade
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(Por incrível que pareça) R é corpo

(R,+, ·,−, 0, e) é corpo, ou seja,

(∀x ∈ R)(x 6= 0⇒ x invertível)
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micro-Cancelamento

Proposição: Em (S, (R,+, ·,−, 0, e)) vale a seguinte dedução, para quaisquer
a, b ∈ R :

(∀d ∈ D)(a · d = b · d)

a = b

“ds quantificados universalmente podem ser cancelados”
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• Hipótese: (∀d ∈ D)(a · d = b · d)

• Considere f (d) = a · d ;
• Hipótese ⇒ f (d) = b · d ;
• Axioma de Kock-Lawvere ⇒

(∃!c ∈ R)(∀d ∈ D)(f (d) = a · d = f (0) + c · d = b · d)

• c satisfaz (∀d ∈ D)(f (d) = f (0) + c · d);
• a satisfaz (∀d ∈ D)(f (d) = f (0) + a · d = a · d);
• b satisfaz (∀d ∈ D)(f (d) = f (0) + b · d = b · d);
• Unicidade de c ⇒ a = c = b.
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Kock-Lawvere ⇒ D 6= {0}

Proposição: D 6= {0}.

• Para quaisquer b, b′ ∈ R , b 6= b′, considere:
f : D → D

d 7→ a + b · d
g : D → D

d 7→ a + b′ · d
• D = {0} ⇒ f = g

• Unicidade em Kock-Lawvere ⇒ b = b′ (absurdo)

•
(D = {0})⇒ ⊥

D 6= {0}
• ∴ D 6= {0}.
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Kock-Lawvere ⇒ D 6= {0}
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Peculiaridades de D

• D “absorve” elementos de R , ou seja:

(d ∈ D)&(b ∈ R)⇒ b · d ∈ D

∵ (b · d)2 = b2 · d2 = b2 · 0 = 0.

• D não chega a ser um ideal, uma vez que:

(d1 ∈ D)&(d2 ∈ D) 6⇒ (d1 + d2) ∈ D

Se D fosse ideal, teríamos, para d1 ∈ D qualquer:

(∀d2 ∈ D)((d1 + d2)2 = d2
1︸︷︷︸

=0

+2 · d2 · d2 + d2
2︸︷︷︸

=0

= 2 · d1 · d2 = 0)
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Peculiaridades de D

∴ (∀d2 ∈ D)(2 · d1 · d2 = 0)

2 6= 0⇒ (∀d2 ∈ D)(d1 · d2 = 0)

(∀d2 ∈ D)(d1 · d2 = 0 · d2)
micro-Cancelamento⇒ d1 = 0

∴ D = {0}
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Peculiaridades de D

• (∀d ∈ D)((d = 0) ∨ (d 6= 0))

•
f : D → R

d 7→
{

e se d 6= 0
0 se d = 0

é função;

• Kock-Lawvere ⇒ (∃!b ∈ R)(∀d ∈ D)(f (d) = f (0) + b · d)

• D 6= {0} ⇒ (∃d0 6= 0)⇒ (e = e2 = f (d0)2 = (b · d0)2 = b2 · d2
0 = b2 · 0 = 0)

• R = {0} (absurdo)
•

` ¬(∀d ∈ D)((d = 0) ∨ (d 6= 0))
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