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Axiomas da Geometria Diferencial Sintética

C categoria cartesiano-fechada

Man — C

spe), Em C podemos definir (R, +, -, —,0,€e) com 0 # e, que
admite D como subobjeto ndo trivial;

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Axiomas da Geometria Diferencial Sintética

C categoria cartesiano-fechada

Man — C

spe), Em C podemos definir (R, +, -, —,0,€e) com 0 # e, que
admite D como subobjeto ndo trivial;

spa), Dado f: D — R, db € R tal que
(Vd € D)(f(a+d)=1f(a)+ b-d)
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Axiomas da Geometria Diferencial Sintética

C categoria cartesiano-fechada

Man — C

spe), Em C podemos definir (R, +, -, —,0,€e) com 0 # e, que
admite D como subobjeto ndo trivial;

spa), Dado f: D — R, db € R tal que
(Vd € D)(f(a+d)=1f(a)+ b-d)
(spG), <— R X R compativel com a estrutura de anel;
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Axiomas da Geometria Diferencial Sintética

C categoria cartesiano-fechada

Man — C

spe), Em C podemos definir (R, +, -, —,0,€e) com 0 # e, que
admite D como subobjeto ndo trivial;

spa), Dado f: D — R, db € R tal que
(Vd € D)(f(a+d)=1f(a)+ b-d)

(spG), <— R X R compativel com a estrutura de anel;

spa), (Vx €ER)(x#0=(Fy € R)(x-y=¢))
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Axiomas da Geometria Diferencial Sintética

C categoria cartesiano-fechada

spe)y F:R— R, x €R:

0<fl(x)=
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Axiomas da Geometria Diferencial Sintética

r

C categoria cartesiano-fechada

spe)y F:R— R, x €R:

0<fl(x)=

= f(y) < f(w)]

= [Fe>0)Vy,weR)((x—¢e)<y<w<(x+¢))=
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Axiomas da Geometria Diferencial Sintética

r

C categoria cartesiano-fechada

spe)y F:R— R, x €R:

0<fl(x)=

= [Fe>0)Vy,weR)((x—¢e)<y<w<(x+¢))=
= f(y) < f(w)]

spay, VF:[0,1] = R, 3lg : [0,1] — R tal que g’ = f e g(0) = 0.
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» (C categoria com limites finitos;




Onde podemos interpretar a GDS?

» (C categoria com limites finitos;

» (C deve dispor de uma nocdo de “pertencimento”;
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Onde podemos interpretar a GDS?

» (C categoria com limites finitos;
» (C deve dispor de uma nocdo de “pertencimento”;
> R € 0bj(C), R #[0];
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Onde podemos interpretar a GDS?

» (C categoria com limites finitos;

» (C deve dispor de uma nocdo de “pertencimento”;
> R € 0bj(C), R #[0];

» D=[d.R|d?>=0] — R n3o trivial;

> Vale o Axioma de Kock-Lawvere (e os demais);
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Modelos para a Geometria Diferencial Sintética

[ Que tipo de categoria, C, devemos usar para interpretar a GDS?
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Categoria Cartesiano-Fechada

Definicao:

C categoria cartesiano-fechada
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Categoria Cartesiano-Fechada

Definicao:

C categoria cartesiano-fechada

» C tem todos os limites finitos;
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Categoria Cartesiano-Fechada

Definicao:

C categoria cartesiano-fechada

» C tem todos os limites finitos;
» Para todo A € Obj (C), funtor:

X A: C — C
B — Bx A

BLCO —» BxA™TcxaA
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admite adjunto a direita, que denotamos por:




Categoria Cartesiano-Fechada

admite adjunto a direita, que denotamos por:

C
BA

e @ —
B —
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» C categoria, A, B € Obj (C);

IME INSTITUTO DE MATEMATICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



» C categoria, A, B € Obj (C);

f , .
» A — B é monomorfismo sse:
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Monomorfismos

» C categoria, A, B € Obj(C);
» AL B é monomorfismo sse:
> VC,Vg,h: C — A tais que:

h f
C—=A——B
g

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Monomorfismos

» (C categoria, A, B € Obj(C);

> A —f> B é monomorfismo sse:
> VC,Vg,h: C — A tais que:
f

h
C——=A——8B
g

> Tem-se h=g
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Monomorfismos

» C categoria, A, B € Obj(C);
» AL B é monomorfismo sse:
> VC,Vg,h: C — A tais que:

h f
C—=A——B
g

> Tem-se h=g

f
> Notacado: A — B.
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» Sets = funcdes injetoras;




Monomorfismos

> Sets = funcdes injetoras;

» Grp = homomorfismos de grupo injetores;
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Monomorfismos

> Sets = funcdes injetoras;
» Grp = homomorfismos de grupo injetores;

» Top = funcdes continuas injetoras;
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Monomorfismos

> Sets = funcdes injetoras;
» Grp = homomorfismos de grupo injetores;
» Top = funcdes continuas injetoras;

> Man = funcdes suaves injetoras;
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» C categoria;
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Monomorfismos

» (C categoria;
> A< Obj(C);

» B.L A CE A
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Monomorfismos

» (C categoria;
> A< Obj(C);

» B.L A CE A
f
> (B> A) ~ (C 5 A) sse:
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Monomorfismos

» (C categoria;
> A< Obj(C);

» B.L A CE A
f
> (B> A) ~ (C 5 A) sse:

3B % ¢ isomorfismo tal que B ~ " A comuta
h
C

g
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Definicao:

C categoria qualquer
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Subobjetos

Definicao:

C categoria qualquer

> A€ Obj(C)
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Subobjetos

Definicao:

C categoria qualquer

> A€ Obj(C)
» Mono (A) = {B L | (B € Obj(C))&(f monomorfismo)}
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Subobjetos

Definicao:

C categoria qualquer

> A€ Obj(C)

» Mono (A) = {B L | (B € Obj(C))&(f monomorfismo)}
Mono (A)

~

» Sub(A) =
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Subobjetos

Definicao:

C categoria qualquer

> A< Obj(C)

» Mono (A) = {B L | (B € Obj(C))&(f monomorfismo)}
Mono (A)

~

» Sub(A) =

f
» Um subobjeto de A: [B — A].
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Ordem em Sub (A)

> Ac Obj(C)

\
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Ordem em Sub (A)

> Ac Obj(C)
» Sub (A)
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Ordem em Sub (A)

r

» Ac Obj(C)
» Sub (A)
> . .
[B— A <[C— Al —

IB L ¢ tal que B ~ " A comuta

A

C

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA|
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Ordem em Sub (A)

r

» Ac Obj(C)
» Sub (A)
> . .
[B— A <[C— Al —

IB L ¢ tal que B ~ " A comuta

A

C
» C "bem potenciada” <= (VA € Obj(C))

((Sub (A), <)é um conjunto parcialmente ordenado)
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Classificador de Subobjetos

Definicao:
> Q € Obj(C) (“valores-verdade de C")
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Classificador de Subobjetos

Definicao:
> Q € Obj(C) (“valores-verdade de C")

> 15 Q tais que:

(Ym: B— A)(I'xm: A— Q) tal que:
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Classificador de Subobjetos

Definicao:
> Q € Obj(C) (“valores-verdade de C")

> 15 Q tais que:

(Ym: B— A)(I'xm: A— Q) tal que:

— M _ A

l M

_T.9

¢ pullback. (Q,1 5 Q)
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Um topos é uma categoria £ com:

0D




O que é um topos?

Um topos é uma categoria £ com:

» objeto terminal, 1, e pullbacks;
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O que é um topos?

Um topos é uma categoria £ com:
» objeto terminal, 1, e pullbacks;

» cartesiano-fechada;
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O que é um topos?

Um topos é uma categoria £ com:
» objeto terminal, 1, e pullbacks;
» cartesiano-fechada;

» classificador de subobjetos
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Exemplos de Topoi

> Sets é um topos;
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Exemplos de Topoi

> Sets é um topos;

» (C categoria pequena = Setscop, onde:
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Exemplos de Topoi

> Sets é um topos;

Obj (Sets®™

» (C categoria pequena = Setscop, onde:

) ={F :C°°” — Sets | F funtor}
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Exemplos de Topoi

> Sets é um topos;

» (C categoria pequena = Setscop, onde:

Obj (Sets“™) = {F : C°P — Sets | F funtor}

Mor (Sets®™) = {F 2 G | 5 transformaco natural}

é um topos;
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Exemplos de Topoi

> Sets é um topos;

» (C categoria pequena = Setscop, onde:

Obj (Sets“™) = {F : C°P — Sets | F funtor}

Mor (Sets®™) = {F 2 G | 5 transformaco natural}

é um topos;
» Notacao:

C®: C®? — Sets
D +— Home (D, C)
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Topos de Pré-Feixes

> F:/— Sets” um diagrama de pré-feixes =
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Topos de Pré-Feixes

> F:/— Sets” um diagrama de pré-feixes =

(1im F)(C)

12

3

Fi(C)

l

1

3

(lim F;)(C) = lim F(C)

T
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Topos de Pré-Feixes

> F:/— Sets” um diagrama de pré-feixes =

(1im F)(C)

12

3

lim F;(C)

l

1

3

(lim F;)(C) & lim F(C)

T

> F,G e Sets’” ,GF(C) % Nat (C* x F, G)
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Topos de Pré-Feixes

> F:/— Sets” um diagrama de pré-feixes =

(im F;)(C) = lim F(C)
(im F)(C) = lim Fi(C)

> F,G e Sets’” ,GF(C) % Nat (C* x F, G)
> “pré-feixe de sub-pré-feixes de F", P(F), é o pré-feixe
definido por:

P(F)(C) = {G|G é sub-pré-feixe de C*® x F}
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SCcGxF
G35 P(F)

> (“relagdes”) P(G x F) = Hom (F,P(G));
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Topos de Pré-Feixes

SCcGxF
G P(F)

> (“relagdes”) P(G x F) = Hom (F,P(G));
» Em particular, (G = P(X), F = X)
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Topos de Pré-Feixes

SCcGxF
G P(F)

> (“relagdes”) P(G x F) = Hom (F,P(G));
» Em particular, (G = P(X), F = X)

SCXXP(X) D GxCXXP(X) D
Hom (P(X),P(X)) idp(xy : P(X) = P(X)
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> 1 I) Q;
» & tem colimites finitos = 0 € Obj (£)
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Estrutura de Algebra de Heyting em Q

> 1 J;EL
» & tem colimites finitos = 0 € Obj (&)
> | :1— Q unica seta tal que:

1
|+
T

.90

H

é pullback

—_—<
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» 15 Q;
> —:Q — Q Gnica seta tal que:

—t. 0 ¢ pullback

T
—_—




Estrutura de Algebra de Heyting em Q

> A:Q xQ — Q Gnica seta tal que:

oG @ & pullbed

C

1— . Q
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Estrutura de Algebra de Heyting em Q

> A:Q xQ — Q Gnica seta tal que:

oG @ & pullbed

L
1T .Q
> < é o equalizador das setas:

eq N
<—2QxQ—=Q
1

I E INSTITUTO DE MATEMATICA
M E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO 20/86




> —:Q x Q— Q dnica seta tal que:

— L axQ ¢ pullback

T

é
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Estrutura de Algebra de Heyting em Q

> —:Q x Q — Q dnica seta tal que:

< — A OxQ ¢ pullback

. b

%

» Define-se V:Q x Q — Q
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Estrutura de Algebra de Heyting em Q

> —:Q x Q — Q dnica seta tal que:

< — A OxQ ¢ pullback

» Define-se V:Q x Q — Q
> (Q,V,A,,—) algebra de Heyting.

%

I E INSTITUTO DE MATEMATICA
M E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO 21/86



> &g = {y| i€ I} conjunto de férmulas atémicas;




Semantica do Calculo Proposicional em um Topos

> &g = {yj| i€ I} conjunto de férmulas atémicas;

» valoracao:

V: & — Homg(1,€)
i = V(pi): 1 - Q
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» & conjunto das sentencas;

0D




» & conjunto das sentencas;

>

® - — YHomg(1,E)

A

0




Verofuncionalidade

> (Va € ®)(V(—a=-0V(a)))
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Verofuncionalidade

> (Va € d)(V(~a=-0V(r))
» (Va, B € ®)(V(aApB)= Ao (V(a), V(B))), onde:

IM E INSTITUTO DE MATEMATICA
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> (Va, 8 € ®)(V(aV p) = Vo (V(a), V(B)))




Verofuncionalidade

> (Va,p € ®)(V(aV ) =Vo (V(a), V()
> (Va, 8 € ®)(V(a — B) == o(V(a), V(B)))

25/86




Complemento de Subobjetos

» Complemento de um subobjeto representado por f : B — A:

.

—|>—>

—oxf

D<—D>X

%—
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Intersecao de Subobjetos

» Intersecdo de subobjetos representados por f : B ~— A,
g: C— A

Ao(XfiXg)

l—l<__;D
D<—D>
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» Unido de subobjetos representados por f : B — A,
g:C— A

Vo(xr,Xg)

>
T




Sub (A)

(Sub (A),N,U) é um reticulado.
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Definicao:
» (X, T) espaco topoldgico;
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Definicao:
» (X, T) espaco topoldgico;
» (Open (X),<C) “categoria”:
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Feixes

Definicao:
» (X, T) espaco topoldgico;

» (Open (X), <) “categoria”:

vEuy se UCV

V.
_J ey
Homopen (x)or (U V) = { {@ v caso contrério
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> F : Open(X)°P? — Sets funtor, s € F(U) “se¢do”
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Feixes sobre um Espaco Topolégico

» F: Open (X)°® — Sets funtor, s € F(U) “se¢do”
» F é feixe se:
> VU e, Y{U, f U}aen cobertura aberta de U
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Feixes sobre um Espaco Topolégico

» F: Open (X)°® — Sets funtor, s € F(U) “se¢do”
> F é feixe se:

> YU e T, Y{U, I U} aen cobertura aberta de U
» Se (sa)acn € [Iaen F(Ua) € tal que:

(v, B € A) (F(pifru,)(sa) = F(oifnu,)(s5))
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Feixes sobre um Espaco Topolégico

» F: Open (X)°® — Sets funtor, s € F(U) “se¢do”
> F é feixe se:

> YU e T, Y{U, I U} aen cobertura aberta de U
» Se (sa)acn € [Iaen F(Ua) € tal que:

(v, B € A) (F(pifru,)(sa) = F(oifnu,)(s5))

> Existe um tnico s € F(U) tal que:

(Vo € A) (F(p{), )(s) = sa)
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Feixes sobre um Espaco Topolégico

» F : Open(X)°? — Sets é um feixe sse, para todo U € 7 e

para qualquer cobertura aberta, {U, fog Utaen, de U, o
diagrama:

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Feixes sobre um Espaco Topolégico

» F : Open(X)°? — Sets é um feixe sse, para todo U € 7 e

para qualquer cobertura aberta, {U, fog Utaen, de U, o
diagrama:
>

do
F(U) —Tlaen F(Ua)?H(a,ﬁ)eAxA F(Ua N Ug)
1
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» onde dy e d; sdo tais que:
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Feixes sobre um Espaco Topolégico

» onde dy e d; sdo tais que:
| 2

d
Taen F(Ua) = T(a,syenxn F(Ua N Up)

F(Ua) F(UaﬁUg)

U,
F(puzmuﬁ)

comuta (e d; similarmente), for um equalizador.
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Exemplos de Topoi

» (X, T) espaco topoldgico = Sh (X, 7) é um topos;
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Motivacao:
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Motivacao:

> (X, 7) espaco topoldgico;




Pré-Topologia de Grothendieck

Motivacao:

> (X, 7) espaco topoldgico;

> UET,{Ua@U|a6/\}recobreUse,esése:
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Pré-Topologia de Grothendieck

Motivacao:

> (X, 7) espaco topoldgico;

> UET,{Ua@U|a6/\}recobreUse,esése:

U Ua=U

aeN
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Pré-Topologia de Grothendieck

> vV C Ue{Ua@ U | a € A} recobre U entéo:
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Pré-Topologia de Grothendieck

> vV C Ue{Uag U | a € A} recobre U entéo:

{U, nv '™ va|a€/\} recobre V

| JUnv=Unv=V
aEeN
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Pré-Topologia de Grothendieck

> vV C Ue{Uag U | a € A} recobre U entéo:

{U, nv '™ va|a€/\} recobre V

| JUnv=Unv=V
aEeN

> {U, L U}aen recobre U e
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Pré-Topologia de Grothendieck

> vV C Ue{Uag U | a € A} recobre U entéo:

{U, nv '™ m/V|oz€/\} recobre V

| JUnv=Unv=V
aEeN

> {U, fy U}aen recobre U e

fa
» para todo o € A {Uyp ¢ Ua | B € B} recobre U,, entio:
>
il
{Uap "= U | (o, ) € A x B} recobre U
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Pré-Topologia de Grothendieck em uma Categoria

7

C categoria pequena com pullbacks binarios, A € Obj (C)
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Pré-Topologia de Grothendieck em uma Categoria

C categoria pequena com pullbacks binarios, A € Obj (C)
O que é uma “familia recobridora” de A?
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Pré-Topologia de Grothendieck em uma Categoria

C categoria pequena com pullbacks binarios, A € Obj (C)
O que é uma “familia recobridora” de A?

» Cov(A) = {fo: Ay = A| a € A} recobre A se:
> B Aiso = {B—f>A}€Cov(A);

.
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Pré-Topologia de Grothendieck em uma Categoria

C categoria pequena com pullbacks binarios, A € Obj (C)
O que é uma “familia recobridora” de A?

» Cov(A) = {fo: Ay = A| a € A} recobre A se:
> B—f>Aiso:>{B—f>A}€C0v(A);
> (B, 5 Al a e A} € Cov(A)&(B S A)
= {Aa x4 B3 B|acA} e Cov(B)

.
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Pré-Topologia de Grothendieck em uma Categoria

C categoria pequena com pullbacks binarios, A € Obj (C)
O que é uma “familia recobridora” de A?

» Cov(A) = {fo: Ay = A| a € A} recobre A se:
> B—f>Aiso:>{B—f>A}€C0v(A);
> (B, 5 Al a e A} € Cov(A)&(B S A)
= {Aa x4 B3 B|acA} e Cov(B)

P,

(e}

AB*>
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Pré-Topologia de Grothendieck em uma Categoria

> > (A, B AlaeA}eCov(A) & VaceAh,
{Aas S Ay | B € B} € Cov (As)

foofa

{Aus "= Al (e, 8) € A x B} € Cov (A)
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Pré-Topologia de Grothendieck em uma Categoria

> > (A, B AlaeA}eCov(A) & VaceAh,
{Aas S Ay | B € B} € Cov (As)

foofa

{Aus "= Al (e, 8) € A x B} € Cov (A)

> (A, 3 Ala e} eCov(A){Bs B3 A| B e B} e Cov(A)
tais que:

(VB € B)(3a € N)(3Bs — Ay) Bs ——> A

| A

Aa

= {B3 5 A| 8 € B} € Cov(A)
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» C categoria, C € Obj(C);
» Um crivo sobre C é:




» C categoria, C € Obj(C);
» Um crivo sobre C é:
> S C Ugeoni (¢) Home (B.C)




Crivo

» Um crivo sobre C é:

» C categoria, C € Obj(C);

> S C Ugeonj(c) Home (B, €)
> g € Mor(C) tal que 3f € S com cod (g)

foges

= dom (f) entdo:
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Crivo

feS S C Upeobjcy Hom(D, C)

©
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>

J:

Obj(C) —

C

p(p(Mor (C)))
— J(C)={S|S crivo sobre C}




Topologia de Grothendieck

J: 0Obj(C) — p(p(Mor (C)))
C —  J(C)={S|S crivo sobre C}
» {f € Mor(C) | cod(f) =C} € J(C)

| 2
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Topologia de Grothendieck

J: 0bj(C) — p(p(Mor (C)))

C —  J(C)={S|S crivo sobre C}
» {f € Mor(C) |cod(f)=C} € J(C)
» Re J(C)ef:D— C équalquer morfismo de C,
*(R) :={g|fog e R} e J(D)

| 2
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Topologia de Grothendieck

O—0O
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Topologia de Grothendieck

» R € J(C)eS éum crivo sobre C tal que para todo
(fF:D— C)eR, f*(S) € J(D) entdo S € J(C).
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Topologia de Grothendieck

Re J(C)

F4(S) e J(D)

S crivo

O——0

= S €J(C)
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» ( categoria pequena;




Sitio Pequeno

» (C categoria pequena;

» J:0bj(C) = p(p(Mor(C))) topologia de Grothendieck em
C
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Sitio Pequeno

» (C categoria pequena;

» J:0bj(C) = p(p(Mor(C))) topologia de Grothendieck em
C

» (C,J) é um sitio pequeno
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Um feixe em (C, J) é
> F :(C° — Set tal que:
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Feixe sobre um Sitio

Um feixe em (C, J) é
» F :(C° — Set tal que:
» Para todo R € J(C),
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Feixe sobre um Sitio

Um feixe em (C, J) é
» F :(C° — Set tal que:

(Vg € Mor (C))(cod (g)

» Para todo R € J(C), para toda familia
{xr € F(dom (f)) | f € R} tal que:

= dom (f) = xrog = F(g)(xr))
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Feixe sobre um Sitio

Um feixe em (C, J) é
» F :(C° — Set tal que:

» Para todo R € J(C), para toda familia
{xr € F(dom (f)) | f € R} tal que:

(Vg € Mor (C))(cod (g) = dom (f) = xrog = F(g)(xr))

> Existe um tnico x € F(C) tal que:

(VF € R)(F(f)(x) = xr)
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Exemplo de Topos

(C, J) sitio pequeno = Sh(C, J) é um topos.
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O que é mesmo um modelo para a GDS?

» Um topos munido de um objeto anel comutativo com
unidade (G, (R,+,-,—,0,¢€)), 0 # e, tal que G F GDS
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Ou bem R # {0}, ou bem Sub (D) algebra de Boole

» Sub (D) complementado = “D = {0} U (D \ {0})”
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Ou bem R # {0}, ou bem Sub (D) algebra de Boole

» Sub (D) complementado = “D = {0} U (D \ {0})”

g: D — R
> 1, sed#0 é funcdo;
d = { 0, sed=0
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Ou bem R # {0}, ou bem Sub (D) algebra de Boole

» Sub (D) complementado = “D = {0} U (D \ {0})”

g: D — R
> 1, sed#0 é funcdo;
d = { 0, sed=0

» Kock-Lawvere =
(36 € R)(Vd € D)(g(0+d)=g(0)+d-d=106-4d)
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Ou bem R # {0}, ou bem Sub (D) algebra de Boole

» Sub (D) complementado = “D = {0} U (D \ {0})”

g: D — R
> 1, sed#0 é funcdo;
d = { 0, sed=0

» Kock-Lawvere =

(36 e R)(Vd e D)(g(0+d)=g(0)+d-d=46-d)
> @d#£0) AY 1264512262 2 =0
> R={0}
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Logica Classica + Kock-Lawvere = 7

» Sub (D) complementado (algebra de Boole) = R = {0} x
» Sub (D) pseudo-complementado. v/
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» (C categoria pequena;
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Em que tipo de categoria Sub(D) ndo é Algebra de Boole

» (C categoria pequena;

> Set®” categoria de pré-feixes, ou seja:
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Em que tipo de categoria Sub(D) ndo é Algebra de Boole

» (C categoria pequena;

> Set®”" categoria de pré-feixes, ou seja:
> Obj(Set’”) = {F : C°" — Set}
» Hom (F,G)={F 2 G}
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Em que tipo de categoria Sub(D) ndo é Algebra de Boole

» (C categoria pequena;

> Set®”" categoria de pré-feixes, ou seja:
> Obj(Set’”) = {F : C°" — Set}
» Hom (F,G)={F 2 G}

» D :(C°° — Sets funtor;
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Em que tipo de categoria Sub(D) ndo é Algebra de Boole

» (C categoria pequena;

> Set®”" categoria de pré-feixes, ou seja:
> Obj(Set’”) = {F : C°" — Set}
» Hom (F,G)={F 2 G}

» D :(C°° — Sets funtor;

> Sub (D) = {S € Sets®” | S é subfuntor de D} tem
estrutura de Algebra de Heyting, mas n3o de Algebra de
Boole (ndo é complementada).
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Estrutura de Algebra de Heyting de Sub(D)

» o “maior” subfuntor de D é o préprio D;
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Estrutura de Algebra de Heyting de Sub(D)

» o “maior” subfuntor de D é o préprio D;

» o “menor” subfuntor de D é 0 : C°P — Sets, dado por
0(C) = @ para todo C € Obj(C);

\
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Estrutura de Algebra de Heyting de Sub(D)

\

» o “maior” subfuntor de D é o préprio D;

» o “menor” subfuntor de D é 0 : C°P — Sets, dado por
0(C) = @ para todo C € Obj(C);

» dados S e T, subfuntores de D, tem-se para qualquer
CeO0bj(C),(SVT)C)=S(C)uT(C)e
(SAT)C)=S(C)nT(C);
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Estrutura de Algebra de Heyting de Sub(D)

\

» o “maior” subfuntor de D é o préprio D;

» o “menor” subfuntor de D é 0 : C°P — Sets, dado por
0(C) = @ para todo C € Obj(C);

» dados S e T, subfuntores de D, tem-se para qualquer
CeO0bj(C),(SVT)C)=S(C)uT(C)e
(SAT)C)=S(C)nT(C);

» se S é um subfuntor de D, ent3do para qualquer
C € 0bj(C), tem-se:

(=5)(C) = {x € D(C) [ (Vf : B = C)(f(x) & 5(B))}
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Estrutura de Algebra de Heyting de Sub(D)

» dados S e T, subfuntores de D, para qualquer C € Obj(C),
tem-se:

(S=T)(C)=
={xeD(C) | (Vf:B— C)(f(x) e S(B)=f(x) € T(C))}.
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(5 Vv =5)(C) # D(C)
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Neste “mundo’...

(5 v =5)(C) # D(C)

Principio do Terceiro Excluido x
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Neste “mundo’...

(5 v =5)(C) # D(C)

Principio do Terceiro Excluido x

Axioma de Kock-Lawvere & R # {0} v
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Neste “mundo’...

(5 v =5)(C) # D(C)

Principio do Terceiro Excluido x

Axioma de Kock-Lawvere & R # {0} v

Interpretar GDS em outras categorias;
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» (C categoria pequena, Sets‘”




Categorias Candidatas

» (C categoria pequena, Sets‘”

> Sets®”” é um topos!
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;
» Elementos locais, X = R ~Fx re R
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;
» Elementos locais, X = R ~Fx re R
> (Fx re R)&(Y 3 X)= (Fy roa € R);
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

Y

(Fy roaeR);

(0%

» Elementos locais, X = R ~Fx re R
> (Fx re R)&(Y%X) =

X
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> £ topos;
> 1< 0bj(€&)
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;
> 1 0bj(¢&)
» 15 R~ “elemento global de R":
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

> 1 0bj(¢&)

» 15 R~ “elemento global de R":

» 1 5 R pode ser definido em qualquer estagio Y € Obj (&):
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

> 1 0bj(¢&)

» 15 R~ “elemento global de R":

» 1 5 R pode ser definido em qualquer estagio Y € Obj (&):

Y
N

I
1>

R
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

» (R,+,-,—,0,e) objeto anel comutativo com unidade
(a.cu.) em & =
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

» (R,+,-,—,0,e) objeto anel comutativo com unidade
(a.cu.) em & =

» (VX € Obj(€))(Homg (X, R) tem estrutura de a.c.u.)
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

» (R,+,-,—,0,e) objeto anel comutativo com unidade
(a.cu.) em & =

» (VX € Obj(€))(Homg (X, R) tem estrutura de a.c.u.)

! ]
> X 512 R “elemento neutro da adicdo
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

» (R,+,-,—,0,e) objeto anel comutativo com unidade
(a.cu.) em & =

» (VX € Obj(€))(Homg (X, R) tem estrutura de a.c.u.)
> X 512 R “elemento neutro da adicdo”

|
> X =15 R “elemento unidade”
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos;

» (R,+,-,—,0,e) objeto anel comutativo com unidade
(a.cu.) em & =

» (VX € Obj(€))(Homg (X, R) tem estrutura de a.c.u.)

> X 512 R “elemento neutro da adicdo”

> X 515 R “elemento unidade”

> (Y 5 X) =

a*: Homg (X,R) — Homg (Y,R)
X5 R > Y =R

€ homomorfismo de anéis comutativos com unidade.
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» £ = Sets




» £ = Sets

>

reRr

rra

{x} —R

)
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Nocoes de Logica Categorial

> £ topos
Homg (C, A x B) D
< Hom¢ (C, A) x Homg¢ (C, B)
>
C
moc ic mpoc
X

\

>
]

%
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> FxacRFxbeR




> FxaceRFxbeR
» O que significaFx a-b=b-a?




NocGes de Logica Categorial: Satisfatibilidade

> FxacRFxbeR
» O que significat-x a-b=b-a?
» Fx a-b=b- asignifica:

e
Para a,b € Homg (X,R) tem-se a-b=b-a
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NocGes de Logica Categorial: Quantificador Universal

»  definida indutivamente;
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NocGes de Logica Categorial: Quantificador Universal

»  definida indutivamente;

> #(x) férmula matematica tal que para quaisquer ¥ 5 X
ey b € R ja definimos:

Fy ¢(b).

(o pode ou ndo ocorrer na férmula).
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NocGes de Logica Categorial: Quantificador Universal

»  definida indutivamente;

> #(x) férmula matematica tal que para quaisquer ¥ 5 X
ey b € R ja definimos:

Fy ¢(b).

(o pode ou ndo ocorrer na férmula).
>
Fx Vxo(x)

significa que para todo Y % X e para todo Y b R,
tivermos Fy o(b);
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NocGes de Logica Categorial: Quantificador Universal

»  definida indutivamente;

> #(x) férmula matematica tal que para quaisquer ¥ 5 X
ey b € R ja definimos:

Fy ¢(b).

(o pode ou ndo ocorrer na férmula).
>
Fx Vxo(x)

significa que para todo Y % X e para todo Y b R,
tivermos Fy o(b);

> x (Vx)p(x) entdo Fy (Vx)p(x) para todo Y que “sucede”
X.
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Nocdes de Logica Categorial: Quantificador Existencial

> X € 0bj(&)
» Dizemos que:

Fx (F!x)e(x)

sse para todo Y = X existir um tnico Y bR tal que
Fy o(b).
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> X € Obj(€)




Nocoes de Logica Categorial: Implicacao

> X € 0bj(&)
» Para todo Y 5 X ja tenhamos definido Fy ¢ e Fy
» Dizemos que:

Fx (¢ = ¥)

sse para qualquer Y 5 X tal que Fy ¢ também temos
Fy
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> X € Obj (&)




Nocoes de Logica Categorial: Conjuncao

> X € Obj(€)

» Para todo Y 3 X ja tenhamos definido Fy ¢ e Fy 1)
» Dizemos que:

Fx (p A )
sse Fx w e Fx 1.
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» Dadoskx ace R,Fx beR




» Dadoskx ace R,Fx beR
> txa-b=b-a=




» Dadoskx ace R,Fx beR
> txa-b=b-a=
» Para todo Y -2 X tem-se:

Fy a*(a) - a*(b) = a*(b) - a*(a)







> £ topos;

> R —f> R, Ry N R, setas;




Principio da Extensionalidade para Funcoes

> & topos;
> R —f> Ry, Ry E) R> setas;
> (f=g) <= F1 (¥x)(fox=gox)
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> (V.7 € RP)(3!(a,b) € R x R)(Vd € D)(F(d) = a+ b-d)
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Kock-Lawvere em Topoi

> (V.7 € RP)(3(a,b) € R x R)(Vd € D)(F(d)=a+b-d)
» Para qualquer X € Obj(C) e para qualquer X 1 RD
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Kock-Lawvere em Topoi

> (V.Z € RP)(3!(a, b) € R x R)(Vd € D)(F(d) = a+ b-d)

» Para qualquer X € Obj(C) e para qualquer X 1 RD

. 7 g b
P existir um tnico X (a—>) R x R tal que:

> x (Vd € D)(f(d) = a+b-d)
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Kock-Lawvere em Topoi

(V.Z € RPY(3!(a, b) € R x R)(Vd € D)(F(d) = a+ b-d)

Para qualquer X € Obj(C) e para qualquer X 1 RD
(a,b)

existir um Gnico X "=’ R x R tal que:
Fx (Vd € D)(f(d) =a+b-d)

ou seja, para qualquer Y 5 X e para todo Y 4, D, tem-se:

vV vy VYV

Fy f(d) = a*(a) + a*(b) - ¢(d)

onde D s R.
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Modelo da GDS (Dubuc)

Um modelo para a GDS é um par (&,9R) tal que:
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Modelo da GDS (Dubuc)

Um modelo para a GDS é um par (&,9R) tal que:

> £ é um topos;
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Modelo da GDS (Dubuc)

Um modelo para a GDS é um par (&,9R) tal que:

> £ é um topos;
> R= (R7+7'7_70

, €) satisfaz o axioma de Kock-Lawvere em
&
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Modelo da GDS (Dubuc)

Um modelo para a GDS é um par (&,9R) tal que:

> £ é um topos;

» R=(R,+,-,—,0,e) satisfaz o axioma de Kock-Lawvere em
&,

> para todo objeto A € Obj (&) tem-se AP € Obj (&)
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Modelo da GDS (Dubuc)

Um modelo para a GDS é um par (&,9R) tal que:

> £ é um topos;

» R=(R,+,-,—,0,e) satisfaz o axioma de Kock-Lawvere em
&,

> para todo objeto A € Obj (&) tem-se AP € Obj (&)
» Hom (D, ) : £ — & preserva todos os limites indutivos
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> C=R-Alg,




Topoi de Pré-Feixes como modelo para GDS

> C=R—Alg,
>
Obj (R — Alg;, ) =

{R[Xl,l,,] | (n € N)&(I C R[Xq, -+, Xa] ideal)}.
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Topoi de Pré-Feixes como modelo para GDS

> C=R—Alg,
>
Obj (R — Alg;, ) =

{R[Xl,l,,] | (n € N)&(I C R[Xq, -+, Xa] ideal)}.

> Sets® A8rs topos;
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Formulacao Alternativa do Axioma de Kock-Lawvere

.

Axioma de Kock-Lawvere no Contexto Categorial (CCC):

» C uma categoria com todos os limites finitos;
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Formulacao Alternativa do Axioma de Kock-Lawvere

.

Axioma de Kock-Lawvere no Contexto Categorial (CCC):
» C uma categoria com todos os limites finitos;

» (R,+,-,—,0,€e) um objeto anel comutativo com unidade em

C;
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Formulacao Alternativa do Axioma de Kock-Lawvere

.

Axioma de Kock-Lawvere no Contexto Categorial (CCC):
» C uma categoria com todos os limites finitos;
» (R,+,-,—,0,€e) um objeto anel comutativo com unidade em
C;
» D=[d.R|d*>=0]— R.
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Formulacao Alternativa do Axioma de Kock-Lawvere

.

Axioma de Kock-Lawvere no Contexto Categorial (CCC):

» C uma categoria com todos os limites finitos;

» (R,+,-,—,0,€e) um objeto anel comutativo com unidade em

C;
» D=[d.R|d*>=0]— R.

R satisfaz o Axioma de Kock-Lawvere se, e somente se:
a: RxR = RD

_>
ala,b): D — R
(2,6) = d — atb-d
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Neste modelo, R é:




Topoi de Pré-Feixes como modelo para GDS

Neste modelo, R é:

R: R—Alg, —  Set
A — |Al

h Ih|
A—B — |A = |B|
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set € um anel comutativo com
unidade.

(VA € Obj(R — Alg; , )) =

= ((R(A),+a, A, —a,04,ea) é anel comutativo com unidade)
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set € um anel comutativo com
unidade.

> + . :RxR=R,

(VA € Obj(R — Alg; , )) =

= ((R(A),+a, A, —a,04,ea) é anel comutativo com unidade)
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set € um anel comutativo com
unidade.

> + . :RxR=R,
RxR=R;

(VA € Obj(R — Alg; , )) =

= ((R(A),+a, A, —a,04,ea) é anel comutativo com unidade)
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set € um anel comutativo com

unidade.

> + . :RxR=R,
> . :RXR=R;
» —:R=R;

(VA € Obj(R — Alg; , )) =

= ((R(A),+a, A, —a,04,ea) é anel comutativo com unidade)
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set € um anel comutativo com

unidade.

» + . :RXxR=R; » 0:1=R
» . RxR=R;

» —R=R;

(VA € Obj(R — Alg; , )) =

= ((R(A),+a, A, —a,04,ea) é anel comutativo com unidade)
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set € um anel comutativo com

unidade.

> +.-:RXR=R, » 0:1=R
» . RxR=R;

» —R=R; > e: 1= R;

(VA € Obj(R — Alg; , )) =

= ((R(A),+a, A, —a,04,ea) é anel comutativo com unidade)
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set € um anel comutativo com

unidade.

> +.-:RXR=R, » 0:1=R
» . RxR=R;

» —R=R; > e: 1= R;

(VA € Obj(R — Alg; , )) =

= ((R(A),+a, A, —a,04,ea) é anel comutativo com unidade)
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set é um funtor representavel,
ie.,
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Proposicdo: R :R — Alg;, — Set é um funtor representavel,
ie.,

R(e) = Homg_ zn , o (R[X], o)
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Proposicao:

D: R-Alg®
A

%

é um funtor representavel, i.e

D(A) =

Sets

{ac A|d?
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Proposicao:

D: R- Alg‘f).‘;. — Sets
A — D(A)={ac Al|a®>=0}

é um funtor representavel, i.e.,

R(o) = HomsetSR—AlgOP (R[g], ‘)
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> Rle] = %

> Re]={a+b-c|(acR)&(beR)}




Anel dos Niimeros Duais

R[X]
(X?)
> Rle]={a+b-c|(aeR)&(beR)}

> R[] =

» (a+b-e)+(c+d-e)=(a+c)+(b+d)-¢
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Anel dos Niimeros Duais

R[X]

(X?)

> Re]={a+b-c|(acR)&(beR)}

» (a+b-e)+(c+d-e)=(a+c)+(b+d)-¢
» (a+b-€)-(c+d-e)=a-c+(a-d+b-c)-¢

> R[g] —
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Teorema: R satisfaz (vers3o alternativa d) o axioma de Kock-
Lawvere.
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Teorema: R satisfaz (vers3o alternativa d) o axioma de Kock-
Lawvere.

Prova: Em um estagio A qualquer, tem-se:

def. D representavel

RP(A) = Nat(Homg aig, , (A ®) x D, R)
= Nat (Hom (A, ) x Hom (R[e], o), Hom (R[X], e)) =
Yoneda
>~ Nat (HomR,mgch (AR e, o),Hom]R,mgfg (R[X],e)) =
como conJunto

AXA =
= (R x R)(A).

= ‘HOHl]R_A|gt (R[X], A®R[e])| = |A=Re]|
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Teorema: R satisfaz (vers3o alternativa d) o axioma de Kock-
Lawvere.

Prova: Em um estagio A qualquer, tem-se:

def. D representavel

RP(A) = Nat(Homg aig, , (A ®) x D, R)
= Nat (Hom (A, ) x Hom (R[e], o), Hom (R[X], e)) =
Yoneda
>~ Nat (HomR,mgf% (A® [¢], o),Hom]R,mgfg (R[X],e)) =
como conJunto

AXA =
= (R x R)(A).

=~ |Homp_ayg, , (RIX], ASR[E])| = [AGREE]|
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~RP~RxR e (Set" M R)EKL




. (Set®~Algcs. R), onde R é o funtor esquecimento, é um modelo
(Dubuc) para a Geometria Diferencial Sintética.

INSTITUTO DE MATEMATICA
g E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



. (Set®~Algcs. R), onde R é o funtor esquecimento, é um modelo
(Dubuc) para a Geometria Diferencial Sintética.
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Pontos-Fracos deste Topos

» R nao é, sequer, anel local.

Setf—Als . 7 (Vx € R)(Yy € R)(x + y invertivel =

= (x invertivel) V (y invertivel))
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Pontos-Fracos deste Topos

» R nao é, sequer, anel local.

Setf—Als . 7 (Vx € R)(Yy € R)(x + y invertivel =

= (x invertivel) V (y invertivel))

» N3o dispomos de um objeto que represente [0, 1];
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Pontos-Fracos deste Topos

» R nao é, sequer, anel local.

Setf—Als . 7 (Vx € R)(Yy € R)(x + y invertivel =

= (x invertivel) V (y invertivel))

» N3o dispomos de um objeto que represente [0, 1];

R—AIg® . - . o o ,
> Set s 56 “contém” variedades algébricas, nao “contém
todas” as suaves;
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Quem podemos substituir por C?

C =7 = Sets°” £ GDS
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» Man contém o “modelo-padrdo” da reta, R;
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Modelos sobre Sets

» Man contém o “modelo-padrao” da reta, R;
» Man é tal que para todo M, TM € Obj(Man)
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Modelos sobre Sets

» Man contém o “modelo-padrao” da reta, R;
» Man é tal que para todo M, TM € Obj(Man)

» (G, R) é um modelo plenamente bem-adaptado se for
um modelo da GDS que satisfaz, dentre outras:
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Modelos sobre Sets

» Man contém o “modelo-padrao” da reta, R;
» Man é tal que para todo M, TM € Obj(Man)
» (G, R) é um modelo plenamente bem-adaptado se for

um modelo da GDS que satisfaz, dentre outras:
» dm: Man — G pleno e fiel,
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Modelos sobre Sets

» Man contém o “modelo-padrao” da reta, R;
» Man é tal que para todo M, TM € Obj(Man)

» (G, R) é um modelo plenamente bem-adaptado se for
um modelo da GDS que satisfaz, dentre outras:

» dm: Man — G pleno e fiel,
> mR)=R
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Modelos sobre Sets

» Man contém o “modelo-padrao” da reta, R;
» Man é tal que para todo M, TM € Obj(Man)
(G, R) é um modelo plenamente bem-adaptado se for

um modelo da GDS que satisfaz, dentre outras:

» dm: Man — G pleno e fiel,
> mR)=R

» f € Mor(Man) = (m(f)) = m(f")

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Modelos sobre Sets

» Man contém o “modelo-padrao” da reta, R;
» Man é tal que para todo M, TM € Obj(Man)

» (G, R) é um modelo plenamente bem-adaptado se for
um modelo da GDS que satisfaz, dentre outras:
» dm: Man — G pleno e fiel,
> m(R) =R
» f € Mor(Man) = (m(f)) =
»> YM € Obj(Man)(m(TM) =

m(f")
m(M)®)
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