


> Sets¢”, C categoria pequena;




Modelos para a Geometria Diferencial Sintética

> Sets‘”, C categoria pequena;
R: C° — Sets

| 4
A — R(A)=|A
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Modelos para a Geometria Diferencial Sintética

» Sets®”’, C categoria pequena;
R: C° — Sets
A — R(A)=|A

» Ha uma “cépia” de C em Sets®™”

| 2
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Onde podemos interpretar a GDS?

_ Alo®P .
> Em Sets" A= vale o Axioma de Kock-Lawvere com R
funtor esquecimento; v/
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Onde podemos interpretar a GDS?

_ Alo®P .
> Em Sets" A= vale o Axioma de Kock-Lawvere com R
funtor esquecimento; v/

— @ ~ “ Ve - ”
» Em Sets™ A& n3o temos uma copia” de Man x
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Anel Comutativo com Unidade via Algebra Universal

> R = (R,—}—,',—,O,e)
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Anel Comutativo com Unidade via Algebra Universal

> R = (R,—}—,',—,O,e)

» R um conjunto;
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Anel Comutativo com Unidade via Algebra Universal

> m:(R,_‘_a'v_?O?e)
» R um conjunto;
» +,-: RX R — R, ouseja, +,- € Func(R x R, R);
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Anel Comutativo com Unidade via Algebra Universal

» R=(R,+,,—,0,¢)

» R um conjunto;

» +,-: RX R — R, ouseja, +,- € Func(R x R, R);
—: R — R, ou seja, — € Func (R, R);
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Anel Comutativo com Unidade via Algebra Universal

R=(R,+,-,—,0,¢e)

R um conjunto;

+,-: RxX R — R, ou seja, +,- € Func(R x R, R);
—: R — R, ou seja, — € Func (R, R);

0,e: {*} = R, ou seja, 0, e € Func ({*}, R);

vVvyVvVYyyvyy
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Anel Comutativo com Unidade via Algebra Universal

R=(R,+,-,—,0,¢e)

R um conjunto;

+,-: RxX R — R, ou seja, +,- € Func(R x R, R);
—: R — R, ou seja, — € Func (R, R);

0,e: {*} = R, ou seja, 0, e € Func ({*}, R);

vVVvyVYyVvYvyy

o: {+,,-,0,e} — U%ZOFunc(R”,R)
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Anel Comutativo com Unidade via Algebra Universal

R=(R,+,-,—,0,¢e)

R um conjunto;

+,-: RxX R — R, ou seja, +,- € Func(R x R, R);
—: R — R, ou seja, — € Func (R, R);

0,e: {*} = R, ou seja, 0, e € Func ({*}, R);

vVVvyVYyVvYvyy

o: {+,,-,0,e} — U%ZOFunc(R”,R)

P sujeitos a certos axiomas;
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Definicao de Anel Comutativo com Unidade

» Estrutura de anel comutativo em um conjunto R:

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Definicao de Anel Comutativo com Unidade

» Estrutura de anel comutativo em um conjunto R:
¢ {+a'7_707e} U%:OFUHC(RH,R)
®(+):RxR—=R
d():RxR—R
®(-):R—R
(0): {x} > R
o(e): {*} = R

A
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Anel C*> via Algebra Universal

Definicdao: 2 = (A, ®), onde:

> A é conjunto;
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Anel C*> via Algebra Universal

Definicao:

2 = (A, P), onde:

> A é conjunto;
®: UpenC*(R"R) —
(F:R"SR)  — O(f) =

Uners Func (A”; A)

(FA: A" = A)
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Anel C*> via Algebra Universal

Definicdao: 2 = (A, ®), onde:
> A é conjunto;
®: UpenC*(R"R) — Upen Func (A”; A)
(F:R"SR) = &) :=(FA: A" A)’
P> sujeitos a certos axiomas;
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prk: Rx---xRx---R — R
(X1, s Xk 5 Xn) P Xk
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Axiomas de Anel C*

pr: Rx---xRx---R — R
(Xla"'>Xk7"'aXn) = Xk

> 2= (Vxa) - (Pxa) (x5 %) = xk)
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Axiomas de Anel C*

pr: Rx---xRx---R — R
(Xla"'>Xk7"'7Xn) = Xk

> 2A = (Vxa) - (Vxa)(Pr(x1 - xn) = xk)
| 2 f:ho(gl,--- 7gr,) =

A b= (Vx1) - (V) (FOxt, -+ 5 Xm) =

h(g(xl, 586 7Xm); doc ,gn(X1, 586 7Xm)))
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Morfismo de Anel C*

> (A ), (B,V),

» Funcdo ¢ : A — B é morfismo de anéis C* sse
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Morfismo de Anel C*

> (A ), (B,V),

> Vn e NeVf € C®(R"R),

» Funcdo ¢ : A — B é morfismo de anéis C* sse
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Morfismo de Anel C*

> (A ®),(B,V);
» Funcdo ¢ : A — B é morfismo de anéis C* sse
» Vne NeVfelC®(R"R),

>
A" all B" comuta
q>(f)l J/W(f)
A—* B
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A Categoria dos Anéis C*

C*Rng

» Obj(C*Rng) = {A = (A, ®) | A conjunto ® estrutura C>}
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A Categoria dos Anéis C*

C*Rng

» Obj(C*Rng) = {A = (A, ®) | A conjunto ® estrutura C>}
» Mor (C°Rng) = {A 5 B | p é morfismo de anéis C>°}
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Funtor Esquecimento em CRing(e)

U- C*°Rng — CRing
(A,®) = (A S(+), o(, (—),(0), ®(e))))

: -

(B, V) (B, W(+),W(-), ¥(-),¥(0), ¥(e))

10/69




Exemplo de Anel C*

> neN= A=C>(R") = {R"S R}
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Exemplo de Anel C*

> neN= A=C>(R") = {R"S R}
> (C>*(R"),®,) anel C*
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Exemplo de Anel C*

> neN= A=C>(R") = {R"S R}
> (C>*(R™),d,) anel C>
>
®n: UnsoCPR™R) — Uy Func (C(R")™,C*(R")
R".R co(RM)™ L5 coo(RP)
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Exemplo de Anel C*

> neN= A=C>(R") = {R"S R}
> (C>*(R™),d,) anel C>
| 2

R".R C(R")™

®n: UnsoCPR™R) — Uy Func (C(R")™,C*(R")

e C>(R")

B CPRYT s C®(RY)
(flﬂ."7fm) = hO(fi_7

, fm)
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> p:R™ — R" suave




Exemplo de Morfismo de Anéis C™

> ¢ :R™ — R" suave
>
vs: CP[R") — C>®(R™M
f — foyp

» é um morfismo de anéis C°.
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Definicao:
> {(Aa, Pa)la € A}




Produtos de Anéis C*

Definicao:
> {(An, ®o)|a € A}
» O produto é um par (Hae,\ Aa,CD(A)), onde
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Produtos de Anéis C*

Definicao:
> {(An, ®o)|a € A}
» O produto é um par (Hae,\ Aa, <I>(/\)), onde
» Para cada f € C*(R",R),

ON(F)((2)aens , (xd)aer) = (Pal(F)xq, - x8))aen

I E INSTITUTO DE MATEMATICA
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Produto em C*Rng

Em particular, dado (A, ®), podemos munir A x A da estrutura de
anel C*°:
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Produto em C*Rng

anel C°°:

®?) 1 Jpen CP(R"
(f : R" S R)

Em particular, dado (A, ®), podemos munir A x A da estrutura de

R) —  UpenFunc ((A x A)", A x A)

S (D xP)(F):(Ax A > Ax A
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Produto em C*Rng

Em particular, dado (A, ®), podemos munir A x A da estrutura de
anel C*°:

¢(2) : UnEN COO(anR) - UnEN Func ((A X A)n7A x A)
(FRTSR) 5 (dxd)(f):(AxA) > AxA

onde:
SO(F)((x1,y2), -+ » (s yn)) =

= (®(A)xa; -, xn), ®(F) (1, -+ 5 yn))
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Congruéncias em Anéis C*

Definicao:
> (A, ®) anel C*;
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Congruéncias em Anéis C*

Definicao:
> (A, ®) anel C*;
» R C A x A (C°—congruéncia;
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Congruéncias em Anéis C*

Definicao:
> (A, ®) anel C*;
» R C A x A (C°—congruéncia;

> R C A x A relacdo de equivaléncia tal que para todo n € N
e f € C*(R",R) vale:
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Congruéncias em Anéis C*

Definicao:
> (A, ®) anel C*;
» R C A x A (C°—congruéncia;

> R C A x A relacdo de equivaléncia tal que para todo n € N
e f € C*(R",R) vale:

(Xlay1)7 T 7(Xn>yn) €ER=
= (cb(f)(x]_’ 500G ,Xn),(b(f)()/h 500 v_)/n)) cR
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> (A, ) anel C;




> (A, ®) anel C*=;
> R C Ax A C%—congruéncia;




Quocientes em C*Rng

> (A, ®) anel C*;
» R C A x A (C°—congruéncia;
g A
(A0 —.®
a: (49) > (7.9)

a — a

€ um morfismo de anéis C*°.
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O que seria um “ideal” de um anel C>?

Definicao:
> (A, ) anel C;
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O que seria um “ideal” de um anel C>?

Definicao:
> (A, ) anel C;
» R e Cong (A, ®);
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O que seria um “ideal” de um anel C>?

Definicao:
> (A, ) anel C;
» R € Cong (A, ®);
» Umideal C* é Ir = {x € A|(x,0) € R}
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O que seria um “ideal” de um anel C>?

Definicao:
> (A, ) anel C;
» R € Cong (A, ®);
» Umideal C* é Ir = {x € A|(x,0) € R}

>
Ya: Cong(A ®) — J(A, D)
R — {x € A|(x,0) € R}

bijecdo cuja inversa é:

oa: JAP) — Cong (A, ®)
/ = {(x,y) e AxAx—yel}

IM E INSTITUTO DE MATEMATICA
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Ideais (do anel comutativo) U(A, ®) sdo as
Congruéncias

Observacao:

Os ideais de um anel C*, (A, ®), coincidem com os ideais (da
Teoria dos Anéis) de U(A, ).
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Dado X C R", temos:




Exemplos de ldeais de C>*(R")

Dado X C R”, temos:

> m§ ={f eC®(R") | f [x=0}
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Exemplos de ldeais de C>*(R")

Dado X C R”, temos:

> m§ ={f eC®(R") | f [x=0}

»mc;(o:

olelf
{f € C* (R") | (¥x € X)(Va) gqm——rm—(x) = o}
n 1
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Exemplos de ldeais de C>*(R")

Dado X C R”, temos:

> m% = {f €C®(R") | f [x=0}
»mc;(o:
feC™R") | (Vx € X)(¥ olelf 0
€ € (R) | (¥x € X)(¥a) g () =

> mg = {f € C= (R | (3U 2 X)(F [y=0)}
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Anel C* Finitamente Gerado

Definicao:

> (A, ®) é finitamente gerado sse
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Anel C* Finitamente Gerado

Definicao:
> (A, ®) é finitamente gerado sse
» (Idm e N) e (3 S C>*(R™)) tais que:
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Anel C* Finitamente Gerado

Definicao:
> (A, ®) é finitamente gerado sse
» (Idm e N) e (3 S C>*(R™)) tais que:

>
= () s,)
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Anel C* Finitamente Gerado

Definicao:
> (A, ®) é finitamente gerado sse
» (Idm e N) e (3 S C>*(R™)) tais que:

>
= () s,)

©
3

e
N L I U TN ARY
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Categoria dos Anéis C*™ Finitamente Gerados

C™Rng; .

> Obj(C*Rng;, ) =
= {(A,®) | (A, ®) é anel C™ finitamente gerado}
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Categoria dos Anéis C*™ Finitamente Gerados

C™Rng; .

> Obj(C*Rng;, ) =
= {(A,®) | (A, ®) é anel C™ finitamente gerado}
» Mor (C*°Rng; . ) =
= {(A,®) 5 (B,V) | (A, ®) e (B, V) finitamente gerados.}
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» U C R" aberto;




Exemplo de Anel C* Finitamente Gerado

» U C R" aberto;
> yu:R" = Ry tal que xy(x) >0 <= x € U;

C>® R"+1 )
( ) é um anel C*° finitamente

> (V) = —<Y'XU(X) )

gerado.

22/69
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> M € Obj(Man)




Exemplo de Anel C* Finitamente Gerado

» M € Obj(Man)
» C>® (M) =C>(M,R), munido da estrutura:
Dp: UpenC° (R, R) —  Upey Func (C*(M)",C>*(M))
Rn_f)R = (gl?"'7gn)'_>fo(g17"'agn)
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Exemplo de Anel C* Finitamente Gerado

» M € Obj(Man)
» C>® (M) =C>(M,R), munido da estrutura:

Dp: UpenC° (R, R) —  Upey Func (C*(M)",C>*(M))
Rn_f)R = (g17"'7gn)'_>fo(g17"'7gn)

é um anel C* finitamente gerado.
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Variedades Suaves como Anéis C®

>
m: Man — C* Rng
M= (C* (M), )
MAiN ) D e m)
é pleno e fiel;
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Variedades Suaves como Anéis C®

2] >—s M Co(N) ——— > (M)

Aoe—— = W C*(2) — = ¢=(2))

Man fhz C*Rng
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A= (A, d),B = (B,V);
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O Coproduto C*

> A= (A9),B=(BV),
> AR B = (AR B,Q) coproduto
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O Coproduto C*

> A= (A, b),B = (B,V);
> AR B = (AR B, Q) coproduto
>
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> (CZ(R™), ®m), (C=(R"), &)




Concretamente, o Coproduto C*

> (CZ(R™), ®m), (C=(R"), ®n)
> [CP(R™) ®oo C(R7)] = |C=(R™ x R
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Concretamente, o Coproduto C*

> (CZ(R™), ®m), (C=(R"), ®n)
> [CP(R™) ®oo C(R7)] = |C=(R™ x R
> Q= ¢'m+n
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Concretamente, o Coproduto C*

> (57e) (55 %)
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Concretamente, o Coproduto C*

" (

/

il

C(R™) ¢> | <C°°(R

m

J

")

,cbn)

| 4
\
x R" R
RHJ
> ‘COO(R’") _CERY)|
/ J
3 ‘ C®(R™ x R") ‘ 3 ‘coo (R™ x R")
“|(Fomgom [ (Feh&ge | |~ (1J)
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O Coproduto C*>

C* (R™ x R")

» Q=®,,,,, aestrutura de )
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> L& C>Rngg’
> Obj (L) = Obj (C*Rng;"




Categoria dos Loci

& COORng

> Obj (L) = Obj (C*Rng]

> 2 € Obj(C*Rng" ) ~

)
() € Obj (L)
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Categoria dos Loci

& COORng

> Obj(L) = Obj (Cang?Z.)
> 2 € Obj (C”Rng‘f)fg') ~ ((A) € Obj (L)
» % € Homy, ((B, V), (A, ®)) é o nome de um

homomorfismo de anéis C* finitamente gerados,
@ (A ®) = (B V)
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Loci e Anéis C*° Finitamente Gerados

(A @)
lw
(B, V)
op
C*°Rng fe. L = C*Rng fe.
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» L contém uma “cédpia” de Man;




Prendas de L

» L contém uma “cédpia” de Man;

>
S: Man — L

M > 0(C% (M), D)
MEN = e M) TR e (vy)

» pleno, fiel e preserva pullbacks transversais.
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» L tem todos os limites projetivos finitos;
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Prendas de L

» L tem todos os limites projetivos finitos;

» L tem “objetos de infinitesimais”;
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Prendas de L

» L tem todos os limites projetivos finitos;
» L tem “objetos de infinitesimais”;
> R=((C(R));

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Prendas de L

» L tem todos os limites projetivos finitos;
» L tem “objetos de infinitesimais”;
> R=((C(R));

> 0=(52)
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Prendas de L

» L tem todos os limites projetivos finitos;
» L tem “objetos de infinitesimais”;
> R=((C(R));

> 0=(52)

> [a,b] =/ (COOOER)>
Ma,5]
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Prendas de L

L tem todos os limites projetivos finitos;

L tem “objetos de infinitesimais”;

R = {(C=(R));

_ (¢ (R)
D=tz
> [a,b] =/ (COLER))

Ma,b]

C (R?)

’P:R>:€<<y-><>(x)—

1>) = #(C> (RY)) = s(R?)
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» Temos algumas exponenciais;
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Construcoes em L

» Temos algumas exponenciais;
> ((A) € Obj(LL) = ¢(A)P € Obj (L);
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Construcoes em L

» Temos algumas exponenciais;
> ((A) € Obj(LL) = ¢(A)P € Obj (L);

o0 Rn
» Fibrado tangente de um locus ¢ (C(I))
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Construcoes em L

» Temos algumas exponenciais;
> ((A) € Obj(LL) = ¢(A)P € Obj (L);

o0 Rn
» Fibrado tangente de um locus ¢ (C(I))

CR®R™)\Y C(R" x R")
T(ﬁ( / )) —¢ (/(x),{z:iy’”g:i | fel})
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Construcoes em L

» Temos algumas exponenciais;
> ((A) € Obj(LL) = ¢(A)P € Obj (L);

o0 Rn
» Fibrado tangente de um locus ¢ (C(I))

CR®R™)\Y C(R" x R")
v (E (/)) ! (l(x), {Ziyi : g:/ | fe I})

» L n3o tem exponenciais, em geral;
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>

U(C) — T(UA))

U(C) x D — L(A)

)




Veja o que temos em LL

(C) — T(U(A)) >

, UC)xD—((A

)
» Dada M € Obj(Man), tem-se s(M)P = s(TM)
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Veja o que temos em LL

((C) — T(L(A)) >
. UC)xD— ((A)
» Dada M € Obj(Man), tem-se s(M)P = s(TM)

» I, no entanto, ndo tem todas as exponenciais!
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» Sets™”" é um topos!




Construindo um Topos usando L.

> Sets™”” é um topos!

> Sets™”” admite exponenciais;
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Construindo um Topos usando L.

> Sets™”” é um topos!
> Sets™”” admite exponenciais;

> Sets™” tem boas propriedades de “exatid3o”;
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Construindo um Topos usando L.

> Sets™”” é um topos!
> Sets™”” admite exponenciais;
> Sets™”" tem boas propriedades de “exatid3o”;

» Temos uma “cépia” de L em Sets™"”

I E INSTITUTO DE MATEMATICA
M E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO 36/69



Mergulho de Yoneda

¥. C - Sets®”
X Hom (e, X)
X5Y — g : Homg(e,X) = Home(e,Y)
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Mergulho de Yoneda

¥. C - Sets®”
X Hom (e, X)
X5Y — g : Homg(e,X) = Home(e,Y)

é um funtor pleno e fiel;
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Mergulho de Yoneda

¥. C - Sets®”
X Hom (e, X)
X5Y — g : Homg(e,X) = Home(e,Y)

é um funtor pleno e fiel;

» Objetos ~~ Funtores;
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Mergulho de Yoneda

¥. C - Sets®”
X Hom (e, X)
X5Y — g : Homg(e,X) = Home(e,Y)

é um funtor pleno e fiel;

» Objetos ~~ Funtores;
» Morfismos ~~ Transformacdes Naturais
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Lema de Yoneda

Sets®”’

C categoria de anéis e R : C°® — Sets funtor esquecimento
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Lema de Yoneda

Sets®”’

C categoria de anéis e R : C°® — Sets funtor esquecimento

» Lema de Yoneda: “tudo o que precisamos saber sobre X
esta codificado por Homg (e, X)"

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Lema de Yoneda

Sets®”’

C categoria de anéis e R : C°® — Sets funtor esquecimento

> Lema de Yoneda: “tudo o que precisamos saber sobre X
esta codificado por Homg (e, X)"

> Dados F : C° — Sets, X € Obj(C)
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Lema de Yoneda

Sets®”’

C categoria de anéis e R : C°® — Sets funtor esquecimento

> Lema de Yoneda: “tudo o que precisamos saber sobre X
esta codificado por Homg (e, X)"

> Dados F : C° — Sets, X € Obj(C)

» Existe uma bijecao natural:
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Lema de Yoneda

Sets®”’

C categoria de anéis e R : C°® — Sets funtor esquecimento

> Lema de Yoneda: “tudo o que precisamos saber sobre X
esta codificado por Homg (e, X)"

> Dados F : C° — Sets, X € Obj(C)

» Existe uma bijecao natural:

CGF i)
n : Homg (e :>F

\.
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Lema de Yoneda

\.

Sets®”’

C categoria de anéis e R : C°® — Sets funtor esquecimento

> Lema de Yoneda: “tudo o que precisamos saber sobre X
esta codificado por Homg (e, X)"

> Dados F : C° — Sets, X € Obj(C)

» Existe uma bijecao natural:

cE f: i:
n:Home (o, X) = F

> Nat (Hom¢ (e, X), F) = F(X)
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O topos Sets”” modela bem...

r

.

» Sets™”” £ R é anel comutativo com unidade;
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O topos Sets”” modela bem...

r

.

» Sets™”” £ R é anel comutativo com unidade;
» Sets"” E KL:
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O topos Sets”” modela bem...

» Sets™”” £ R é anel comutativo com unidade;
» Sets"” E KL:

» Em Sets™””, podemos definir pré-ordem em R, dada por
R~ = Homy, (e, s(R%))

\.
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O topos Sets”” modela bem...

» Sets™”” £ R é anel comutativo com unidade;
» Sets"” E KL:

» Em Sets™””, podemos definir pré-ordem em R, dada por
R~ = Homy, (e, s(R%))

» Sets"” £ R. é compativel com a estrutura de anel de R

\.
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O topos Sets”” modela bem...

> Sets™”” E R é anel comutativo com unidade;
Sets™”” £ KL;
» Em Sets™””, podemos definir pré-ordem em R, dada por
R~ = Homy, (e, s(R%))

Sets”” E R. é compativel com a estrutura de anel de R

v

vy

op . . ~
Sets™" £ axioma de integracio;

\.
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O topos Sets”” modela bem...

r

v

vy

\.

Sets™” £ R é anel comutativo com unidade;

Sets"” E KL;

Em Sets™””, podemos definir pré-ordem em R, dada por
R~ = Homy, (e, s(R%))

Sets”” E R. é compativel com a estrutura de anel de R
Sets™" £ axioma de integracio;

Em Sets™” temos um “objeto de niimeros naturais”, dado
pelo funtor constante:

N : LLoP —  Sets
L(A) — N
uB) = A » NYN

OIME
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» Em Sets™”” n3o se tem que R seja arquimediano;




o o op
Mas ainda faltam coisas em Sets"

» Em Sets™”” n3o se tem que R seja arquimediano;

» Em Sets™” n3o se tem que [0, 1] seja compacto;
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o o op
Mas ainda faltam coisas em Sets"

» Em Sets™”” n3o se tem que R seja arquimediano;
» Em Sets™” n3o se tem que [0, 1] seja compacto;

op ~ - o . .
» Em Sets™”” n3o dispomos de linguagem robusta o suficiente
para expressar o que significa “R ser anel local”, por
exemplo.
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Topologia de Grothendieck, SOCORRO!

(Vx € R)((x invertivel) V (1 — x) invertivel)
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Topologia de Grothendieck, SOCORRO!

(Vx € R)((x invertivel) V (1 — x) invertivel)

(Vx € R)(3n € N)(x < n)

Como “enunciar” estas coisas?
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Semantica em Topos de Grothendieck

» (C,J) um sitio pequeno, onde C tem todos os limites finitos;
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Semantica em Topos de Grothendieck

» (C,J) um sitio pequeno, onde C tem todos os limites finitos;

» X :(C — Sets pré-feixe tal que:
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Semantica em Topos de Grothendieck

» (C,J) um sitio pequeno, onde C tem todos os limites finitos;
» X :(C — Sets pré-feixe tal que:
> (VR € J(C))(V{xr € X(dom (f)) | f € R})((Vg €
Mor (C))(cod (g) = dom (£))(X(g)(xr) = Xrog))
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Semantica em Topos de Grothendieck

» (C,J) um sitio pequeno, onde C tem todos os limites finitos;

» X :(C — Sets pré-feixe tal que:
> (VR € J(C))(V{xr € X(dom (f)) | f € R})((Vg €

Mor (C))(cod (g) = dom (£))(X(g)(xr) = Xfog))
> (Ix € X(C))(VF € R)(X(f) = xf)
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Semantica em Topos de Grothendieck

» (C,J) um sitio pequeno, onde C tem todos os limites finitos;
» X :(C — Sets pré-feixe tal que:
> (VR € J(C))(V{xr € X(dom (f)) | f € R})((Vg €

Mor (C))(cod (g) = dom (£))(X(g)(xr) = Xfog))
> (Ix € X(C))(VF € R)(X(f) = xf)

é um feixe.
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Semantica em Topos de Grothendieck

» (C,J) um sitio pequeno, onde C tem todos os limites finitos;
» X :(C — Sets pré-feixe tal que:
> (VR € J(C))(V{xr € X(dom (f)) | f € R})((Vg €

Mor (C))(cod (g) = dom (£))(X(g)(xr) = Xfog))
> (Ix € X(C))(VF € R)(X(f) = xf)

é um feixe.

> X feixe ~ “conjuntos”
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Semantica em Topos de Grothendieck

» (C,J) um sitio pequeno, onde C tem todos os limites finitos;

» X :(C — Sets pré-feixe tal que:
> (VR € J(C))(V{xr € X(dom (f)) | f € R})((Vg €

Mor (C))(cod (g) = dom (£))(X(g)(xr) = Xfog))
> (Ix € X(C))(VF € R)(X(f) = xf)

é um feixe.
> X feixe ~ “conjuntos”

» Elementos de X(C) ~~ “elementos de X no estagio C"
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Semantica em Topos de Grothendieck

Proposicao: Mostra-se que:
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Semantica em Topos de Grothendieck

Proposicao: Mostra-se que:

> X feixe = P (X) feixe;
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Semantica em Topos de Grothendieck

Proposicao: Mostra-se que:

> X feixe = P (X) feixe;
> Xi, -+, X, feixes = X x --- x X, feixe
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Semantica em Topos de Grothendieck

Proposicao: Mostra-se que:

> X feixe = P (X) feixe;
> Xi,---, X, feixes = X7 x --- x X, feixe
> X, Y feixes = YX feixe
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Semantica em Topos de Grothendieck

» Predicado n—ario, P do tipo Xj X - -+ X X, ~» um subfeixe
de X1 x -+ x X,
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Semantica em Topos de Grothendieck

» Predicado n—ario, P do tipo Xj X - -+ X X, ~» um subfeixe
de X3 x -+ x X,

» Um funcional n—ario, f ~» morfismo de feixes
X1><---><X,,—f> Y,
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Semantica em Topos de Grothendieck

» Predicado n—ario, P do tipo Xj X - -+ X X, ~» um subfeixe
de X1 x -+ x X,

» Um funcional n—ario, f ~» morfismo de feixes
X1><---><X,,—f> Y;

» Elemento, b, de X ~~ (1 LN X).
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Semantica em Topos de Grothendieck

Exemplos:
> < subfeixe de R x R;
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Semantica em Topos de Grothendieck

Exemplos:
> < subfeixe de R x R;
» +..: R x R — R morfismos de feixes;
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Semantica em Topos de Grothendieck

Exemplos:
> < subfeixe de R x R;
» +..: R x R — R morfismos de feixes;
» 0,1:1— R “elementos” de R
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

» Para cada feixe X, tem-se {x,y,z,x1,x2, -} estoque de
variaveis livres em X;
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

» Para cada feixe X, tem-se {x,y,z,x1,x2, -} estoque de
variaveis livres em X;

> t(x1, - ,x) com FV(t) C {xy,---, xp} sera interpretado
como t: Xy x -+ X, — cod (t).
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

» Para cada C € Obj(C), tem-se
tc : X1(C) x -+ x Xp(C) — cod (t)(C);
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

» Para cada C € Obj(C), tem-se
tc : X1(C) x -+ x Xp(C) — cod (t)(C);
» a; € Xi(C) ~ tc(a1,- - ,an) indutivamente;
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Semantica em Topos de Grothendieck

» C € Obj(C), formula ¢ com FV (¢) C {x1, -, Xn},
a; € X(G;) ~ define-se o que se entende por:

Cl (a1, -, an)
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

> QD(XD"' aXn) é t(Xla"' 7Xn): t/(Xla"' aXn) R

Cl-(ar, -+ ,an) sse tc(ar, -+ ,an) = te(ag, -

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

> QD(XD"' aXn) é t(Xla"' 7Xn) - t/(Xla"' aXn) 2
Cl-(ar, -+ ,an) sse tc(ar, -+ ,an) = te(ar, -+, an)
» t,S termos com FV (), FV(S) C {x1, -, x,} sdo

interpretados como morfismos:
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

> QD(XD"' aXn) é t(Xla"' 7Xn) - t/(Xla"' aXn) 2
Cl-(ar, -+ ,an) sse tc(ar, -+ ,an) = te(ar, -+, an)
» t,S termos com FV (), FV(S) C {x1, -, x,} sdo

interpretados como morfismos:

Xy % x Xp 5 Y, Xy % % Xp > P(Y)
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

> Cl-t(ar, - ,an) € S(a1, -+ ,an)
sse (id¢, tc(a1, -+ ,an)) € S(C)
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Semantica em Topos de Grothendieck

Formulas e Termos

> Cl-t(ar, - ,an) € S(a1, -+ ,an)
sse (id¢, tc(a1, -+ ,an)) € S(C)

» P predicado n—ario,

Cl-P(ar, - ,an) < (a1, - ,an) € P(C)
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Semantica em Topos de Grothendieck

Conectivos
> Clk(eAY)(a1,:--ap) sse
Cl-y(ar, - ,an) e ClF(a, - ,apn)
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Semantica em Topos de Grothendieck

Conectivos
> Clk(eAY)(a1,:--ap) sse
Cl-o(ai, -+ ,an) e Cl-9(a1,--- ,an)
» ClIF(eV)(ar,: -, an) sse existir R € J(C) tal que:
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Semantica em Topos de Grothendieck

Conectivos
> ClF(pA)(a,---ap) sse
Cl-o(ai, -+ ,an) e Cl-9(a1,--- ,an)
» Cl-(eV)(ar,:--,an) sse existir R € J(C) tal que:
V(D 5 C) tem-se ou DI o(X1(F)(a1), - , Xn(F)(an))
ou D I- 'lﬁb(Xl(f)(al)v o ﬂXn(f)(an))
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Semantica em Topos de Grothendieck

Conectivos
> ClF(pA)(a,---ap) sse
Cl-o(ai, -+ ,an) e Cl-9(a1,--- ,an)
» Cl-(eV)(ar,:--,an) sse existir R € J(C) tal que:
V(D 5 C) tem-se ou DI o(X1(F)(a1), - , Xn(F)(an))
ou D IF¢(X1(f)(a1), - -+, Xn(f)(an))

» ClF—¢p(ag,---,ap) sse (VD—> C)
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Semantica em Topos de Grothendieck

Conectivos
> ClF(pA)(a,---ap) sse
Cl-o(ai, -+ ,an) e Cl-9(a1,--- ,an)
» Cl-(eV)(ar,:--,an) sse existir R € J(C) tal que:
V(D 5 C) tem-se ou DI o(X1(F)(a1), - , Xn(F)(an))
ou D IF¢(X1(f)(a1), - -+, Xn(f)(an))

» ClF—¢p(ag,---,ap) sse (VD—> C)

se DI o(X1(f)(a1),- -, Xn(f)(an)) entdo 0 € J(D)
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Semantica em Topos de Grothendieck

Conectivo —

> Cl-(p—¢)(ar,---

se C IF p(X1(f)(a1

entdo C Ik (X1 (F)(

ap) sse para todo D i ¢

)7. 50
31)7..

, Xn(f)(an))

; Xn(f)(an))
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Semantica em Topos de Grothendieck

Quantificadores

» CIF(Yy € Y)(p(y,a1, -+ ,an)) sse para todo D fice
para todo b € Y(D) tem-se:
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Semantica em Topos de Grothendieck

Quantificadores

» CIF(Yy € Y)(p(y,a1, -+ ,an)) sse para todo D fice
para todo b € Y(D) tem-se:

D IF (b, X1(f)(a1), -+, Xa(f)(an))
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Semantica em Topos de Grothendieck

Quantificadores

» CIF(Yy € Y)(p(y,a1, -+ ,an)) sse para todo D fice
para todo b € Y(D) tem-se:

D IF (b, X1(f)(a1), -+, Xa(f)(an))

> CIF(3y e Y)(p(y,a1, - ,an)) sse existir R € J(C) tal
que para todo (D 5N C) € R existir b € Y(D) tal que:

D IF (b, X1(f)(a1), - -+, Xn(f)(an))
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> Sitio pequeno sobre o qual tomar feixes;




Rumo ao Topos de Dubuc

> Sitio pequeno sobre o qual tomar feixes;

» (G, J) onde G é uma categoria de certos tipos de anéis C*°
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Rumo ao Topos de Dubuc

> Sitio pequeno sobre o qual tomar feixes;
» (G, J) onde G é uma categoria de certos tipos de anéis C*°

> “Anéis C*>° germe-determinados”
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Definicao:




Ideal Germe-Determinado

Definicao:
» | C C*>°(R") germe-determinado sse para todo f € C*°(R):
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Ideal Germe-Determinado

Definicao:
» | C C*>°(R") germe-determinado sse para todo f € C*°(R):
>

(vx ez(h= g%[{o}]) (f 1€l [x—= f €.

gel
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Categoria dos Anéis C*° Germe-Determinados

» & (Rn) germe-determinado sse / for germe-determinado;
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Categoria dos Anéis C*° Germe-Determinados

» & (Rn) germe-determinado sse / for germe-determinado;

> |/ C COO(}R”) finitamente gerado = | germe determinado;
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Categoria dos Anéis C*° Germe-Determinados

» & (Rn) germe-determinado sse / for germe-determinado;

> |/ C COO(}R”) finitamente gerado = | germe determinado;

> D — czg{) é germe-determinado;
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Categoria dos Anéis C*° Germe-Determinados

» & (Rn) germe-determinado sse / for germe-determinado;
> |/ C COO(R”) finitamente gerado = | germe determinado;

> D — cz%@) é germe-determinado;

» M € Obj(Man) = C* (M) finitamente apresentado .'.
germe determinado;
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Categoria dos Anéis C>* Germe-Determinados

> mpyy = {f € C*(R) | D [[o,1j= 0 para todo o} é
germe-determinado;
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Categoria dos Anéis C>* Germe-Determinados

> mpyy = {f € C*(R) | D [[o,1j= 0 para todo o} é
germe-determinado;
- ey

o0

é germe-determinado;
Mo,1]
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Categoria dos Anéis C>* Germe-Determinados

> mpyy = {f € C*(R) | D [[o,1j= 0 para todo o} é
germe-determinado;
- ey

o0

é germe-determinado;
"o, 11

> D= % (I;&) ¢é germe-determinado;
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Categoria dos Anéis C>* Germe-Determinados

> mpyy = {f € C*(R) | D [[o,1j= 0 para todo o} é

germe-determinado;
= (R)
Mo 1)

D= C( (I;&) ¢é germe-determinado;

é germe-determinado;

M € Obj(Man) = C> (M) finitamente apresentado .".
germe determinado;

OIME
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Categoria dos Anéis C>* Germe-Determinados

> mpyy = {f € C*(R) | D [[o,1j= 0 para todo o} é
germe-determinado;
G [y

M1

é germe-determinado;

> D= C( (I;&) ¢é germe-determinado;

» M € Obj(Man) = C> (M) finitamente apresentado .'.
germe determinado;

» G categoria dos anéis C*° germe-determinados;
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Ideais Germe-Determinados

» | germe-determinado % / [y={f [y: U =R | f eI}
germe-determinado;
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Ideais Germe-Determinados

» | germe-determinado % / [y={f [y: U =R | f eI}
germe-determinado;

> “fecho” (radical) germe-determinado;
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Familias Localmente Finitas

» {f,: M — R}, é localmente finita se para todo x € M
existir uma vizinhanca Uy tal que f, [y, = 0 exceto por uma
quantidade finita de indices.
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> | C C*>®(R) ideal;




Germe-Radical

> | C C*>®(R) ideal;

» Germe-radical de /:

1= Z fo | (fa)aen € uma familia localmente finita de /
aEN
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Uma Pré-Topologia de Grothendieck em G

> Dado & ( €= ®) ¢ Obj (G), tomamos:
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Uma Pré-Topologia de Grothendieck em G

| 2

) ug

Cov (

€ (U

> Dado & ( ) € Obj (G), tomamos:

@)

)

B COO(R"
N /

Ua

[ {Ua | a €A} € O(Z (/))}
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Uma Pré-Topologia de Grothendieck em G

> Dado & ( ) € Obj (G), tomamos:
>
Con (C ;R)) :

U(x

onde O(Z(I)) cobreturas abertas de Z(/) C R”"

I E INSTITUTO DE MATEMATICA
M E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO 62/69



Uma Topologia de Grothendieck em G

Joov - Obj (G*P) — p(p(Mor (G7)))

JCov (A) —

{SQ U Homg (C, A) |

CeO0bj (Gop)
(Vg € S)(3f € Cov (A))(AC L A)(g = foh)
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Uma Topologia de Grothendieck em G

Jeo (A) — {S € Uc cobjg) Hom(C, A) [ (Vg € S)(3 f € Cov(A))
colA) = (3. C 5 A, = dom(F))(g = Ffoh)}
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Uma Topologia de Grothendieck em G

Joov - Obj (G) = p(p(Mor (G°)))
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Uma Topologia de Grothendieck em G

Joov - Obj (G) = p(p(Mor (G°)))

» Subcanénica: Para todo A € Obj(G)(Homg (A, e) é feixe)
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Uma Topologia de Grothendieck em G

Joov - Obj (G) = p(p(Mor (G°)))

» Subcanénica: Para todo A € Obj(G)(Homg (A, e) é feixe)
» G = (Sh(G°P, Jcoy)




O Topos de Dubuc

G = (Sh(G°P, Jooy) € o topos de Dubuc
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“O Topos Prometido”

» existe um mergulho covariante pleno e fiel de Man em G,
que preserva pullbacks transversais e leva coberturas abertas
em familias recobridoras;

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



“O Topos Prometido”

» existe um mergulho covariante pleno e fiel de Man em G,
que preserva pullbacks transversais e leva coberturas abertas
em familias recobridoras;

» G valida o axioma de Kock-Lawvere e o objeto anel do tipo
linha, R, que é representavel, é um feixe;
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“O Topos Prometido”

» existe um mergulho covariante pleno e fiel de Man em G,
que preserva pullbacks transversais e leva coberturas abertas
em familias recobridoras;

» G valida o axioma de Kock-Lawvere e o objeto anel do tipo
linha, R, que é representavel, é um feixe;

» O objeto anel do tipo linha de G, é um objeto anel local e
até mesmo um corpo internalizado;
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“O Topos Prometido”

» existe um mergulho covariante pleno e fiel de Man em G,
que preserva pullbacks transversais e leva coberturas abertas
em familias recobridoras;

» G valida o axioma de Kock-Lawvere e o objeto anel do tipo
linha, R, que é representavel, é um feixe;

» O objeto anel do tipo linha de G, é um objeto anel local e
até mesmo um corpo internalizado;

» o objeto anel do tipo linha, R, munido da relacdo de ordem
conveniente em G é arquimediano.
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“O Topos Prometido”

» existe um mergulho covariante pleno e fiel de Man em G,
que preserva pullbacks transversais e leva coberturas abertas
em familias recobridoras;

» G valida o axioma de Kock-Lawvere e o objeto anel do tipo
linha, R, que é representavel, é um feixe;

» O objeto anel do tipo linha de G, é um objeto anel local e
até mesmo um corpo internalizado;

» o objeto anel do tipo linha, R, munido da relacdo de ordem
conveniente em G é arquimediano.

» Em G, temos disponivel o correspondente ao intervalo [0, 1],
que é representado por C‘X’(R)/m‘[’ool].
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