


Fatos sobre a categoria dos Anéis C*™

> C°°Rng é uma “variedade de algebras”
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Fatos sobre a categoria dos Anéis C*™

> C°°Rng é uma “variedade de algebras” = HSP;
» U :C*Rng — Sets cria colimites dirigidos;
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Fatos sobre a categoria dos Anéis C*™

> C°°Rng é uma “variedade de algebras” = HSP;
> U :C*°Rng — Sets cria colimites dirigidos;
> X conjunto = L(X) = (C® (RX), dx)
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Fatos sobre a categoria dos Anéis C*™

> C°°Rng é uma “variedade de algebras” = HSP;
> U :C*°Rng — Sets cria colimites dirigidos;
> X conjunto = L(X) = (C® (RX), dx)

L(X
\J
B

u(B,v)

)

» Anel de “polindmios C*", A{X} := A ®c L(X)
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Anéis C>* enquanto Teoria de Lawvere

» Tese de Doutorado de Lawvere, 1963;
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Anéis C>* enquanto Teoria de Lawvere

» Tese de Doutorado de Lawvere, 1963;
» Abordagem categorial da Algebra Universal;
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Anéis C>* enquanto Teoria de Lawvere

» Tese de Doutorado de Lawvere, 1963;
» Abordagem categorial da Algebra Universal;

» Teoria algébrica ~ Categoria com produtos finitos e com
um modelo genérico da teoria;
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» Categoria 7 com:
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Teoria Algébrica

» Categoria 7 com:

> Obj('T):{TO’Tl?...,T”,...
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Teoria Algébrica

» Categoria 7 com:

> TN=Tx---xT

> Obj('T):{TO’Tl?...,T”,...
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Teoria Algébrica

Categoria 7 com:
ObJ(T):{TO7 Tlv"' ’Tn’._.}
Tn=Tx...xT

Um modelo de 7 é um funtor que preserva produtos finitos:
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Teoria Algébrica

Categoria 7 com:
ObJ(T):{TO7 Tlv"' ’Tn’._.}
Tn=Tx...xT

Um modelo de 7 é um funtor que preserva produtos finitos:

F : T — Sets
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Teoria Algébrica

Categoria 7 com:
ObJ(T):{TO7 Tlv"' ’Tn"_.}
Tn=Tx...xT

Um modelo de 7 é um funtor que preserva produtos finitos:

vVvyyvyy

F : T — Sets

» Um homomorfismo de 7 —modelos é uma transformacao
natural;
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Teoria Algébrica

Categoria 7 com:
ObJ(T):{TO7 Tlv"' ’Tn"_.}
Tn=Tx...xT

Um modelo de 7 é um funtor que preserva produtos finitos:

vVvyyvyy

F : T — Sets

» Um homomorfismo de 7 —modelos é uma transformacao
natural;

» Mod categoria dos T —modelos;
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> F,G € Obj(Mody)
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» F,G € Obj(Mody)
» «: F = G morfismo;
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Teoria Algébrica

» F,G € Obj(Mody)
» «: F = G morfismo;

» O seguinte diagrama comuta:

F(T") = G(T")

| |
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Fatos sobre Modelos de Teorias Algébricas

» Mods — Sets’ plena;
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Fatos sobre Modelos de Teorias Algébricas

» Mods — Sets’ plena;
» Mod é fechada por limites;
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Fatos sobre Modelos de Teorias Algébricas

» Mods — Sets’ plena;
» Mod é fechada por limites;
» Mod7 é fechada por colimites dirigidos;
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Fatos sobre Modelos de Teorias Algébricas

» Mods — Sets’ plena;

» Mod é fechada por limites;

» Mod7 é fechada por colimites dirigidos;
» Mod; é completa;
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» Categoria Pol com:




A Teoria Algébrica das R—Algebras

» Categoria Pol com:
» Obj(Pol) = {R"|n € N}
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A Teoria Algébrica das R—Algebras

» Categoria Pol com:
» Obj(Pol) = {R"|n € N}
» Hompg (R™,R") = {p: R™ — R"|p é funcdo polinomial}
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A Teoria Algébrica das R—Algebras

» Categoria Pol com:
» Obj(Pol) = {R"|n € N}
» Hompg (R™,R") = {p: R™ — R"|p é funcdo polinomial}

» Uma R—algebra (em Sets) é um funtor que preserva
produtos finitos:

A : Pol — Sets
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A Teoria Algébrica dos Anéis C*

» Categoria C*° com:
> Obj(coo) = {Rasz'” 7Rn7'”}
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A Teoria Algébrica dos Anéis C*

» Categoria C*° com:
> Obj(coo) = {Rasz'” 7Rn7'”}
» Hom¢~ (R™,R") = C>° (R™,R")
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A Teoria Algébrica dos Anéis C*

» Categoria C*° com

» Obj(C>®)={R,R2 ... R", .-}

> Homew (R™,R") = C (R™, R")

» Um anel C* (em Sets) é um funtor que preserva produtos
finitos:
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A Teoria Algébrica dos Anéis C*

» Categoria C*° com

» Obj(C>®)={R,R2 ... R", .-}

> Homew (R™,R") = C (R™, R")

» Um anel C* (em Sets) é um funtor que preserva produtos
finitos:

A:C>® — Sets
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A Teoria Algébrica dos Anéis C*

Categoria C*° com

Obj (C*®) = {R,R2,~~ JRA-)

Homes (R™,R") = C (R™, R")

Um anel C* (em Sets) é um funtor que preserva produtos
finitos:

vVvyyVvyy

A:C>® — Sets

» Um anel C*° em um topos £ é um funtor que preserva
produtos finitos:
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A Teoria Algébrica dos Anéis C*

» Categoria C*° com
> Ob.l(coo) = {Rasz"' aRnu'”}
» Hom¢~ (R™,R") = C>° (R™,R")
» Um anel C* (em Sets) é um funtor que preserva produtos
finitos:
A:C> — Sets
» Um anel C*° em um topos £ é um funtor que preserva
produtos finitos:
A:C* =&




Definicao:
» Um esboco é uma 4-upla S = (G, D, P, ), onde:




Esbocando Anéis C*

Definicao:
» Um esboco é uma 4-upla S = (G, D, P, ), onde:

» G é um grafo orientado pequeno;
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Esbocando Anéis C*

Definicao:
» Um esboco é uma 4-upla S = (G, D, P, ), onde:
» G é um grafo orientado pequeno;

» D é um conjunto (ou classe) de diagramas pequenos
(ndo-comutativos) sobre G;
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Esbocando Anéis C*

Definicao:
» Um esboco é uma 4-upla S = (G, D, P, ), onde:

» G é um grafo orientado pequeno;

» D é um conjunto (ou classe) de diagramas pequenos
(ndo-comutativos) sobre G;

» P é um conjunto (ou classe) de cones (ndo-comutativos)
sobre G e | é um conjunto (ou classe) de co-cones
(ndo-comutativos) sobre G.
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Esbocando Anéis C*

» Um morfismo de esbocos h: S — S’ é um morfismo entre
os grafos orientados subjacentes que preserva todas estas
estruturas.
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Esbocando Anéis C*

» Um morfismo de esbocos h: S — S’ é um morfismo entre
os grafos orientados subjacentes que preserva todas estas
estruturas.

» S é um esboco geométrico se P é um conjunto de cones
sobre G com bases finitas.

» C categoria pequena ~> sk(C) = (|C|, De, Pe, Ic)
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Esbocando Anéis C*

» Um morfismo de esbocos h: S — S’ é um morfismo entre
os grafos orientados subjacentes que preserva todas estas

estruturas.
» S é um esboco geométrico se P é um conjunto de cones
sobre G com bases finitas.
» C categoria pequena ~> sk(C) = (|C|, De, Pe, Ic)
> |C| é o grafo subjacente;
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Esbocando Anéis C*

» Um morfismo de esbocos h: S — S’ é um morfismo entre
os grafos orientados subjacentes que preserva todas estas

estruturas.
» S é um esboco geométrico se P é um conjunto de cones
sobre G com bases finitas.
» C categoria pequena ~> sk(C) = (|C|, De, Pe, Ic)
> |C| é o grafo subjacente;
» D¢ é a classe de todos os diagramas comutativos pequenos
sobre C
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Esbocando Anéis C*

» Um morfismo de esbocos h: S — S’ é um morfismo entre
os grafos orientados subjacentes que preserva todas estas
estruturas.

» S é um esboco geométrico se P é um conjunto de cones
sobre G com bases finitas.

» C categoria pequena ~> sk(C) = (|C|, De, Pe, Ic)
|C| é o grafo subjacente;

» D¢ é a classe de todos os diagramas comutativos pequenos
sobre C

P> Pc é a classe de todos os cones-limite pequenos sobre C
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Esbocando Anéis C*

» Um morfismo de esbocos h: S — S’ é um morfismo entre
os grafos orientados subjacentes que preserva todas estas
estruturas.

» S é um esboco geométrico se P é um conjunto de cones
sobre G com bases finitas.

» C categoria pequena ~> sk(C) = (|C|, De, Pe, Ic)

> |C| é o grafo subjacente;

» D¢ é a classe de todos os diagramas comutativos pequenos
sobre C

P> Pc é a classe de todos os cones-limite pequenos sobre C

» Jc é a classe de todos os co-cones colimites pequenos sobre C
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Esbocando Anéis C*

Esboco da Teoria dos Anéis C™
» Sce_rng = (G,D,P, D),
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Esbocando Anéis C*

Esboco da Teoria dos Anéis C™
» Sce_rng = (G,D,P, D),

» G tem como conjunto (enumeravel) de seus vértices os
simbolos

Vert (G) = {IR"||n € N} = {|R%], [RY|, |R?|,--- , [R"],--

-}
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Esbocando Anéis C*

Esboco da Teoria dos Anéis C™
> SCoofRng = (g, D, P, @);
» G tem como conjunto (enumeravel) de seus vértices os
simbolos
Vert (G) = {|R"||n € N} = {|R%], |RY|, |R?|,--- , [R"],--- }
> Arestas:

E: Vert(G) x Vert(G) — Arestas(G)
(IR™], |R"]) = [C2(R™,R7)|
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Esbocando Anéis C*

Esboco da Teoria dos Anéis C*™
que h:fo(gl)"' 7gn) R
R

|l

(g,

» Elementos de D: f € C*(R"), g1, -

lgxl)

,&n € C®(R¥) tais

R

ifl

IR
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Esbocando Anéis C*

Esboco da Teoria dos Anéis C™

» Elementos de P: n € Nymy,--- ., my € N tais que
n=mi+---,my, temos em P o cone:

[R”]

y &

IR o IR |
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O que é um anel C>* em uma categoria com
produtos finitos?

» modelo de um esboco S em uma categoria C ~~
f:S—sk(C)
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O que é um anel C>* em uma categoria com
produtos finitos?

» modelo de um esboco S em uma categoria C ~~
f:S—sk(C)
» Categoria Mod(S,C);
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O que é um anel C>* em uma categoria com
produtos finitos?

» modelo de um esboco S em uma categoria C ~~
f:S—sk(C)

» Categoria Mod(S,C);

» objeto-anel C* em C:
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O que é um anel C>* em uma categoria com
produtos finitos?

» modelo de um esboco S em uma categoria C ~~
f:S—sk(C)

» Categoria Mod(S,C);

» objeto-anel C* em C:

A: SCOORng — Sk(C)
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O que é um anel C>* em uma categoria com
produtos finitos?

» modelo de um esboco S em uma categoria C ~~
f:S—sk(C)
» Categoria Mod(S,C);

» objeto-anel C* em C:

A SCocRng = Sk(C)

» C*°Rng(C) é uma categoria denominada “a categoria dos
objetos anel C*° em C".
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> A: SC°°—Rng — Sk(C)
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> A: SC°°—Rng = Sk(C)
> A(|R|) € Obj(C) tem estrutura C*°:
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> A:Sco_rng — sk(C)
> A(|R|) € Obj(C) tem estrutura C*°:

Vi Upen C(RR) — Upey Home(A(IR])", A(IR]))
f —  A(Ifl) : AR = A(R])
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> A:Sco_rng — sk(C)
> A(|R|) € Obj(C) tem estrutura C*°:

Vi Upen C(RR) — Upey Home(A(IR])", A(IR]))
f —  A(Ifl) : AR = A(R])

> (A(|R|),¥) é um anel C*°.
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» Um anel da forma (

Co(R™)

(oo fn)

(0]

m

o)




Anel C* Finitamente Apresentado

» Um anel da forma (7¢m>
(A, ,f)

> (A, ®) isomorfo a um anel C* finitamente apresentado é um
anel C* finitamente apresentavel;
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Anel C* Finitamente Apresentado

» Um anel da forma (7¢m>
(A, ,f)

> (A, ®) isomorfo a um anel C* finitamente apresentado é um
anel C* finitamente apresentavel;

» CRng; , categoria dos anéis C* finitamente apresentados.
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Funtor Exato a Esquerda

Definicao :

Um funtor:

limC | =1
i) =
iel iel

F:C—7D

¢é exato a esquerda sse F preserva todos os limites finitos.

im

(G) F (nﬁ c,-) = lim F(G)

iel icl
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Funtor Exato a Esquerda

Definicao : Um funtor:

F:C—7D

¢é exato a esquerda sse F preserva todos os limites finitos.

i€l icl i€l icl

g

Lex (C, D) categoria de todos os funtores exatos a esquerda de C
em D.
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Definicao : T é uma teoria funtorial se:

0D




Teoria Funtorial

Definicao : T é uma teoria funtorial se:

» Existir CT com limites pequenos;
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Teoria Funtorial

Definicao : T é uma teoria funtorial se:
» Existir CT com limites pequenos;
> F topos de Grothendieck =
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Teoria Funtorial

Definicao : T é uma teoria funtorial se:
» Existir CT com limites pequenos;
> F topos de Grothendieck =

» Modz(T) naturalmente equivalente a:
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Teoria Funtorial

Definicao : T é uma teoria funtorial se:
» Existir CT com limites pequenos;
> F topos de Grothendieck =

» Modz(T) naturalmente equivalente a:

plena

» Lex(Ct,&) — Funct(Cr,F)
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Morfismos Geométricos

» F,E toposes;
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Morfismos Geométricos

» F,E toposes;
» Um morfismo geométrico f : F — £ é um par de funtores:
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Morfismos Geométricos

» F,E toposes;
» Um morfismo geométrico f : F — £ é um par de funtores:

> f.: F — & parte imagem direta de f;
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Morfismos Geométricos

» F,E toposes;

» Um morfismo geométrico f : F — £ é um par de funtores:

f*
> f.: F — & parte imagem direta de f;
> f*:& — F parte imagem inversa;
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Morfismos Geométricos

» F,E toposes;

» Um morfismo geométrico f : F — £ é um par de funtores:

f*
> f.: F — & parte imagem direta de f;
> f*:& — F parte imagem inversa;

> f* exato a esquerda.
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Topos Classificante de Uma Teoria Funtorial

Seja T uma teoria algébrica. T admite um topos classificante
(E[T], M) quando existirem:

(i) um topos de Grothendieck, E[T];
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Topos Classificante de Uma Teoria Funtorial

Seja T uma teoria algébrica. T admite um topos classificante
(E[T], M) quando existirem:

(i) um topos de Grothendieck, E[T];
(i) um modelo M : Ct+ — &[T];
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Topos Classificante de Uma Teoria Funtorial

Seja T uma teoria algébrica. T admite um topos classificante
(E[T], M) quando existirem:

(i) um topos de Grothendieck, E[T];
(i) um modelo M : Ct+ — &[T];
» Para qualquer F,

¢r: Geom (F,E[T]) — Lex(Cr,F)
f=(*f) — Mof*:Cr—>F

€ uma equivaléncia de categorias.
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Topos Classificante da Teoria dos Anéis C™

oo op
O topos de pré-feixes, Sets® ""8tp., munido do funtor esqueci-

mento R : C°°Rng?i’l — Sets classifica a teoria dos anéis C*°:
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Topos Classificante da Teoria dos Anéis C™

oo op
O topos de pré-feixes, Sets® ""8tp., munido do funtor esqueci-

mento R : C°°Rng?i’l — Sets classifica a teoria dos anéis C*°:

Geom (&,Sets® Rm&n) . C>®Rng (&)
f — *(R)
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

» R é anel local sse:
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

> R ¢ anel local sse:
» (Vae R)((a€Inv(R))V (1 —a€Inv(R)))
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

> R ¢ anel local sse:
» (Vae R)((a€Inv(R))V (1 —a€Inv(R)))
> (VaeR)((IbeR)(a-b=1)V(FIbeR)((1—a)-b=1))
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

> R é anel local sse:

» (Vae R)((a€Inv(R))V (1 —a€Inv(R)))

> (VaeR)((IbeR)(a-b=1)V(FIbeR)((1—a)-b=1))

» Em um topos de Grothendieck, £, R é anel local em £ sse a
reunido dos subobjetos (representados por):
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

> R é anel local sse:

» (Vae R)((a€Inv(R))V (1 —a€Inv(R)))

> (VaeR)((IbeR)(a-b=1)V(FIbeR)((1—a)-b=1))
» Em um topos de Grothendieck, £, R é anel local em £ sse a

reunido dos subobjetos (representados por):
» {acR|(3beR)(a-b=1)} =R
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

> R ¢ anel local sse:
» (Vae R)((a€Inv(R))V (1 —a€Inv(R)))
> (VaeR)((IbeR)(a-b=1)V(FIbeR)((1—a)-b=1))
» Em um topos de Grothendieck, £, R é anel local em £ sse a
reunido dos subobjetos (representados por):
» {acR|(3beR)(a-b=1)} =R
» {acR|(FbeR)((1-a)-b=1)} - R
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

> R é anel local sse:

» (Vae R)((a€Inv(R))V (1 —a€Inv(R)))

> (VaeR)((IbeR)(a-b=1)V(FIbeR)((1—a)-b=1))

» Em um topos de Grothendieck, £, R é anel local em £ sse a
reunido dos subobjetos (representados por):

» {acR|(3beR)(a-b=1)} =R
» {acR|(3beR)((1—-a)-b=1)} - R

totaliza R.
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

» £ um topos de Grothendieck;
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

» £ um topos de Grothendieck;
» C>LocRng (&)
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Anel C* Local em um Topos de Grothendieck

» £ um topos de Grothendieck;
» C>LocRng (&)

» Topos classificante para a teoria dos anéis C*° locais = 7
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Anel de Fracoes C*
» A anel C*, ac A;
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Anel de Fracoes C*
» A anel C*, ac A;

> “melhor” anel C* onde uma cépia de a é invertivel;
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Anel de Fracoes C*
» A anel C*, ac A;
> “melhor” anel C* onde uma cépia de a é invertivel;

> A{a71} ena: A— A{a~1} morfismo de anéis C*™ tais que:
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Anel de Fracodes C*
> f:A— Btal que f(a) € BX = 3If : A{a~!} — B tal que:
> fon,=f, ou seja,
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Anel de Fracodes C*
> f:A— Btal que f(a) € BX = 3If : A{a~!} — B tal que:
> fon,=f, ou seja,

A—" Af{a~1}

N

B
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Anel de Fracoes C*° com respeito a um conjunto:
> f:A— Btal que (Va € S)(f(a) € BX) =
3If : A{S71} — B tal que:
> fons=f, ou seja,
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Anel de Fracoes C*° com respeito a um conjunto:
> f:A— Btal que (Va € S)(f(a) € BX) =
3If : A{S71} — B tal que:
> fons=f, ou seja,

A—LE A{ST1}

S

B
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
> (C®(R"),d,), f € C>*(R")
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
> (C®(R"),d,), f € C>*(R")
» Coz(f) ={x € R"| f(x) # 0} = U C R" aberto;
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:

> (> (

> (C*(R
» Coz(f

)
U)

"), ®,), f € C*(R")

={x € R" | f(x) #0} = U C R" aberto;
, ®u)
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
> (C®(R"),d,), f € C>*(R")

» Coz(f)={x e R"|f(x)#0} = U C R" aberto;
> (C™(V), %u)
>

pu: C*([R") — C=(V)
f — f fU
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
> (C®(R"),d,), f € C>*(R")

» Coz(f)={x e R"|f(x)#0} = U C R" aberto;
> (C™(V), %u)
>

pu: C*([R") — C=(V)
f — f fU

> (C®(U),C®(R") & ¢=(U)) é o anel C* de fracBes de
C>°(R") com respeito a f.
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Exemplo:
> U CR"™




Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
» U CR"
> Sy={g e CRM|U C Ug} CC=(R")
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
> UCRY
» Sy={g €C®R")|UC Ug} CC>®(R")
> 15, : C¥(R") — C®(R"){Sy '}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Exemplo:
» U CR"
> Sy={g € C*(R")|U C Uy} C C=(R")
> ns, : C°(R") — C®(RM{Sy~ '}
g ~ pi C2[R") — C>(V)
N h —  hly
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

/ /
' o Su = {g €C*(R) | U C Ug}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

» Frequentemente denotaremos (A, ) por A;
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

» Frequentemente denotaremos (A, ) por A;

> Em geral, A, a€ A# (A{a71},n,: A— A{a1}) anel
local.
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

» Frequentemente denotaremos (A, ) por A;

> Em geral, A, a€ A# (A{a71},n,: A— A{a1}) anel
local.
> A=C*(R),f e C®(R"),f#0
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

» Frequentemente denotaremos (A, ) por A;

> Em geral, A, a€ A# (A{a71},n,: A— A{a1}) anel
local.

> A=C*(R),f e C®(R"),f#0
» Ur=Coz(f) =R\ Z(f)
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

v

Frequentemente denotaremos (A, ) por A;

> Em geral, A, a€ A# (A{a71},n,: A— A{a1}) anel
local.

> A=C>®(R),f € C*(R"),f £0
Ur = Coz(f) =R\ Z(f)
» Para todo x € U,

m, = {g € C*(Ur)|g(x) = 0}

v

é ideal maximal de C* (R).
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Saturacao C*
» Aanel C>®, S CA;
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Saturacdo C*®
> Aanel C®, SCA;
p Goo—sat _ {3 cA ‘ 7]5(3) S (A{S_l})x}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Saturacao C*
» Aanel C>®, S CA;
> Somt = {a€ A|ns(a) € (A{ST})*}
» Exemplo: f € C*°(R") tal que U = Ur, temos
SUf — {f‘}oo—sat_
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

> Algebra Comutativa: / ~ /I = {x € R|(I3n € N)(x" € I)}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

> Algebra Comutativa: / ~ /I = {x € R|(I3n € N)(x" € I)}
> Algebra Comutativa = (p primo = /p = p);
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

> Algebra Comutativa: / ~ /I = {x € R|(I3n € N)(x" € I)}
> Algebra Comutativa = (p primo = /p = p);
> Algebra Comutativa Suave  (p primo = /p = p);
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

> Algebra Comutativa: / ~ /I = {x € R|(I3n € N)(x" € I)}
> Algebra Comutativa = (p primo = /p = p);
> Algebra Comutativa Suave  (p primo = /p = p);

» Algebra Comutativa Suave: p C A primo % Ay anel C*
local.
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

r

Como definir radical de um ideal C*° de modo que A, seja
local?
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

r

Como definir radical de um ideal C*° de modo que A, seja
local?

» Algebra Comutativa: R € Obj(CRing)

\flz{xem (’f) [(X—l—l)_l]’EO}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Como definir radical de um ideal C*° de modo que A, seja
local?

» Algebra Comutativa: R € Obj(CRing)

\flz{xem (7) [(X—l—l)_l]’EO}

» Algebra Comutativa Suave: A € Obj(C*Rng)

Vi .= {a €A (’?) {(a+N71} = 0}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Como definir radical de um ideal C*° de modo que A, seja
local?

» Algebra Comutativa: R € Obj(CRing)

\flz{xem (7) [(X—l—l)_l]’EO}

» Algebra Comutativa Suave: A € Obj(C*Rng)

Vi .= {a €A (’?) {(a+N71} = 0}

» Notacdo: IX ={/ICA| ¥I=1}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

> Algebra Comutativa: R € Obj(CRing) ~

Spec(R) = {p € R | p é ideal primo}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

> Algebra Comutativa: R € Obj(CRing) ~

Spec(R) = {p € R | p é ideal primo}

» Algebra Comutativa Suave: A € Obj(C*Rng) ~

Spec™ (A) ={p C A | (p é ideal primo)&( /p =p)}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski no Espectro
» Algebra Comutativa: Em Spec (R), definimos:
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski no Espectro

» Algebra Comutativa: Em Spec (R), definimos:
> 2€ R~ D*(a) = {p € Spec(R) | 2 ¢ p}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski no Espectro

» Algebra Comutativa: Em Spec (R), definimos:
> ac R~ D>*(a)={p € Spec(R) | a¢p}
> a C A ideal qualquer, Z*° (a) := {p € Spec(R)|p D a}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski no Espectro

» Algebra Comutativa: Em Spec (R), definimos:
> ac R~ D>*(a)={p € Spec(R) | a¢p}
> a C A ideal qualquer, Z*° (a) := {p € Spec(R)|p D a}

Zar := {Spec(R)\ Z* (p)lp € 3(R)}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski no Espectro

» Algebra Comutativa: Em Spec (R), definimos:
> ac R~ D>*(a)={p € Spec(R) | a¢p}
> a C A ideal qualquer, Z*° (a) := {p € Spec(R)|p D a}

Zar := {Spec(R)\ Z* (p)lp € 3(R)}

» (Spec(R),Zar) espectro de Zariski.
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski Suave

> Algebra Comutativa Suave: Em Spec™ (A), definimos:
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski Suave

> Algebra Comutativa Suave: Em Spec™ (A), definimos:
> a€ A~ D™(a) = {p € Spec™ (A) | a ¢ p}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski Suave
> Algebra Comutativa Suave: Em Spec™ (A), definimos:
> 2€ A~ D%(a) = {p € Spec™ (A) | a ¢ p}
> 7% (a) := {p € Spec™ (A)|p 2 a}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski Suave
> Algebra Comutativa Suave: Em Spec™ (A), definimos:
> 2€ A~ D%(a) = {p € Spec™ (A) | a ¢ p}
> 7% (a) := {p € Spec™ (A)|p 2 a}

Zar™ := {Spec™ (A)\ Z=° (p)|p € IX}
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski Suave

> Algebra Comutativa Suave: Em Spec™ (A), definimos:
> a€ A~ D™(a) = {p € Spec™ (A) | a ¢ p}
> 7% (a) := {p € Spec™ (A)lp 2 a}

Zar™ := {Spec™ (A)\ Z=° (p)|p € IX}

» (Spec™ (A), Zar™) espectro de Zariski suave.
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski Suave

> Algebra Comutativa Suave: Em Spec™ (A), definimos:
> a€ A~ D™(a) = {p € Spec™ (A) | a ¢ p}
> 7% (a) := {p € Spec™ (A)lp 2 a}

Zar™ := {Spec™ (A)\ Z=° (p)|p € IX}

» (Spec™ (A), Zar™) espectro de Zariski suave.
> 1a€ ({a1, - ,an}) < Spec™(A) =UL; D>*(a);

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



Topicos de Algebra Comutativa Suave

Topologia de Zariski Suave

> Algebra Comutativa Suave: Em Spec™ (A), definimos:
> a€ A~ D™(a) = {p € Spec™ (A) | a ¢ p}
> 7% (a) := {p € Spec™ (A)lp 2 a}

Zar™ := {Spec™ (A)\ Z=° (p)|p € IX}

» (Spec™ (A), Zar™) espectro de Zariski suave.
> 1a€ ({a1, - ,an}) < Spec™(A) =UL; D>*(a);

» Spec™ (A) é um espaco topoldgico espectral;
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Topicos de Algebra Comutativa Suave

Spec™ : C*°Rng — Top
(A . B ) +— (Spec™(B) ", Spec™ (A))
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Pré-Topologia de Grothendieck

> neN, (a1, -+ ,an) € AX -+ X A tais que

<{al’ ag, - - >an}> =A
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Pré-Topologia de Grothendieck

> neN, (a1, -+ ,an) € AX -+ X A tais que

<{31,82,"' >an}> =A
» {ki:A— Bj|ie{l,---,n}} tal que:
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Pré-Topologia de Grothendieck

> neN, (a1, -+ ,an) € AX -+ X A tais que
({a1,a2,--- ,ap}) = A
» {ki:A— Bj|ie{l,---,n}} tal que:
> Vie{l,---,n}, ki(a;) € Bi*
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Pré-Topologia de Grothendieck

» neN, (a1, -+ ,an
7an}>:A

» {ki:A— Bj|ie{l,---,n}} tal que:
> Vie{L...

({ar, a2, -

)e AX -+ x A tais que

,n}, k,-(a,-) & B,'X

> ki(a)=0=ds; € {a;}° " tal que a5, = 0;

OIME

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO




Pré-Topologia de Grothendieck

| 2

neN, (ar, -, an
7an}>:A

> {k,A—)B,’IE{l,
> Vie{L...

({ar, a2, -

)e AX -+ x A tais que

,n}} tal que:

,n}, k,-(a,-) & B,'X

> ki(a)=0= 3s; € {a;}>° %" tal que a-5; = 0;
> Vb € B; existem ¢ € {a;}°°7%" e d € A tais que

b- k,‘(C) =

ki(d)

coCov (A)

OIME
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Construindo o Topos de Zariski Suave - A
Pré-Topologia de Grothendieck

Note-se que se k; : A — B; satisfaz os itens (i), (ii) e (iii) acima,
entdo tem-se:

(Bi, ki : A— B) = (A{a; Y}, ma - A— Alai 1)),
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A Menos de Isomorfismos...

({a1,--,an}) = A Afar™}

Prp3.9 Nay A{a{l}

UEN
i=1 D>(aj) = Spec™(A)

Nan

A{an_l}
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Construindo o Topos de Zariski Suave - A
Pré-Topologia de Grothendieck

Dado um anel C* finitamente apresentado, uma familia recobri-
dora para A em C*Rngg? ¢ dada por:

Cov (A) ={f°? : B— A|(f : A— B) € coCov (A)}
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Construindo o Topos de Zariski Suave - A
Pré-Topologia de Grothendieck

Dado um anel C* finitamente apresentado, uma familia recobri-
dora para A em C*Rngg? ¢ dada por:

Cov (A) ={f°? : B— A|(f : A— B) € coCov (A)}

Cov é uma pré-topologia em C°°Rng°p. (ver Proposicao 3.10
de [1]).
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Construindo o Topos de Zariski Suave - A Topologia
de Grothendieck

r

Tem-se que
Joov : Obj (C*Rngg,) — p(p(Mor (C*Rngy,)))

Joov (A) =

<_
={S cC U Homeorag,, (B, A)|S € Cov (A)}
BcObj (C>°Rngg,)
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Construindo o Topos de Zariski Suave - A Topologia
de Grothendieck

r

Tem-se que
Joov : Obj (C*Rngg,) — p(p(Mor (C*Rngy,)))

Joov (A) =

<_
={S cC U Homeorag,, (B, A)|S € Cov (A)}
BcObj (C>°Rngg,)

> (C*Rngg’, Joov) sitio pequeno;
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Construindo o Topos de Zariski Suave - A Topologia
de Grothendieck

r

Tem-se que
Joov : Obj (C*Rngg,) — p(p(Mor (C*Rngy,)))

Joov (A) ==

<_
={S cC U Homeorag,, (B, A)|S € Cov (A)}
BcObj (C>°Rngg,)

> (C“Rng?g’,JCOV) sitio pequeno;
» Joov subcanoénica;

» O : C*Rngg, — Sets (esquecimento) feixe estrutural do
topos;
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O Topos Classificante da Teoria dos Anéis C* Locais

Teorema 3.16 (de [1]): Z°° = Sh (C*°Rng’, Jooy), munido do
feixe O é o topos classificante da teoria dos anéis C*° locais:
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O Topos Classificante da Teoria dos Anéis C* Locais

Teorema 3.16 (de [1]): Z°° = Sh (C*°Rng’, Jooy), munido do
feixe O é o topos classificante da teoria dos anéis C*° locais:

Geom (&, Z2°°) ~ C*LocRng (£)
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