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> “New methods for old spaces: Synthetic Differential
Geometry"”, Anders Kock;

» A nocdo de pares de pontos vizinhos é mais basica do que
a de “anel do tipo linha" (que pode ser introduzido
posteriormente);
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Outra Abordagem para a GDS - A Nocao de
Vizinhanca como Conceito Primitivo

> “New methods for old spaces: Synthetic Differential
Geometry"”, Anders Kock;

» A nocdo de pares de pontos vizinhos é mais basica do que
a de “anel do tipo linha" (que pode ser introduzido
posteriormente);

» Conceitos centrais da Geometria Diferencial;
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> M espaco suave;
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> M espaco suave;
» munido de ~pp— M x M
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Nocao Sintética de Vizinhanca

> M espaco suave;
» munido de ~pp— M x M

» Reflexiva: x ~y x;
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Nocao Sintética de Vizinhanca

> M espaco suave;

» munido de ~pp— M x M

» Reflexiva: x ~y x;

> Simétrica: x ~y Yy =y ~uy X
» Nao-transitiva.
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Nocao Sintética de Vizinhanca

M espaco suave;

munido de ~py— M x M
Reflexiva: x ~p x;
Simétrica: x ~y y = y ~p X
Nao-transitiva.

vVVvyVvyVvyYyvyy

M —f> N morfismo em S
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Nocao Sintética de Vizinhanca

M espaco suave;

munido de ~py— M x M
Reflexiva: x ~p x;
Simétrica: x ~y y = y ~p X
Nao-transitiva.

M —f> N morfismo em S
x~my = f(x)~nf(y)

VVyVYyVYyVYYVYYy
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Nocao Sintética de Vizinhanca

» Primeira Vizinhanca da Diagonal de M
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Nocao Sintética de Vizinhanca

» Primeira Vizinhanca da Diagonal de M
> My ={(x,y) E M xM|x~pmy}
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Nocao Sintética de Vizinhanca

» Primeira Vizinhanca da Diagonal de M

> My ={(x,y) E M xM|x~pmy}

> Monada (de primeira ordem) no entorno de x:
M(x) ={y € M|y ~m x}
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Nocao Sintética de Vizinhanca

» Primeira Vizinhanca da Diagonal de M
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Nocao Sintética de Vizinhanca

» Primeira Vizinhanca da Diagonal de M
> My ={(x,y) E M xM|x~pmy}
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Nocao Sintética de Vizinhanca

Primeira Vizinhanca da Diagonal de M

May ={(x,y) € M x M | x ~p y}

» Ménada (de primeira ordem) no entorno de x:
M(x) ={y e M|y ~umx}

vy
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Nocao Sintética de Tangéncia

>» ST — M
> xeSNT
> S e T se tangenciam em x:

SNM(x) = T NM(x)
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» Relacdo reflexiva e simétrica ~— M x M tal que:




Distribuicoes Geométricas em M

» Relacdo reflexiva e simétrica ~— M x M tal que:
> (Vx € M)(Mx(x) C M. (x)) [dizemos que ~ “refina” ~]
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Distribuicoes Geométricas em M

» Relacdo reflexiva e simétrica ~— M x M tal que:
> (Vx € M)(Mx(x) C M. (x)) [dizemos que ~ “refina” ~]

» = involutiva sse:
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Distribuicao Geométrica Involutiva em M
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Subconjuntos Integrais

» F— M x M é um subconjunto integral para ~ se
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Subconjuntos Integrais

> [ étal que FN~=FN =

» F— M x M é um subconjunto integral para ~ se
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Subconjuntos Integrais

» f>— M x M é um subconjunto integral para ~ se:
> [ étal que FN~=FN =

F A A N SN

i R
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Exemplo de Distribuicao Involutiva

xRy = (x~my)&(f(x)=1~f(y))
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Teorema de Frobenius

» Distribuices involutivas admitem folhas (subconjuntos
integrais maximais conectados uns aos outros)
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2-Simplexos Infinitesimais

2-Simplexo Infinitesimal:
> x0,x1,X2 € M
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2-Simplexos Infinitesimais

2-Simplexo Infinitesimal:
> x0,x1,X2 € M

> Se xp ~m X1, X1 ~ X2
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2-Simplexos Infinitesimais

2-Simplexo Infinitesimal:
> xgp,x1,x0 €M
> Se Xg ~M X1, X1~ X2

» (xo,X1,x2) é um 2-simplexo infinitesimal.
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2-Simplexos Infinitesimais

2-Simplexo Infinitesimal:
> xgp,x1,x0 €M
> Se X0 ~YM X1, X1 ~ X2
» (xo,X1,x2) é um 2-simplexo infinitesimal.

» My objeto dos 2—simplexos infintiesimais de M
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M[2] — M
(x,y,z) — Ax,y,2)
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M[2] — M
(x,y,z) — Ax,y,2)

S G

zj > zj /'A(X7y7z)
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Conexao Afim

A M[Z] — M
(x,y,z) — Ax,y,2)

z

i > e, A(x,y,2)

y

> y~u Ax,y,z) ez ~y Ax,y,2)
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Conexao Afim Simétrica

» )\ é simétrica sse:
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Conexao Afim Simétrica

» )\ é simétrica sse:
> (vavz) € M[Z]

)\(X?y? Z) = )\(X’ Z?.y)

Ax,y,2) = Mx,z,y)
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Geodésica com Respeito a Conexao Afim Simétrica
A

» S— M
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Geodésica com Respeito a Conexao Afim Simétrica
A

» S— M
> (Vx,y,z € S)((x ~m y)&(x ~m z) = A(x,y,2) € S)
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Curvatura de uma Conexao Afim

z/

X2

X0 X1

XONZJ

» “tensor de curvatura de Riemann-Christoffel”

R My = Aut (M(x0))
R(x0,y0,20) : M(x0) — M(xo)
(x0,¥0,20) + { S
@lMEmwwﬁAu 16/34




Conexao Afim Plana




Conexao Afim Plana

> xg,x1,x0 € M




Conexao Afim Plana

Conexao Afim Plana
> xgp,x1,x0 €M

> Xg ~p X1~ X2
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Conexao Afim Plana

Conexao Afim Plana
> xgp,x1,x0 €M
> Xg ~p X1~ X2

» Para todo 2-simplexo infinitesimal (xg, x1, x2)
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Conexao Afim Plana

Conexao Afim Plana
> xgp,x1,x0 €M
P X0 ~M X1~ X2
» Para todo 2-simplexo infinitesimal (xg, x1, x2)

> R(x0,x1,x2) = idon(x)
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k—Simplexos Infinitesimais

k-Simplexo Infinitesimal:
> X0, X1, ", Xk € M
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k—Simplexos Infinitesimais

k-Simplexo Infinitesimal:
> X0, X1, ", Xk € M

P> Se Xp ~M X1, X1 ~M X2, Xk—1 ~M Xk
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k—Simplexos Infinitesimais

k-Simplexo Infinitesimal:
> X0, X1, 5 Xk S M
P> Se Xp ~M X1, X1 ~M X2, Xk—1 ~M Xk

» (xo,X1,%2, - ,Xk) € um k-simplexo.
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k—Simplexos Infinitesimais

k-Simplexo Infinitesimal:
> X0, X1, , Xk €M
P Se Xp ~M X1, X1 ~M X2, Xk—1 ~M Xk
» (xo,X1,%2, - ,Xk) € um k-simplexo.

> Mg — M*+1 objeto dos k—simplexos infinitesimais;
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Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)
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Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)

» G grupo;
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Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)
» G grupo;
> w: M[k] — G
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Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)
» G grupo;
> w:Myy— G
» tal que:

w(x, e X)) = w(xi, -+, Xn) se o for par;
A »Sotk)) inv (w(xg,--+,x,)) seo for impar;
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)

f
» O0—formas com valoresem G ~ M — G
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)

» O0—formas com valores em G ~ M —f> G
> M s G tem um 1—cobordo dado por:

df : M[Q] — G

(x0,x1) > df (x0,x1) := f(x0) * inv (f(x1))
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, %, inv, e)

» O0—formas com valores em G ~ M —f> G
> M s G tem um 1—cobordo dado por:

df : M[Q] — G

(x0,x1) > df (x0,x1) := f(x0) * inv (f(x1))

» w 1-forma =

dw(x,y,z) = w(x,y) *w(y, z) * w(z, x)
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, x,inv, e)
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, x,inv, e)
» 1-forma w: I\/I[l] — G é fechada sse dw = ¢;
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, x,inv, e)
» 1-forma w: I\/I[l] — G é fechada sse dw = ¢;
» df sempre é fechada;
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, x,inv, e)
» 1-forma w: I\/I[l] — G é fechada sse dw = ¢;
» df sempre é fechada;
» G grupo
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, x,inv, e)
» 1-forma w: I\/I[l] — G é fechada sse dw = ¢;
» df sempre é fechada;
» G grupo
> idg:G— G
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k—Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G, x,inv, e)
» 1-forma w: I\/I[1] — G é fechada sse dw = ¢;

df sempre é fechada;

G grupo

idg:G— G

| 2
>
| 2
» = didg: G x G — G forma de Maurer-Cartan
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica

» M variedade suave;
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica

» M variedade suave;

>
2: M = UemGe(TM)
X D, C T,M
> 9 é diferenciavel se existirem Xi,--- , X, € X(M) tais que

{X1(x), - Xk(x)} é base de Dx.
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica Involutiva
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica Involutiva

>
2: M = UxemGe(TM)
X D, C T,M
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica Involutiva

>
2: M = UxemGe(TM)
X D, C T,M

> (VX,Y € 2)([X, Y] € 2)
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica Integravel
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica Integravel

| 4
2: M = UemGe(TM)
X D, C TyM
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica Integravel

| 4
2: M = UemGe(TM)
X D, C TyM

» Existirem L C M subvariedade de dimensdo k, f : L — M
tais que para todo x € M:
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k—Distribuicoes Geométricas e Formas no Contexto
Analitico

k—Distribuicao Geométrica Integravel

| 4
2: M = UemGe(TM)
X D, C TyM

» Existirem L C M subvariedade de dimensdo k, f : L — M
tais que para todo x € M:

df[Tel] = D
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» w 1-forma em M




Distribuicoes Geométricas e Formas

» w 1l-formaem M

xRy <= w(x,y)=0

é uma distribuicdo geométrica;
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Distribuicoes Geométricas e Formas

» w 1l-formaem M

xRy <= w(x,y)=0

é uma distribuicdo geométrica;

» w fechada = ~ é involutiva.
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k—Formas Diferenciais

Produto Exterior de k-Formas Diferenciais em M com valores
no Grupo Aditivo de Um Anel Comutativo com Unidade

INSTITUTO DE MATEMATICA
E ESTATISTICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



k—Formas Diferenciais

Produto Exterior de k-Formas Diferenciais em M com valores
no Grupo Aditivo de Um Anel Comutativo com Unidade

» (G,+,—,0) grupo aditivo de um anel (R,+,-,0,1)
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k—Formas Diferenciais

Produto Exterior de k-Formas Diferenciais em M com valores
no Grupo Aditivo de Um Anel Comutativo com Unidade

» (G,+,—,0) grupo aditivo de um anel (R,+,-,0,1)
> o, 1-formas;
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k—Formas Diferenciais

Produto Exterior de k-Formas Diferenciais em M com valores
no Grupo Aditivo de Um Anel Comutativo com Unidade

» (G,+,—,0) grupo aditivo de um anel (R,+,-,0,1)
» «, [ 1-formas;
» 2-forma:

(WA a)(x,y,2) = w(x,y)aly,2)
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k—Formas Diferenciais

Produto Exterior de k-Formas Diferenciais em M com valores
no Grupo Aditivo de Um Anel Comutativo com Unidade

» (G,+,—,0) grupo aditivo de um anel (R,+,-,0,1)
» «, [ 1-formas;
» 2-forma:

(WA a)(x,y,2) = w(x,y)aly,2)

> (Q2°(M),d,N)
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Envelope de uma Familia de “Curvas”

Figura 1: A cardioide como envelope de uma familia de retas.
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Caracteristicas e Envelopes

Envelope de uma Familia de “curvas”
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Caracteristicas e Envelopes

Envelope de uma Familia de “curvas”
¢: T — Sub(M)

>
t St
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Caracteristicas e Envelopes

Envelope de uma Familia de “curvas”
¢: T — Sub(M)
t = S;
» A carateristica de {S;};c7 para tp € T &

n s

t~nmto

| 2
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Caracteristicas e Envelopes

Envelope de uma Familia de “curvas”
¢: T — Sub(M)
t = S;
» A carateristica de {S;};c7 para tp € T &

S

t~pto

| 2

» O envelope de {S;}:cT € a reunido de todas as
caracteristicas:
E = U Ct

teT
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» O que é Geometria Diferencial Sintética?




Revisao

» O que é Geometria Diferencial Sintética?

» Cite algumas obstrucGes da categoria Man quanto a
construcoes.
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Revisao

» O que é Geometria Diferencial Sintética?

» Cite algumas obstrucGes da categoria Man quanto a
construcoes.

» Enuncie o Axioma de Kock-Lawvere de duas maneiras
equivalentes.
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Revisao

» O que é Geometria Diferencial Sintética?

» Cite algumas obstrucGes da categoria Man quanto a
construcoes.

» Enuncie o Axioma de Kock-Lawvere de duas maneiras
equivalentes.

» Que tipo de estrutura deve ter Sub (D) para que o Axioma
de Kock-Lawvere n3o implique R = {0}7
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» O que é um topos?

IME INSTITUTO DE MATEMATICA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO




Revisao

» O que é um topos?

» O que é um modelo para a Geometria Diferencial Sintética?
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Revisao

» O que é um topos?

» Cite algum axioma da GDS que valha em Sets

» O que é um modelo para a Geometria Diferencial Sintética?

RfAlg?z
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Como é descrita a pré-topologia de Grothendieck em G?
O que é o topos de Dubuc?

Qual é o topos classificante para a Teoria dos Anéis C>°7
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Qual é o topos classificante para a Teoria dos Anéis C*°
Locais?
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