MATERIAL SUPLEMENTAR

Prof. Jean Cerqueira Berni®

Apresentacao

O objetivo deste material é apresentar as principais propriedades dos niimeros reais. Ndo
nos preocuparemos aqui com a definicdio de ntimero real, e assumiremos apenas familiari-
dade do leitor com as propriedades dos ntimeros naturais, inteiros e racionais.

Os fatos aqui apresentados serdo usados no decorrer do nosso curso de Calculo, e nos
referiremos a estes resultados frequentemente. Desta forma, é recomendével que o aluno faga
uma leitura deste material.

1 O Conjunto dos Numeros Naturais

Os conceitos de conjunto e fun¢do pertencem aos Fundamentos da Matematica. Portanto,
ao iniciar nosso curso, é necessdrio fazermos algumas consideragdes sobre tais conceitos, a
fim de evitar seu uso inadequado posteriormente.

A formalizagdo da Teoria dos Conjuntos em um contexto logicamente rigoroso é obra de
grandes matematicos dos séculos XIX e XX. As contribui¢des de Georg Cantor, David Hilbert
e Kurt Godel foram decisivas e repercutem até hoje.

No nosso curso nao utilizaremos nenhum dos aspectos delicados da Teoria dos Conjuntos.
Na verdade, precisamos definir apenas alguns termos.

A palavra conjunto é usada para designar uma colecdo qualquer de objetos. Por exemplo,
o conjunto das carteiras em uma sala de aula, o conjunto das criangas menores de dez anos, o
conjunto dos nimeros pares e assim por diante. Lidaremos com conjuntos numéricos, isto &,
cole¢des de ntimeros. Comegaremos com o conjunto dos niimeros naturais, que é apresentado
como:
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N = {1,2,3,--- }.

A existéncia de um tal conjunto é simplesmente postulada, e demonstra-se que é equiva-
lente ao Axioma do Infinito da Teoria dos Conjuntos.

Este conjunto pode ser descrito de um modo mais rigoroso utilizando-se os chamados
Axiomas de Dedekind-Peano. Os axiomas a seguir caracterizam completamente o sistema
de ntimeros naturais que conhecemos:

Axiomas de Dedekind-Peano: O conjunto dos niimeros naturais, IN, é o tnico tal que:

(DP1) Existe uma funcdo s : N — IN, que associa a cada n € IN um elemento s(n) € NN,
chamado o sucessor de 7;

(DP2) A funcdo s : IN — IN é injetora;
(DP3) Existe um tinico elemento em IN, denotado por 1, tal que (Vn € IN)(s(n) # 1);

(DP4) Seja X C IN. Se 1 € X e se, para qualquer n € X tivermos s(n) € X, entdo X = IN.

\.

A funcdo s : IN — IN mencionada nos axiomas acima é chamada de “funcdo sucessor”, e
é dada por s(n) = n + 1 para qualquer n € IN.

O axioma (DP4) é tdo importante que merece algum destaque. Ele também é conhecido
como “o Principio da Inducao Finita”, que é muito utilizado para se demonstrar proposigdes
acerca de nimeros naturais.

Seja & uma “propriedade” de algum nuimero natural; escreveremos & (n) para denotar a
férmula que expressa “n satisfaz a propriedade &7”.

Por exemplo, se & é a propriedade “ser mdltiplo de 3”, entdo & (n) significa “n é multiplo
de 3”7, e #(9) é vélida, enquanto que #(10) ndo é. Se & é a propriedade “ser quadrado per-
feito”, entdo & (n) significa “n é um quadrado perfeito”, e #(4) é valida, enquanto que Z(5)
nao é, e assim por diante.

Considere Xyg = {n € N | Z(n)} (ou seja, Xo é o conjunto de todos os niimeros naturais
que satisfazem a propriedade 7). Reescrevendo o terceiro axioma de Peano para Xy obtemos
o:



Principio da Inducdo Finita: Se 1 satisfaz a propriedade & e se a validade de & para
um nuimero natural k qualquer implicar a validade de & para o sucessor de k, ou seja,
para k + 1, entdo todo ntiimero natural satisfaz a propriedade &2. Simbolicamente:

(2(1)&(Vk € N)(2(k) = P(k+1)) = (Vn € N)(P(n))

Costuma-se denominar o passo de assumir a veracidade de (k) por hip6tese indutiva
ou hipétese de inducao.

O Principio da Inducao Finita é muito utilizado para demonstrar resultados que dizem
respeito a nameros naturais. Abaixo apresentamos um exemplo de demonstragdo feita por
indugdo.

Exemplo 1. Para todo n € IN tem-se:
2" < (n+1)!
Proof. Seja k um nimero natural qualquer e seja &7 a propriedade dada por:

2 (k) = “k é tal que 28 < (k+1)!”

Pelo Prinipio da Indugéo Finita, a tese de que para todo n € IN tem-se 2" < (n+1)! segue
se mostrarmos que:

2(1) = “1 étal que 2! < 2!”
e que se k € IN é tal que Z(k), ou seja:

Hipétese Indutiva: (k) = “k é tal que 2F < (k+1)!".
entdo vale Z(k+1) = “k+1 é tal que 2F1 < ((k+1) +1)!".
Verificamos diretamente (1), pois 2! =2 < 2! =2.1 =2, de modo que vale #(1).
Supomos que valha Z(k), ou seja, que 2¢ < (k + 1)! seja verdade (esta é a nossa Hipétese
de Inducio) e mostramos, usando esta presuncao nos permite concluir que 281 < ((k+1) +

.

De fato, tem-se 2t1 = 2.2, de modo que pela Hipétese de Indugao pode-se concluir
que:

2.28 <2 (k+1)!

Como para qualquer nimero natural k vale 2 < k + 2, segue que

3



2 — 2.2k <o (k+ 1)1 < (k+2)- (k+1)! = (k+2)! = ((k+1) +1)!

ou seja, vale:

P(k+1)= “k+1étal que 2°M < ((k+1) +1)”

Pelo Principio da Inducao Finita segue que:

(Vn e N)(2" < (n +1)1).
[l

Observagdo 2. Em muitos casos queremos mostrar que uma determinada propriedade & (n) é ver-
dadeira para todo n > ng, para algum ng € IN. O Principio da Indugdo Finita é facilmente adaptado
neste caso.

Seja & (n) uma proposicio tal que, para algum ny € IN:
(i) ZP(ny);
(ii) (Vn >np)(P(n) = P(n+1))

Entdo, para todo n > ny, tem-se &?(n). De fato, seja m = n — ng + 1, e definamos o predicado
2(m) = P(m+nyg— 1), de modo a formar o conjunto:

S={meN|2m}={meN|Pm+n—1)}

Note que 2(1) = (1 +no—1) = P(ng), ou seja, como vale P (ng) e P(ng) = 2(1),
assegura-se a validade de 2(1). Note também que:

(VneN)(2(n)=2n+1)) = (Vn>ng)(L(n) = 2n+1))

Conclui-se, pelo Terceiro Axioma de Peano, que para todo niimero natural n vale 2(n), ou,
equivalentemente, que:

(Vi = ng)(#(n)).

Exemplo 3. Mostremos que:

(Vn > 4)(2" < n!)

Proof. Verificamos diretamente o resultado para n = 4, pois 2* = 16 < 24 = 4!,
Hipétese de Indugio: 2° < k!.
Mostremos, agora, que 2k < (k4 1)!. De fato,
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2 =2.2F <2k,
e como para qualquer natural k > 4 vale 2 < k + 1, temos:
2 —2. 0k <2kl < (k41) - k! = (k+1)!
Concluimos que:
(VneIN)(4 <n=2"<n!).
O]

O principio a seguir nos permite derivar importantes resultados sobre os ntiimeros natu-
rais:

Principio da Boa-Ordem: Todo subconjunto nado vazio dos nlimeros naturais possui um
menor elemento.

Proof. Seja A C IN um subconjunto ndo-vazio. Sem perda de generalidade, podemos admitir
que 1 ¢ A, pois caso contrdrio 1 seria evidentemente o menor elemento de A. O menor
elemento de A, cuja existéncia queremos provar, deverd, pelo axioma (DP3), ser da forma
s(n) = n+ 1. Devemos, pois, encontrar um numero natural # tal que n + 1 € A e, além disso,
todos os elementos de A sejam maiores do que 1, logo maiores do que 1,2,---,n. Noutras
palavras, procuramos um nimero natural n tal quen € N\ Aen+1 € A. Com esse objetivo,
consideramos o conjunto

X={neN|{1,2,---,n—1,n} CN\ A}

Portanto, X é o conjunto dos ntimeros naturais n tais que todos os elementos de A sdo
maiores do que n. Como estamos supondo que 1 ¢ A, sabemos que 1 € X. Por outro lado,
como A # @&, nem todos os niimeros naturais pertencem a X, ou seja, temos X # IN. Pelo
axioma (DP4), vemos que deve existir algum n € X tal que n+1 ¢ X (ou entdo teriamos,
obrigatoriamente, X = IN). Isto significa que todos os elementos de A sdo maiores do que 7,
mas nem todos sdo maiores do que n 4+ 1. Como ndo hd nameros naturais entre n e n + 1,
concluimos que n +1 € A e n +1 é o menor elemento de A. O

2 Corpos - ou, Dominios de Racionalidade

Um corpo é uma estrutura matemadtica onde podemos realizar as quatro operagdes aritméticas:
soma, subtracdo, multiplicagdo e divisdo. Apresentamos abaixo a defini¢do formal de corpo:



Definicdo 4 (corpo). Um corpo, ou dominio de racionalidade, é uma 5-upla, (F,+,-,0,1),
onde [F é um conjunto,

+: FxF — F
(x,y) = x+y
ExEF — F
(x,y) = x-y

sdo fungoes e 0,1 € IF sdo elementos tais que:

(F1) (Vx € F)(Yy € F)(Vz € F)(x + (y +z) = (x + y) + z) (associatividade da soma);
(F2) (Vx € F)(Yy € F)(x +y = y + x) (comutatividade da soma);

(F3) (Vx € F)(x 4+ 0 = x) (0 é elemento neutro da soma);

(F4) (Vx € F)(Jy € F)(x+y = 0); costumamos denotar este y por —x, de chamd-lo de
“elemento oposto de x”;

(F5) (Vx € F)(Yy € F)(Vz € F)(x - (y-z) = (x-y) - z) (associatividade da multiplicagdo);

(
(F6) (Vx € F)(Yy € F)(x -y = y - x) (comutatividade da multiplicacio);
(F7) (Vx € F)(1-x = x) (1 é elemento neutro da multiplicagio);

(

(F8) (Vx € F)(x # 0 = (Jy € F)(x-y = 1)); costumamos denotar este y por x~1, e
denomind-lo por “inverso multiplicativo de x”;

(F9) (Vx € F)(Yy € F)(Vz € F)(x- (y+z) = x-y+ x - z) (distributividade da multiplicacio
sobre a soma).

O conjunto dos ntimeros racionais, Q, munido da soma e do produto de ntimeros racionais
constitui um corpo, conforme pode-se verificar facilmente. Quando aprendemos a operar com
fracoes, aprendemos a definir as operagdes de soma e produto no conjunto dos racionais.

Dados dois nameros racionais, m/n e p/q, sabemos dizer quando um deles é maior do
que o outro:

ﬂ<£<:>m- <p-n
" < q<p-n

Abaixo apresentamos a definigdo de corpo ordenado, que engloba o exemplo acima:



Definicao 5 (ordem). Seja X um conjunto ndo-vazio qualquer. Uma relagdo bindria <C X x X
é denominada uma relag¢do de ordem se, e somente se, satisfizer os seguintes axiomas:

(0O1) (Vx € X)(x =< x) (reflexividade);
(02) (Vx € X)(Vy € X)(Vz € X)((x 2 y)&(y = z) = (x =X z)) (transitividade);
(03) (Vx € X)(Vy € X)((x 2 y)&(y = x) = x =y) (simetria);

Defini¢do 6 (corpo ordenado). Sejam (IF,+,-,0,1) um corpo e < uma relagio de ordem em
F. Dizemos que (F,+,-,0,1, <) é um corpo ordenado se, e somente se, for compativel com as
operagdes de soma e multiplicacdo:

Cl) VxeF)(VWeF)(VzeF)(x<y=x+z<y+z)
(C2) (Vx € F)(Vy € F)((0<x)&(0<y) = (0<x-y));

Apesar da relativa facilidade em se operar com o corpo dos niimeros racionais, costu-
mamos modelar o espago tridimensional por R3® =R xR x R, e ndo por Q®*=0x0Qx0.
Uma vez que todas as medidas espaciais que podemos fazer sdo, por definicdo, ntiimeros
racionais (pois medir é comparar com uma unidade), por que usamos R ao invés de Q?

A resposta a esta questdo é: devido a um pressuposto sobre o espago fisico, sua con-
tinuidade. A continuidade a qual nos referimos aqui diz respeito ao fato de o espaco fisico
ndo admitir “lacunas” ou “buracos”.

Considere um triangulo retangulo cujos catetos mecam 1 unidade cada. Pelo Teorema de
Pitdgoras, sua hipotenusa medira v/2 unidades. No entanto, v/2 ndo é um ntimero racional.

C A

De fato, suponha por absurdo que existam dois nimeros inteiros primos entre si, p,q € Z,
tais que:



V3o ?
q
Entao teriamos:

p2:2.q2,

de modo que p? seria um ndmero par. De fato, raciocinando pela via contrapositiva, o
quadrado de qualquer ntmero impar é impar (se n = 2-k + 1 entdo n*> = (2k +1)? =
142 (2k? + 2k)), de modo que se o quadrado de um ndmero (p?) é par, este nimero (p)
deve, ele mesmo, ser par. Desta forma, p = 2 - m para algum m natural, de modo que:

pr=02-m?=2¢"

ou seja,

de onde segue que qz é par, e portanto g é par. Como ambos p e g sdo pares, estes nimeros
nao podem ser primos entre si. Este absurdo provém de termos suposto que \/2 é um ntimero
racional.

Se modeldssemos o espago por Q® ao invés de IR3, ndo terfamos como medir a hipotenusa
de qualquer tridngulo retangulo de catetos iguais.

Este é um dos motivos que nos leva a introducdo de uma extensdo do corpo dos niimeros
racionais, que melhor se adéque a realidade fisica.
3 O Axioma do Supremo e suas Consequéncias

Nesta se¢do apresentaremos algumas propriedades fundamentais dos ntiimeros reais que
serdo utilizadas ao longo do curso.

Nao apresentaremos aqui, no entanto, a constru¢do dos ntimeros reais a partir dos niimeros
racionais. O leitor interessado em compreender essa construc¢do poderd consultar [1].

Enunciaremos o Axioma do Supremo, que é uma propriedade que distingue R de Q,
efetivamente, e em seguida veremos algumas de suas consequéncias, como a Propriedade
Arquimediana de R e a Propriedade dos Intervalos Encaixantes.



Defini¢dao 7 (conjunto limitado superiormente/ inferiormente). Um conjunto X C R é
limitado superiormente se, e somente se existir M € R tal que:

(Vx € X)(x < M).

Neste caso dizemos que M é uma cota superior de X.
Analogamente, dizemos que é limitado inferiormente se, e somente se existir N € R tal que:

(Vx € X)(N < x).

Neste caso dizemos que N é uma cota inferior de X. Se X for limitado superior e inferiormente,
diremos simplesmente que X é limitado.

Exemplo 8. O conjunto sem elementos, &, é limitado, por vacuidade.

Exemplo 9. Para quaisquer a,b € R, qualquer intervalo da forma | — oo, a[ ou | — oo, a] é limitado su-
periormente, mas ndo inferiormente. Todo intervalo da forma [b, 0o[ ou b, co| é limitado inferiormente,
mas ndo superiormente. Finalmente, se a < b, entdo os intervalos [a,b],]a,b],]a,b], [a,b] sdo todos
limitados (superior e inferiormente).

Exemplo 10. O conjunto:

x2
X = R
{x2+1'xe }

é limitado superiormente e inferiormente. De fato, para qualquer x € R tem-se:
x2 < x2+1

de modo que:

e X é limitado superiormente.

Para ver que A é limitado inferiormente, basta observarmos que 0 < x2<x24+1,0u seja,

2

X
o< )
—x24+1

Assim,

xZ

donde seque que X é limitado.



Exemplo 11. Qualquer conjunto finito de niimeros reais é limitado. De fato, considere F = {xo, x1, -+ ,Xn} C
R. Como R esti totalmente ordenado, existe em F um elemento minimo, que denotaremos por min(F)

e um elemento mdximo, que denotaremos por max(F). Tem-se, assim:

(Vx € F)(min F < x < maxF).

Definicado 12 (supremo). Seja X C R um conjunto limitado superiormente. O supremo de
X, que denotamos por sup X é a menor das cotas superiores de X. Assim, x = sup X se, e

somente se:
(S1) (Vx € X)(x < w);
(S2) (Ve > 0)(Ixe € X)(a —e < xe < a);

= L 1 1 I
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Exemplo 13. O conjunto X = {x € R | 0 < x < 1} = [0, 1] é ndo-vazio (por exemplo, 0 € X) e
limitado superiormente (por exemplo, pelo niimero 1, uma vez que (Vx € [0,1])(x < 1 < 1)). Para
determinarmos o supremo deste conjunto, devemos encontrar a menor de todas as cotas superiores.
Vemos que todo niimero maior ou igual a 1 é cota superior de [0,1], o que nos sugere que a menor
dessas cotas seja exatamente 1. Temos o sequinte “Ansatz”:

sup[0,1[= 1.

Vamos ver que este é mesmo o caso.
(S1) estd satisfeita, pois conforme observamos acima, 1 é cota superiot;

(52) Vamos ter que demonstrar, agora, que se tirarmos qualquer quantia positiva ¢ > 0 de 1, por
menor que seja essa quantia, 1 — & ndo é cota superior de X = [0, 1] (ou seja, nenhum niimero menor
que 1 é cota superior de X). De fato, dado qualquer € > 0, hi (pelo menos) um elemento x, € [0,1] que
“testemunha” que 1 — € ndo é cota superior: basta tomarmos o ponto médio entre 1 — e e 1, ou seja,

basta tomarmos:
€
Xe = 1 - E.

Temos, assim,

€

l—e<l—=-=x<1.

2

Como este arqumento pode ser replicado para qualquer € > 0, tem-se:

(Ve > 0)(Fx. € [0,1[)(1 —e < xe < 1), ewvale(S2).
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Exemplo 14. Um exemplo menos trivial é o seguinte: considere o conjunto: X = {x € R | x> < 7}.
Vemos que X é nito-vazio (por exemplo, 0 € X) e X é limitado superiormente, pois </7 é uma cota
superior para X. Temos o sequinte “Ansatz”:

sup X = V2.
Para demonstrar isto, basta observarmos que /7 é cota superior para X e que, para qualquer

quantidade positiva ¢ > 0, ndo importa qudo pequena seja, tem-se que ~/7 — € ndo é cota superior de
X. Como fizemos no exemplo anterior, basta tomarmos:

€
xgze/?_i

e teremos:

\3/7<x8:\3/7—§<\3/7

Definicao 15 (maximo). Se X C R é um conjunto ndo vazio e limitado superiormente e
a = sup X € X, dizemos que a é 0o mdximo de X, e escrevermos & = max X.

Defini¢do 16 (infimo). Seja X C R um conjunto limitado inferiormente. O infimo de X, que
denotamos por inf X é a maior das cotas inferiores de X. Assim, B = inf X se, e somente se:

I1) (Vx € X)(B < x);
(I12) (Ve>0)(Fxe € X)(B< x: < B+e);

p = inf X —F— :

gl
<+

Definicdo 17 (minimo). Se X C R é um conjunto nio vazio e limitado inferiormente e f =
inf X € X, dizemos que 3 é o minimo de X, e escrevemos p = min X.

O seguinte axioma é o que caracteriza a nogdo de continuidade (auséncia de lacunas) dos
nameros reais:

Axiom 18 (Axioma do Supremo). Se X C R é um conjunto ndo vazio limitado superior-
mente, entdo X admite supremo em R.
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Segue diretamente do axioma acima o seguinte:
Teorema 19. Se X C R ¢ ndo-vazio e limitado inferiormente, entdo X admite infimo em R.
Proof. Considere o conjunto:
—X={-x|x€ X}
Uma vez que X é limitado inferiormente, existe N € R tal que:
(Vx € X)(N < x)
e portanto:

(Vx € X)(—x < —N),

de modo que —X é limitado superiormente. Como X # &, segue que —X # J, e pelo Axioma
do Supremo existe « € R tal que & = sup(—X).

Afirmamos que inf X = —a.

De fato, como & é cota superior para —X tem-se, para todo x € X:

—x <
donde:
—un < Xx,

e portanto —« é cota inferior para X (i.e., vale (I1)).
Para qualquer ¢ > 0, como & = sup(—X), existe x € X tal que a — e < —x; < @, ou,
equivalentemente:

—a<x. < —n+¢
e vale (I2). Logo —a = inf X. ]

Propriedade Arquimediana de IR: Se x > 0 e y sdo dois ntimeros reais quaisquer, entdo
existe pelo menos um ng € N tal que:

np-x >y

Proof. Suponhamos, por absurdo, que para todo n € IN tenhamos nx < y; consideremos entado
o conjunto:

A={n-x|neN}

A certamente ndo é vazio, uma vez que 1 € A (pois 1-x = x € A), e é limitado supe-
riormente por y. Pelo Axioma do Supremo, existe « € R tal que & = sup A. Como x > 0,
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x —x < &; assim, @ — x ndo é cota superior de A (por ser menor que o supremo). Logo, existe
m € N tal que:

Xx—x<m-x

e dai segue que:

a< (m+1)-x,

0 que é um absurdo, pois & é o supremo de A e (m+1)-x € A. Deste modo, supor que
(Vn € N)(n-x <y) nos leva a um absurdo. Logo deve existir ny € N tal que np-x >y. U

Da propriedade arquimediana deduz-se o seguinte:

Teorema 20. Para qualquer e > 0 existe ny € IN tal que:

1
— < E&.
no

Proof. Consideremos, na Propriedade Arquimediana, x como sendo ¢ e y como sendo 1.
Assim, existe np € IN tal que:
ng-e>1,

ou seja,

1
£ > —.
no

A seguir veremos algumas consequéncias da Propriedade Arquimediana:

Teorema 21. IN é ilimitado superiormente.

Proof. Suponha que exista b € R que seja cota superior de IN, Como b > 0, % > 0. Pelo
Teorema [20] existe 1y € IN tal que:

1 1
0<— <+
no b
ou equivalentemente,
b < ny,
ou seja, b ndo é uma cota superior para IN. [
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[ Teorema 22. Entre quaisquer dois niimeros reais, existe um niimero racional.

Proof. Sejam a,b € R com a < b. Vamos mostrar que existe r € Q tal que a <r < b.

Como a < b, tem-se b —a > 0, de modo que pelo Teorema [20] existe 1o € IN tal que:

0< 1 <b-a.
o
Seja A={peIN|p>ng-a} enote que A # &. Com efeito, se A = &, entdo ny - a seria
uma cota superior para IN, o que implicaria que IN é limitado superiormente, contrariando
o Teorema 21l Consequentemente, tem-se A C IN com A # <. Pelo Principio da Boa
Ordenacao, segue que A tem um menor elemento. Seja my = min A.
Como mgy € A, segue que:

e mp < p para todo p € A. Ainda, tem-se que mp — 1 ¢ A, ou seja,

mo—1<mngp-a.
Desta forma, segue que:

—-1+1 -1 1
p0 Mo iAol 2 i (b—a)=b,
no no no no

de onde segue a tese. O

[ Teorema 23. Entre quaisquer dois niimeros reais existe um niimero irracional.

Proof. Sejam a,b € R com a < b.
a é racional ou irracional; suponhamos inicialmente que a é irracional. Temos:

a<b << b—a>0.

Pelo Teorema [20} existe um ntmero natural 7 tal que:

1 1
— < b—a, eportanto a + — < b.
n n

Como % > 0,a < a+ % Tomando-se t = a + % tem-se t € R\ Q (pois é soma de um

numero racional com um nimero irracional) e a < t < b.
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Se a for um ntmero racional, como b —a > 0, segue pela Propriedade Arquimediana
(com x = b—a ey = /2) que existe um ntimero natural n tal que n- (b —a) > /2. Neste

caso, basta tomarmos t = a + %, que é um numero irracional tal que a <t < b.
O

Lema 24. Sejam o, B € R tais que para qualquer € > 0, tem-se:
x—e<pB<a+te

entdo o = .

Proof. Suponha que para todo ¢ > 0 tenhamos
x—e<pB<ate

mas que (por absurdo) & # B. Sem perda de generalidade, suponhamos a < . Em particular,
tomando &€ = B — a, concluimos que:

a—(p-a)<p<at(p—ua
2 —B<B<B,

logo B < B, 0 que é um absurdo. O

Teorema dos Intervalos Encaixados: Seja [ag, by], [a1,b1], - - -, [@n, bn], - - - uma sequéncia
de intervalos satisfazendo as condigdes:

(i) [ao,bo] D [al,bl] D [az,bz] D) coo D) [an,bn] D ooep

(ii) Para todo € > 0 existe n € IN tal que b, — a, < ¢, ou seja, a medida que n cresce, o
comprimento do intervalo [a,, b,| vai se aproximando de zero.

Nestas condic¢Ges existe um tinico nimero real « que pertence a todos os intervalos da
sequéncia, isto €, existe um tinico ntimero real « tal que:

(Vn € N)(a, < a < by).

~

I L I ] ] ] ]
L L L L I 1 ] ] J
ag ayar  ap b, b,

Proof. Existéncia: O conjunto A = {ag, -+ ,a,, -} certamente é ndo vazio e limitado supe-
riormente (por qualquer um dos b;s, i € IN). Pelo Axioma do Supremo, existe « € R tal que

15



« = sup A. Ademais, como « é, por definicdo, a menor das cotas superiores de A e para todo
n € N, b, é cota superior de A, segue que:

(Vn € N)(a, < a < by).
Unicidade: Suponha que p € R seja tal que:
(Vn e N)(a, < B < by).

Como (Vn € IN)(a, < a), segue que (Vn € N)(—a < —a,). Assim,como para qualquer
n € N tem-se § < by, segue que :
Como (Vn € N)(a < by), segue que (Vn € N)(—b, < —a). Também, como (Vn €
IN)(a, < B) , segue que:
ap—by <B—by <B—u

Logo,
(Vne N)(ay, — b, <p—a <b,—ay)

(Vn e N)(—(by —an) <B—a <b,—ay)
(Vn e N)(|p—a| < by —ay)
Por (ii) segue que para qualquer € > 0 existe n € N tal que |a — | < b, —a, < e.
Desta forma, para todo € > 0 tem-se:
xn—e<pB<a+te

de onde se conclui, pelo Lema 24, que a« = B. O

Note que o fato de considerarmos X como subconjunto de R é essencial para garantir
a existéncia do supremo (que é um elemento do conjunto do qual X é subconjunto). A
propriedade dada pelo Axioma do Supremo ndo é valida, em geral, se ndo estivermos trabal-
hando em IR. Consideremos o seguinte exemplo que nos ilustra que em Q, nem todo conjunto
nao vazio e limitado superiormente admite supremo em Q.

Exemplo 25. Considere:

X={xcQ|x*<2}CcQ.

Note que X é limitado superiormente, pois o niimero 2 é uma cota superior para X. Com efeito, se
x2 < 2 entdo, em particular, x < 2.

Observe, também, que X # &, pois 1 € X.
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Vamos demonstrar que embora este conjunto seja nio vazio e limitado em Q, X ndo admite supremo

em Q.
Faremos isto decompondo Q como reuniio de dois subconjuntos, a saber, X e Q \ X.
Afirmagdo (1): Nenhum elemento de X é supremo de X;

Com efeito, para todo d € X, mostraremos que existe h > 0 tal que d +h € X - de modo que
nenhum elemento de X é cota superior de X e, muito menos o supremo de X.

Dado qualquer niimero racional d € X, ou seja, tal que d> < 2, é sempre possivel obter um niimero
racional d + h, com h niimero racional positivo, tal que (d + h)? < 2. Esta desigualdade se verifica se,
e somente se:

d* +2dh + h* < 2,
ou seja, se, e somente se:
2dh +h* < 2 —d”.
Note que como d € X, 2 — d? > 0. Assim, a desigualdade anterior fica:
h-(2d+h) <2—d?
ou seja:

2 — d?
2d +h’
Como h < 1, seque que 2d +h < 2d + 1 e que:

h <

2 —d? - 2 —d?
2d+1 ~2d+H

de modo que se exigirmos que:
2—d?
2d +1
teremos, consequentemente, h < (2 — d*)/(2d + h) e, portanto (d + h)? < 2.

O0<h<

Afirmagido (2): Nenhum elemento de Q \ X é a menor das cotas superiores de X;

Seja a € Q\ X, de modo que w é uma cota superior para X. Mostraremos que existe € > 0 tal que
« — € ainda é cota superior para X.
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Um tal € > 0 deverd ser tal que 2 < (x — €)?, ou seja, tal que:

2<oc2—20cs—|—82,

e como a® > 2, segue que:

2ae— 2 < a?—2

(2a —¢)-e<a®-2

e portanto bastaria tomarmos e satisfazendo:

£<042—2
200 — ¢
Como € > 0, tem-se 20 — € < 2w e, assim:
1< 1
20 200 — €

-2 _ aZ—2
2 200 — €
a? —

Basta, portanto, tomarmos € =

que « ndo é a menor das cotas superiores de X e, muito menos o supremo de X.

Das afirmagoes (1) e (2) segue que nenhum elemento de X U (Q \ X) = Q pode ser supremo de X.
Logo, embora X C Q seja ndo vazio e limitado superiormente, X ndo admite supremo em Q.

De fato, o Axioma do Supremo é uma das propriedades que diferenciam R de Q (o
Teorema dos Intervalos Encaixados também distingue R de Q). De fato:

Table 1: Comparagdo entre Q e R

, e teremos que (« — ¢€) ainda é cota superior de X - de modo

Propriedade

Fechado por somas

Fechado por produtos

Todo elemento ndo-nulo tem inverso

Satisfaz a Propriedade Arquimediana

Satisfaz o Axioma do Supremo

NIENEENIENEENE
XSS N NO
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4 Um (contra)Exemplo Importante para o Estudo de Limites

Vamos considerar a fungdo:

f: R\{0} — R

"(5)
X = sm | —
X

Primeiramente analisamos o comportamento de f para x > 2/
2 1 =«
x> —=0<-< .
T x 2

Assim, para x > 2/ tem-se sin(x) > 0. Conforme x aumenta, 1/x vai se aproximando
de zero. Nossa intui¢do nos permite afirmar que, quanto mais préximo um nimero positivo
estiver de zero, mais préximo o seno deste niimero estara de zero.

Para x < —2/7, temos sin(x) < 0. Conforme x vai ficando mais e mais negativo, sin(x)
[que é um numero negativo] se aproxima mais e mais de 0. O gréfico de sin(1/x) para
x < =2/ pode ser obtido facilmente, observando-se que f é uma fungdo impar.

Observe que para x = 2/, tem-se:

Vejamos o comportamento de f para 0 < x < % procurando pontos x do dominio de f onde
f(x) assume certos valores notaveis: —1,0 e 1.

2 todo k intei
——— para todo k inteiro.
4k7r+7rp

Atribuindo os valores 0, 1,2 e 3 para k, respectivamente, obtemos a tabela:

1 1
sin<—>:1 <— —:2k7r+z <— x =
X X 2

2 2 2 7
Y| 7 5z o 1z — O
y|1 1 1 1
. 2 2 2 2 . . 4
ou seja, os pontos da reta x = 57 9 e —— sdo tais que sua imagem por f é 1. Estes

"57'9m 13w
eal como segue:

=

pontos estdo distribuidos na reta
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13t 571
ee—o—o ® o > X
0 2 2 1
971 T
Temos, por outro lado,
1 1 1
sm(—> =0 <= —=knm &< x=_—
X x k
T 1 1 1
X7 27z 3g iz — 0
y{0O 0 0 O
Estes pontos estdo distribuidos na reta real como segue:
1 1
4t 21
*—eoo—o ® g > X
0 L 1 1
31 T
Finalmente,
1 1 3 2
in(-)|=-1<= —=2%kn+-n1 << x=———
> (x) x 7T+27T YT kn 13
7 2 2 2
X| 4% 7z Tz Tz — 0
yl-1 -1 -1 -1 ---
Estes pontos estdo distribuidos na reta real como segue:
2 2
157 77
oo ° o > X
0.2 2 1
117 31

Observe também que, conforme x percorre o intervalo |0,2/ 7], tem-se:

1< f(x) =sin e) <1

Note também que, como a funcdo seno é limitada, o mesmo ocorre com f, ou seja, para

qualquer x € R\ {0} tem-se:
. (1
1= sin (3 )] <1

O grafico de f terd, assim, o seguinte aspecto:
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Pergunta: vocé pode dar algum palpite sobre o que acontece com f(x) conforme nos
aproximamos mais e mais de zero?
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