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Chapter 2

A estrutura do conjunto de pontos viaveis
(caracterizacao de poliedros)

2.1 Introducao

Neste capitulo, iniciaremos o estudo de programacao linear propriamente dita. Aqui conseguiremos caracterizar
cada “vértice” do poliedro em um determinado formato (que denotaremos “canénico”), como colunas linearmente
independentes, o que permitira no capitulo seguinte deduzirmos um algoritmo eficiente para resolver problemas
lineares (o algoritmo Simplex).

Retornaremos ao espirito da introdugao. Nesta procuramos motivar o ponto de que a pergunta “o prob-
lema é facil (dificil)?” tem “a priori” a resposta “depende”. Mais do que isto, a resposta é “depende da estrutura”.

Neste sentido, a pergunta “problemas de otimizagao sado faceis (dificeis)?” deve ser respondida com
“depende da estrutura”. A nds, parece que linearidade é uma forte estrutura ou pelo menos, uma estrutura
bem conhecida.

No caso de programacao linear, esta forte estrutura aparece tanto na fungao objetivo como no conjunto de
pontos vidveis, que serd sempre descrito por equagoes e inequacoes lineares. Esta constatagao leva naturalmente
a busca de resultados uteis para a solucao do problema de programacao linear, baseados na “estrutura linear”.
Dentro desta orientacao definimos os conceitos de hiperplano semi-espago e poliedro.

Definigao 2.1 Dados (¢, o) € IR" xR, o hiperplano' definido pelo vetor ¢ e pelo escalar o é conjunto formado
pelos pontos satisfazendo He o :={x € R: 'z = a}.

Definigdo 2.2 Dados (c,a) € R" x IR, o semiespaco? definido pelo vetor ¢ e pelo escalar o é conjunto
formado pelos pontos satisfazendo Seo := {x € R : 'z = a}.

Note que todo semi-espago estd associado a um hiperplano e que o vetor ¢ é ortogonal ao seu hiperplano
associado. Além disso, deve-se notar que estamos utilizando como padrao o “semi-espaco negativo” (ou seja,
a regiao “abaixo” do vetor ¢), entretanto isso nao é um fator limitante, pois podemos obter o “semi-espago
positivo” apenas invertendo o sinal de c e de a:: Se :={x € R: —c'z = —a}.

Também por simplicidade, muitas vezes omitiremos os parametros ¢ e o apenas escrevendo H e S.

Por simplicidade chamaremos de hiperplano o que em textos de Algebm Linear seria denominado hiperplano afim ou uma
translagao de um hiperplano.

2Por simplicidade chamaremos de semiespaco o que em textos de Algebm Linear seria denominado semiespaco afim ou uma
translagao de um semiespaco.
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Figura 2.1: Poliedro formado pela intersecao entre semi-espagos definidos pelos hiperplanos Hei 4, He2 5 € Hes 5.

Na figura 2.1 ilustramos um poliedro definido por 3 semi-espagos “negativos” Sei 4, Se29 € Sgs 9, con-
siderandos apenas os pontos do quadrante positivo. Os vetores ortogonais aos hiperplanos sao, respectivamente,
cl=(1;1), ¢ =(0;1) ec® = (1;-1).

Definicao 2.3 Diz-se que P ¢é um poliedro® se P coincide com a intersecdo de um nimero finito de hiper-
planos e semi-espacos .

Esta definicao algebricamente caracteriza poliedro como a solugao de um sistema linear com um ndmero finito
de equagoes e inequagoes. (Cada equacao do sistema linear define um hiperplano e cada inequa¢ao um semi-
espago.) Assim, um exemplo de poliedro é o conjunto Y ={y ¢ R" / Ay=be By =d} .

u missa uali r ni n nica im var-nos-i ificar circu m
Note que a omissao do qualificador “finito” na definicao acima, levar-nos-ia a classificar circulos como
poliedros.

Um conceito similar que deve ter sido estudado no Ensino Médio diz respeito aos poligonos (considerando
seu interior), como os 4 exemplos da figura 2.2.

Uma pergunta interessante é como caracterizar poligonos no IR? (ou poliedros limitados “usuais” no IR?),
usando o minimo de informagao possivel.

No caso do triangulo ABC da figura 2.2.(a), o triangulo é univocamente determinado pelos vértices. Ja
o pentagono DEFGH nao estd univocamente determinado pelo conjunto de seus vértices, como pode ser visto
nas figuras 2.2.(0),2.2.(c) e 2.2.(d). A resposta “natural” de que um poligono é determinado pelos seus vértices,
é valida se considerarmos implicitamente poligonos convexos. Ou seja, se eliminarmos os casos de poligonos
com pontas protuberantes ou “vazios” internos.

E F E F E F
A D D D
B
c H H H
(b) (e) (d)

(a)
Figura 2.2: Definicao de poligonos a partir de seus vértices

A consideracao de convexidade estd presente na definicdo de poliedros (defini¢ao 2.3) implicitamente.
Como pré-requisito para caracterizacao de poliedros abordaremos na proxima sec¢ao o conceito e propriedades
bésicas de conjuntos convexos.

3 Alguns autores usam esta definicio e seguem com a definicdo “politopo é poliedro limitado”. Outros autores usam a definicio
acima para politopos e definem “poliedro é um politopo limitado”. Optamos pela definicdo acima e a ndo dar nome especifico a
poliedros limitados
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2.2 Conjuntos Convexos e Cones

Definigao 2.4 Um conjunto A C IR™ € dito convexo se, e somente se,

Vnzh2?) €[0,1]x Ax A = Ozl +(1-Nz?) € A

Em termos geométricos, a definicao de conjunto convexo equivale a dizer que qualquer segmento de reta
com extremos no conjunto, estd inteiramente contido no conjunto. Seja por esta visao, ou por simples inspecao,
é trivial que o qualificador (VA € [0, 1]) pode ser substituido indiscriminadamente por “VA € (0, 1)”, “VA € [0,1)”
ou “YA € (0,1]” sem que a defini¢ao seja afetada.

= zyi=Xa+(1-Ab=b+\a—0b)

0
Figura 2.3: Com A € [0,1], ) = Aa + (1 — A\)b = b+ A(a — b) pertence ao segmento [a, b].

Os seguintes conjuntos sao exemplos de conjuntos convexos:

1
2
3) Subespagos lineares (ou subespaco vetorial)

4) Hiperplanos

5) Semiespacos

6 4

Conjunto unitario

(
(
(
(
(
(
(7) X={z€R": Az=bez 20}
(

) ¢
) R
)
)
)
)
)
)

8) A bola (aberta ou fechada) de centro Z (Z € IR™) e raio r (r > 0), denotada B(Z,r) (ou B[z, r]).

O primeiro caso é bastante particular, precisando de uma demonstragéo por vacuidade: na auséncia de
contra-exemplo segue a tese (ou na auséncia de antecedente segue o subsequente). A demonstragdo de que
os demais conjuntos sao convexos seguem quase que diretamente das hipdteses, entretanto é preciso relembrar
algumas definigoes:

e subespaco linear (SL): L é SL se, e somente se, for fechado em relagdo a multiplicagdo por escalar e a
soma, ou seja, V(A z',2?) e R x L x L = (\z' + (1 — \)z?) € L.

e bola fechada (BF): B(Z,r) = {x € R™ : |T — z|| = 7}, sendo ||z|| = (X7 2?)"/? a norma dois®.

40s tnicos conjuntos convexos néo vazios e enumeraveis sdo os conjuntos unitarios, i.6, aqueles formados por um tnico elemento.
"Lembre-se das propriedades de norma, em particular a desigualdade triangular: ¥(a,b) = ||la — b|| < ||a|| + ||b]|-
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(3) Todo subespago linear L é convexo.
Como L é subespago, portanto é fechado em relagdo a multiplicagdo por escalar e a soma, ou seja,
V(A zh,2%) € R x L x L, temos que (Ax' + (1 — \)x?) € L.

Particularizando para A € [0, 1], segue que L é convexo. [

(MM X ={zcR": Ax =bezx 20} é convexo.
Dem. V(\, z!,2%) € [0,1] x X x X, segue que

z'Z0e A2 0= Azl Z0 1 2 >
2220e (1—-X) 2 0= (1-XAa? 20 > M+ (1-N27 20 (a)
Mais ainda
Az + (1 - Nz?) = Az! + (1 - )\)Az? (por linearidade)
=X + (1-A\)b (poisz’ € X = Ax' =b,i =1,2)
=b (b)
De (a) e (b) segue que X é convexo. [ ]

(8) B(x,r) ={x € R" : |T — z|| = r} é convexa.

Dem. V() z!,2%) € [0,1] x B(Z,r) x B(Z,r), (note (x) a = A\a + (1 — \)a) segue que

*

Dzl + (1= Nz2 -z 2 el +(1-Nz2 -3z — (1 - NF|

=A@ —2)[ + (1= N)(@? —z)|
S Ar+]1=Ar
=r
portanto ) := Az! + (1 — \)z? € B(z,r), logo B(T,r) é convexa. |

Uma forma mais simples de derivar resultados e provar convexidade de conjuntos é usar propriedades de
convexos. Examinaremos algumas dessas propriedades a seguir, sendo que as demonstracoes serao realizadas
de modo mais geral, além do escopo 1til a caracterizacao de vértices de poliedros. Por exemplo, a propriedade 1
poderia ser demonstrada para finitos semi-espacos do IR"™, mas por ser mais ampla e nao demandar ferramentas
adicionais, a demonstraremos para familias (mesmo nao enumeraveis) de convexos.

Propriedade 1 Intersecdo de conjuntos convexos € um conjunto convero.

Dem. Seja D o conjunto resultante da interse¢do de convexos. Assim, deve existir uma familia {A'};c; de
convexos de modo que D := (,c; A"

Para demonstrar a tese, tomemos quaisquer (A, z',2%) € [0,1] x D x D. Como por hipétese A’ é convexo
para todo i € I, segue que
zy =N\l + (1 - N)x?) e A%, Viel.

Portanto, pela definicao de D, temos que ) € D, concluindo desse modo que intersecao de convexo é
CONvexo. [ |

Exercicio 2.1 Usando a propriedade 1, prove que D = {z € R"||z —z°|| £ 7} ¢ convexo.

Desta propriedade e da convexidade de hiperplanos e semiespacos segue que todo poliedro é convero, em
particular o apresentado no exemplo (7).

E importante notar que:
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1) A e B convexos # AlJ B convexo.
Basta tomar A ={Z} e B={y} com T #7J.

2) A convexo # complemento de A é convexo.
Basta tomar A = {0}.

Propriedade 2 Combinacao linear de conjuntos convexos € um conjunto convexo.

Sem perda de generalidade, provar a propriedade 2 é equivalente a provar que, para quaisquer subcon-
juntos convexos de IR™ (A e B) e para quaisquer escalares (« e ), que

C = (aA + SB) é um conjunto convexo, sendo
(0A+pB):={z:z=aa+pb, ac Ae bc B}.
Dem. V(\ z!' z2%) €[0,1] x C x C, existem (a',a? b',b%) € A x A x B x B, para os quais
z' = aa’ + b, com i€ {1,2}, (a)

desse modo, via 4lgebra elementar, conseguimos concluir que z := Az! + (1 — \)z? € C pois

—

a

zy=Mx! + (1 - N)z? = Aaa® +pbY) + (1 - N)(aa® + 5b?)
= a(Aal + (1 = Na?) + B! + (1 - \)p?)
= (aw+pw) € C

~

sendo v € A e w € B pela convexidade de A e B .

Portanto, C = aA + 8B é convexo. [

Esta propriedade admite duas particularizagoes de grande importancia.
Propriedade 3 Soma ou subtragao (A — B = A+ (—1)B) de conjuntos convexos € um conjunto convezo.

Propriedade 4 Convezridade mantem-se com translacao.
(Uma transla¢do de A € o conjunto A+ {x}. )

Outras propriedades interessantes cuja prova fica a cargo do leitor sao:
Propriedade 5 Produto cartesiano de conjuntos converos é um conjunto convexo.

Propriedade 6 A imagem de uma transformagao linear L, L : IR™ — IR™, aplicada a um conjunto convexo
A CIR", L(A), é conveza.

Propriedade 7 Se A ¢ convexo entio o interior® de A é convezxo.
Propriedade 8 Se A ¢ convexo fechado com interior ndo vazio entdo A coincide com o fecho” do seu interior.

Uma particular classe de conjuntos convexos que serdao tteis em nosso estudo é a dos cones convexos.
Inicialmente definamos cones:

SPonto interior: @ € A < 3§ > 0 : B(a,d) C A, ou seja, a é ponto interior se, e somente se, existir bola de centro em a
inteiramente contida em A.

"Fecho: A = A () Fa, sendo F4 o conjunto dos pontos de acumulagao de A.
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Definicao 2.5 B C IR™ € dito ser um cone se, e somente se for fechado em relagao a multiplicagdo por
escalar nao negativo, i.é, Y(A\,b) € Ry x B = (A\b) € B.

De modo andlogo a caracterizacdo de convexidade por segmentos, semirretas com inicio na origem
fornecem uma caracterizagdo geométrica para cone, pois um conjunto é cone se, e somente se, ele contém
toda semirreta iniciada na origem e passando por um de seus pontos. Vejamos alguns exemplos e propriedades
interessante de cones.

Exemplos e propriedades de cones

IR", {0} e 0 sao cones triviais;

Todo subespaco linear é um cone;

O hiperplano H é um cone <= o hiperplano H contém a origem.
C={heR": Ah=0e h =0} é um cone;

Duas retas distintas que se interceptam na origem é um cone;

B é um cone limitado <= B = {0} ou B = {);

)

)

)

)

)

)

7) Intersec@o e uniao de cones ¢ cone;

) Soma de cones é cone;

) Origem pertence ao cone se cone é nao vazio;

) Translacao de cones nao necessariamente é cone;

) Nem todo cone ¢ convexo;
) A uniao do complemento de um cone com a origem é um cone;
)

Qualquer cone é ilimitado se contiver mais que um elemento.

Observemos que o fato de duas retas que se interceptem na origem formarem um cone (exemplo (5)), nao
corresponde a intuicao usual de cone, baseada em cones gerados por conjuntos convexos.

Definigao 2.6 Dado A C IR"™, A nao vazio, definimos cone gerado por A, denotado C(A), como
CA):={xzeR":J(a,0) e AxR;y : z=aa} .

Em termos geométricos, o cone gerado por A é a uniao de todas as semi retas iniciando na origem e
passando por algum ponto de A. Se A for um conjunto convexo, vale a propriedade:

Propriedade 9 A convero = C(A) € um cone convezo.

Dem. Seja C := C(A). Devemos demonstrar que: V(c!,¢?) € C x C, \; € (0,1) e Ay € (0,1), para
A+ Ao = 18, teremos ¢y := A\ie! + M\oc® € C.  Também suporemos ¢! % c? (caso a igualdade ocorra segue
diretamente o resultado).

Como C é gerado por A, devem existir (a',a?) € A x A e (a1, a2) € Ry x IRy para os quais:

Cl = oqal, (2'1)

02 = a2a2.

80s casos A1 = 0 e Ay = 0 sdo triviais.
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Figura 2.4: Dado ¢ € [¢},¢?], encontrar o correspondente a € [a!, a?].

Como A\ # 0 e Ay # 0, sejam
C Ao+ Asa

B )\10&1 + )\2&2

v

,81 : 20 e ,62 : 0. (23)

Assim, tomando ¢ := A\ 1a' + Xofa?, segue que
ce A, (2.4)

. 23
pois, A1B1 + X252 =

Além disso,

(5] a9 _ s . g
A1 Yo bwas T Ao o uas = 1 e A é convexo por hipétese.

c, = )\161 + )\262 (221) /\104101 + )\262 (222) )\1@10,1 + /\2042&2
2.3
(22) (AMraq + Aga2) (A1 81t + A2B2a?) = (Mag + Aeas)e.
Portanto, de (2.4) e da defini¢do de cone, segue a tese. ]

Notemos que a convexidade de C'(A) nao implica na convexidade de A.
Exercicio 2.2 Verifique por meio de um contra-exemplo que C(A) convero =~ A convezo.
Exercicio 2.3 Se D é um cone, prove que D = C(D N B(0,1)).
Exercicio 2.4 Se D ¢ um cone, D # {0}, entao D = C(DnNoB(0,1)).
Use como defini¢ao de bola aberta B(a,r) :={b:|la—b|| <r} e Bla,r| :=={b: |la—b|| = r} como bola fechada,
além de 0B(a,r) como a fronteira da bola fechada (i.é., Bla,r]\ B(a,r)).

Propriedade 10 Se B é um cone, entdo: B € convexro <= B= B+ B.

(i.€, B € cone convero <= B é um cone fechado em relagao a soma)
Dem. Como 0 € B (para A =0, \b € B) segue que B C B+ B. Assim, resta provar que:
(B é convexo) <= B+ B C B.
(=) Sendo B convexo e cone,
WL B2) € B x B P e %bl + %bQ e BBg‘ﬁnez(%bl + %bQ) cB—b + b B

portanto B + BC B
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(<) Sendo B =B+ B,
VALY € [0,1] x Bx BPEL Ml e Be (1—Ab2 e BVEEY X! + (1 - M\p? € B.

portanto B é convexo. [ |

Cones convexos sao conjuntos “semelhantes” a subespagos lineares. Subespacos lineares sdo conjuntos
fechados em relagao a soma e multiplicacao por escalar e cones convexos sao conjuntos fechados em relacao a
soma e multiplicagcdo por escalar nao negativo.

Exercicio 2.5 Prove que se C(A) é convexo entao C(A) é o conjunto dos pontos que sdo combinagdes lineares
de elementos de A com coeficientes nao negativos.

Uma categoria de cones convexos que nos interessa ¢ a dos cones poliedrais:
Definigao 2.7 C' é um cone poliedral se, e somente se, C' é um cone e C' é um poliedro.

Exemplos de cones poliedrais

(1) {0},0,IR™ , subespagos lineares;
(2) R} ={rcR":x 20},
(3) C={heR"/ Ah=0¢h =0}

2.3 Combinagoes Convexas e Casco Convexo

As definigoes apresentadas na seccao anterior podem ser vistas como generalizacoes de subespagos lineares.
Para tornar mais clara esta observacao, repetimos abaixo, de forma suscinta, as caracterizacées de subespago
linear, cone convexo e conjunto convexo:

(a) X é subespago linear

o { (1) V(z,y) e X x X

(2) ¥(a, B) €e R x R } entdo (ar + By) € X

(b) X é cone convexo

c (1) V(z,y) e X x X
(2) (e, ) € Ry x Ry

} , entdao (ax + fy) € X

(¢) X é conjunto convexo

(1) V(z,y) e X x X -
se entao (ax + eX
{(mvm¢ﬂem+xm+/a+ﬁ:1 : (az + By)
Da mesma forma que subespacos lineares sao caracterizados por combinacao linear de um niimero finito
de elementos, no exercicio 2.5 caracterizamos cones convexos por meio de combinacao linear a coeficientes nao
negativos. Para o estudo de conjuntos convexos, introduzimos o conceito analogo:
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Definigao 2.8 Um ponto T € dito ser combinagdo conveza ® de {z'}}_,

se existem

a; €R, 1€{1,2,...,p},
P
a;20,1€{1,2,....,p}, e >a=1
i=1

%

p
tais que T = Z ;T
i=1

Em termos geométricos, T é combinagao convexa de p pontos {z"}i—1 2, .., se existirem massas {m'}i=12 .,
que associadas aos correspondentes pontos, definam o centro de gravidade (CG) coincidente com Z. Isto é,
CG=) Tz'=xz=) aa'
i=1 =1

i

_ P 7 L m
sendo M =3 7_ 1 m', e a; = 5r.
Lembrando que m’ sdo massas, segue que a; 2 0e 38 a; = 1.

E conveniente notar que os coeficientes que definem a combinagdo convexa nao sao necessariamente
dnicos.

Utilizando a defini¢ao acima podemos caracterizar conjuntos convexos por meio de:

Teorema 2.1 A € convexo se e somente se qualquer combinacdo convexa de pontos de A € um ponto de A, ou
mais precisamente

p .
= Y ax' € A
=1

Vp € IN
A € convero <— < V{z'} |, '€ A, ie{l,...,p} >
V{Oéi}zpzl, Oéii 0 e Zle o = 1,

Dem. A prova no sentido (<=) é trivial, pois p = 2 é a defini¢do de convexidade. A prova no sentido (=)
serd feita por indugao:
Base de indugao: (p = 1) trivial.

Passo da indugdo: Suponhamos que qualquer combinacao convexa de p (ou menos) elementos de A seja
um ponto de A e vamos analisar combinagoes convexas de p 4+ 1 elementos de A. Isto é, seja

Eszillaimi sendox! € A, a; Z0parai€ {l,...,p+1}e Zfillai =1.
(1) Seapyi =1, entdoa; =az=...=a,=0e€ z =2l c A
~ . 1 .
(2) Se ap41 € [0,1), entao, tomando 3; = T=a;;7 i segue que
r = Zle a;xt + Oép+1$p+1

= (L= opp1) X, i’ + opaz?™
= (1-app)y + appa?th

sendo y = Y0, Bz’

9A definicao 2.8 implicitamente nos restringe a considerar somente combinacdo convexa de um niimero inteiro de pontos.
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Figura 2.5: y € [a',...,a”], tal que T € [y,a’*!].

Por construgao, y é combinacao convexa de {.7: ", com pesos {B;}}_,, pois:

Bi=11—aps1) tey] 20, e

p p
El B = [(1 —CVerl)_l(E1 ;)]

= (1- O‘p+1)_1(1 — apt1)

Portanto, por hipdtese de indugao, y € A. Como a,41 €10, 1), (y,zPT1) € Ax A e A é convexo, segue
que T € A, o que completa a demonstragao. [ |

Uma forma mais elegante de apresentar este resultado pode ser obtida por meio da introdugao do conceito
de casco convexo:

Definigao 2.9 O casco convexo de um conjunto Y, denotado [Y], € o conjunto das combinagoes converas
dos elementos de Y, i.é:

def n |/ eN, Hz'H_, Y, Hai}l, CR
Yl = {$€R '<tazsquea120, ie{l,...,p}, P ici=1 e =3 az’.

Em termos geométricos, o casco convexo de um conjunto Y é o lugar geométrico dos centros de gravidade
de quaisquer conjuntos finitos de pontos de Y com quaisquer massas associadas.

Da definicao de casco convexo de um conjunto, seguem as seguintes propriedades:

1) Y Cly];

2 CY = [Z]C[Y];

3

[Y] é convexo;

5) [[YT]=1[V];

(1) Y
(2) Z
(3)
(4) Y éconvexo < [Y|CY < Y =[Y];
()
(6) Z convexoeY C Z = [Y]| C Z.

A figura 2.6 contém alguns exemplos de conjuntos e seus respectivos cascos convexos.
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(b)

(c)

Figura 2.6: Alguns exemplos de geracao de casco convexo.

As propriedades (1) e (2) sao consequéncias imediatas da definigao, assim como a propriedade (3), apesar
da prova desta ser menos imediata.

A propriedade (4) é uma importante caracterizagdo de conjuntos convexos. A propriedade (5) pode ser

generalizada como:

(57) [Y]P =[Y], onde, [Y]? é definido por:

Tanto (5) quanto (5’) tem suas provas baseadas no seguinte argumento:

{

a) [Y]! = [Y]

b) VI =[[Y]'].

por (3), [Y] é convexo, portanto, aplicando a propriedade (4), [[Y]] = [Y].

Exercicio 2.6 Prove as propriedades (1) a (6) e (5°).

Exercicio 2.7 Prove que o casco convexo de um niumero finito de pontos € um conjunto limitado.

Exercicio 2.8 Qualquer que seja ¢ € IR,

A:={a',a?, ...,a"}, da =" ,cia; € limitado (Va € [A]).

Exercicio 2.9 A reciproca dos dois exercicios anteriores valem ¢ (se sim, demonstre, caso contrdrio apresente

contra-exzemplo).

A propriedade (6), de casco convexo, permite uma caracterizacao alternativa de casco convexo, utilizada

como definicao por alguns autores, a ser explorada na proxima subsecao.

2.3.1 Caracterizagao de Casco Convexo

prove que para o casco convexo de um numero finito de pontos,

Podemos dizer que o conjunto A é menor que o conjunto B sempre que A estiver contido em B, i.é., A C B.

Desse modo, a partir das propriedades (1) a (6) (pagina 11), podemos concluir que o casco convezro de
qualquer conjunto é o menor convexo contendo o referido conjunto, ou seja, [Y] é o menor convexo que contém

Y.
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Portanto as formas precisas de enunciar essa caracterizacao de [Y] sao:
{[Y] é a intersegao de todos os convexos que contém Y }, ou
{Y CTA e Aconvexo = [Y] C A}

Esta interpretagao ou caracterizagao alternativa justifica os exemplos gréaficos da figura 2.6. Note-se que
a operacao casco convexo dos 5 pontos da figura 2.6.b gera o pentdgono como esperado.

Portanto, voltando a idéia de caracterizacao de poligonos e lembrando que todo poliedro é convexo, a
nossa pergunta sobre o minimo de informacao necessaria para caracterizar um poliedro pode ser reformulada
como: “qual o conjunto minimal M tal que o poliedro convexo X possa ser descrito por [M]?”.

Claramente tal conjunto minimal devera conter todos os pontos do conjunto original que nao podem ser
expressos como combinacao convexa de outros pontos do conjunto original. Se verificarmos na figura 2.6, estes
pontos sao os vértices do triangulo, do pentdgono e do quadrilatero.

Por sua importancia, estes pontos merecem uma defini¢ao:

Definigao 2.10 O ponto a pertencente ao conjunto convexo A, é dito ponto extremo de A se A(b,c,\) €
Ax Ax(0,1) tal quea=Ab+ (1 —XN)c com c#a#b
ou equivalentemente: a € ponto extremo de A se, e somente se

a=X + (1—-X)c

0<A<1 = b=c=a
(be) e Ax A

Exemplos

1) Todo conjunto unitario é formado por um ponto extremo;

2) {x €IR? : 21 + 22 =1 ex 20} tem como pontos extremos (8) ((1)) e ((1));

3 ={z € R" : 2 2 0} tem um tnico ponto extremo que é a origem;

5) {x € R?: ||z|; £ 1} tem quatro pontos extremos;

(1)

(2)

(3)

(4) {.7: € R": ||z]]2 = 1} tem como pontos extremos {z € R" : ||z|2 = 1};
(5)

(6) {x €IR?: 0= 2y =1} nio tem pontos extremos;

(7)

7

qualquer conjunto aberto nao tem pontos extremos.

2.4 Vértices de Poliedros Canodnicos

No caso particular de poliedros, usamos o termo vértice para designar ponto extremo e, dado um poliedro P,
denotamos
V(P)={x € P / x é vértice de P}.

Nos exemplos de poligonos apresentados na figura 2.6, podemos verificar que o poliedro P (poligono)
pode ser representado por P = [V(P)] e que o nimero de elementos de V(P) (que denotaremos por #V (P)) é
finito.

Porém, veremos que este resultado sé vale quando o poliedro for limitados, isto é, a afirmacao “P =
[V(P)]” ndo é necessariamente verdadeira. Tomando P = IR", a razao da nao validade da afirmacao é bastante
clara, pois IR’ ¢ ilimitado e o casco convexo de um numero finito de pontos é um conjunto limitado (ver
exercicio 2.7 e exemplo (3) acima.).
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O exemplo (6) acima (P = {x € R? : 1 Z z; Z 0}) é mais intrigante, pois V (P) é vazio. Entretanto, se
reescrevermos as restricoes que descrevem o poliedro P na forma canonica, obteremos o poliedro P,, dado por:

Pe:{ZEIR4/z§Oe 21+ 24 = 1}

onde z1 =1
29 — 23 = Xy (zzzx;e 23::):;)
Z4 = 1 — T (2’4 = Z‘T).
Para este poliedro, V(P.) = {(0,0,0,1)T e (1,0,0,0)T}.
Por este exemplo, procuramos ilustrar que a propria existéncia de vértices é uma propriedade que pode
estar associada a descricao algébrica do poliedro.

Por esta razao e por facilidade de apresentacao unificada, doravante estudaremos somente a caracterizagao
de vértices de poliedros correspondentes a conjuntos de pontos vidveis de programas lineares na forma canonica.
Isto é, utilizaremos como hipétese desta seccao que os poliedros em consideracdo serdo descritos algebricamente

na forma canoénica
X={zcR":Az=be z20}.

Para tornar clara tal hipotese, o titulo da seccao é “vértices de poliedros canénicos” como abreviagao de
“vértices de poliedros correspondentes a conjuntos de pontos vidveis de programas lineares na forma canoénica’.

Para caracterizar os vértices do poliedro X na forma canonica, uma primeira idéia pode ser verificar o
que caracterizaria um ponto do poliedro que nao é vértice.

Para um conjunto convexo Y, um ponto de Y nao é ponto extremo se e sé se ele estiver contido no interior
(relativo) de um segmento de reta com extremos no conjunto. Nao ha perda de generalidade em assumir que
x € Y nao é ponto extremo de Y se e s6 se ele for ponto médio de um segmento (nio trivial) '° cujos extremos
sao pontos de Y. Isto é,

Lema 2.1 Dado Y convezo,
WeYeydV(Y)— (GheR" : h£0e (y+hy—h) €Y xY).
Dem.
(<=) Sejam (\,y',9y?) €]0,1[xY x Y, definidos por A :=1/2,y' :=y+hey?:=y—h. Portanto y &€ V(Y),
uma vez que y' #y% A €]0,1[ ey = My? + (1 — Ny

(=) Sendo
h':i=y' —y, B*:=y® —y e hcargmin{||h'[2, [h*|2},
mostaremos que (y+h,y—h)eY xY.
Seja A €]0, 1[ tal que

y=X+1-Ny' =y +y° —y'). ()
Dali segue que
ht = -Ay* —y'), (%)

pois, ' = -y’ —y') e y—h' =y+ Ay’ ~y") ey—h' =y' - h' + Ay’ -y') ey =y + Ay’ -y").
Sem perda de generalidade, suporemos h = h!. Neste caso, é facil ver que X €]0,1/2], pois, considerando

a direcdo y? — y!, y se encontra antes do ponto médio do segmento [y',y?].

Deste modo, tomando A := 2, teremos A €]0,1] e da convexidade de Y (usada na tltima identidade)

) < %) -
y—h Zy iy ) Dyt 2@ -y =y APy e Y.

10Um segmento é dito néo trivial quando seus extremos séo distintos.
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Comoy+h!=y' eh=h' segueatese (y+h',y—hl)cyY xY. [

O lema 2.1 substitui a caracterizacao de pontos extremos em termos de intervalos pela existéncia de
direcoes que definem os mesmos intervalos. A prova deste fato é imediata.

Esta caracterizacdo, em termos de diregoes, serda doravante utilizada. Para o caso em estudo (poliedros
na forma canoénica), estas diregoes possuem a seguinte caracterizacao algébrica:

Lema 2.2 Sendox € X, X :={z €¢R": Az =b e z 20},
{3A>0/(x+ M,z - ) e X xX} <= {reX, Ah=0 ¢ (z;=0 = h; =0)}.

Dem.

(=) i)A(@+MM)=A(x— ) )=b<= Ah=-Ah=0 ¢ Az ="b;

| @+ R)Z20 o
u){(x—Ah)zO} = =20

iii) x; =0, (x+AMh); =2 0, (x—Ah);20= h; =0.
(Observe que (z; =0 == h; =0) equivale a (h; #0 = z; #0)).
De i), ii) e iii) segue a primeira parte da prova.
(<) 1) Se h =0 o resultado é trivial.
ii) Se h #0,
a) VAe€IR, A(x+ Ah)=Azx+ A \Ah =0+ )0 =b;
b)z; =0: VA € R, (x+ Ah)j =z;+ A h; =0+ X0 = 0;
c)z;>0eh; >0 (+Ah); 2 0 <= X2 —3(<0)
d)z;>0eh; <0 (+Ah); 2 0 <= A= —3(>0).
Para h # 0 é necessério que ¢ # 0, pois (x =0 = h =0).
Portanto definimos
A= SUPj; >0 —% (sup ao invés de max para considerar o caso h =0, quando Ay = sup 0 = —oc0)
At =infp, <o —% (inf ao invés de min para considerar o caso h 2 0, quando A\_ = inf () = +00)

X:min{—)\_,)\+} € IRy, isto é, AeRe XA>0.

Assim, da construcao de A, teremos

(x+ Mh,x — Mh) € X x X,

o que completa a demonstracao.

No fato acima, o escalar A (A > 0), nao altera a dire¢do no sentido geométrico. Este fator de escala é
importante para garantirmos que, dada uma direcao conveniente, ndao “andamos demais” ao longo desta.

Esta observagao estd ligadaa L = {(x+Ah) / A € R} definir uma reta, se h # 0. Acompanhando a prova
do fato 2.2, temos que a interse¢ao da reta L com o poliedro X é dada pelo segmento de reta {(z + M\h) / ) €
[A_, A4}, se A_ e A4 forem finitos. Caso contrario, L ()X é uma semirreta, pois ou A_ ou Ay é finito. Em
qualquer caso com h #0, (z + Ah) ou (x — Mh) serd ponto extremo de L) X.

Um resultado que serd utilizado repetidas vezes é que este ponto extremo tem pelo menos uma componente
nula a mais do que x. Para formalizar esta constatacao, introduzimos a notagao:
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Notagao 2.1 Paray € R", I(y) ={j € {1,2,..n} / y; # 0}. Ou seja, I(y) € o conjunto dos indices cujas
componentes y; sejam nao nulas (y; #0).

Esta notacao e as observacoes acima conduzem ao seguinte:

Exercicio 2.10 Prove que

X > 0 tal que:
veX, h40 v — D z)=(x+ M,z - h) € X x X

B )()Q() I(z) CI(x) e
Ah=0¢ I(h)CI(x) #I1(z) > min{#I(y), #I1(2)}.

(z,h) e R" x R"

Uma ilustragdo numérica do exercicio 2.10 é:

Exercicio 2.11 Sejax = (1;1;1;1;0) € X, h=(1;-5;-1;5;0) e
- feem [ 000 (2] e )
i) verifique que Ah =0 e I(h) C I(Z).
ii) Calcule a interse¢do da reta L com o poliedro X onde
L={xcR° /z=(1;1;1;1;0) + A(1; —=5; —1;5;0), A € R}.
i) Calcule y € LN X tal que #I(y) < #I(T) e verifique que y =T + \h
(A como na prova do fato 2.2).

v

iv) Mostre que o maior segmento de reta, simétrico em rela¢ao a T e contido em L X €

{xeRP:z=ZT+Ah): A€ [ )\ ]}

Estas construgoes baseadas nos fatos 2.1 e 2.2, sao dirigidas a caracterizagao de pontos do poliedro que
nao sao vértices (ou equivalentemente a vértices). Na medida em que esta caracterizagao é baseada na existéncia
(ou nao) de diregoes convenientes, introduzimos a notagao:

Notagdo 2.2 H,={hcR" / Ah=0 ¢ I(h) C I(x)}'!.

Exercicio 2.12 Prove que H, é um subespago linear e portanto um cone convezo (x € X :={x : Az =b,x 2

0}).
Podemos entao enunciar o seguinte resultado,

Lema 2.3 Para todox € X, x € V(X) <= H, ={0}, que equivale a forma,

z¢V(X) < H,#{0}.

Dem. Dadoxz € X
zgV(X) <=3hecR"/h#0 e (x+hx—h)c X xX (pelofato2.1)
<= Fh#0 :IN>0, (x+ M,z — M) € X xX (M=h)
< Jh#0 :Ah=0 ¢ (z;=0 = h; =0) (pelo fato 2.2)
< dh#0 :heH,.

Ou seja, z € V(X) < H, = {0}. ]

Y, ={he N(A) / I(h) C I(z)}, sendo N(A) é o espago nulo de A.
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2.4.1 Caracterizagao de Vértices

n . .

Lembrando que Ah = ) hja’ = 3 hja’, é facil verificar o seguinte encadeamento de caracterizacoes
Jj=1 jel(h)

equivalentes'?,

Teorema 2.2 Dado xz € X,

zeV(X) < H, = {0} '
<:>/3h€ R” / h # 0, Zje[(a:) hja] =0
<= {@’ }jc1(z) sdo linearmente independentes.

Dem. Imediata do resultado anterior e da definicao de dependéncia linear. [ |

Este encadeamento prova um resultado bésico que é chamado de caracterizagao de vértices por
colunas linearmente independentes , que pode ser apresentado resumidamente como: dado ¢ € X = {z €
R": Az =be x 20}

ze V(X)) = {aj}jel(z) sao 1.i. (linearmente independentes).

Esta caracterizagao, basica para o desenvolvimento que se segue, tem como um de seus varios corolarios,
o abaixo:

Lema 2.4 O poliedro X ={x €¢ R" : Ax =b e z =0} tem um nimero finito de vértices.

Dem. Basta apresentar um limitante superior finito, gerado por todos os possiveis vértices,

#V(X) SH#{JC{1,2,...,n}:{al}jes 611}
#{J C{1,2,...,n} : #J =m}
(O + D)+ =+

m

A IIA

Exercicio 2.13 Se A tem caracteristica p (p = m) entao #V(X) = (7).

Exercicio 2.14 Prove as equivaléncias: (0 € X) <= (0 € V(X)) < ({0} =V (X)).

O resultado acima utiliza a hipdtese do poliedro X estar na forma canénica, isto é, X = {x € R" : Ax =
b e 20}

Considerando novamente o exemplo Y = {z € R? : 1 Z 21 = 0}, para o qual V(Y) = (), é facil ver
que 0 € Y, o que mostra que a validade do resultado apresentada no exercicio 2.14 depende da representacao
algébrica do poliedro.

Uma das razbes para escolhermos a forma canénica é a existéncia de resultados fortes ligando o poliedro
nesta forma ao conjunto de seus vértices. Por exemplo:

Lema 2.5 Dado X ={x c¢R": Az =b ¢ z 20}
X£0 < V(X) £0.

Dem.

12yale lembrar que a’ é a j-ésima coluna da matriz A.
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(<) Trivial pois V(X) C X.

(=) Se X # (), entdo (pelo axioma da escolha), seja z° € X C R".
Podemos gerar a seguinte sequéncia {xi}?jol:
i)sex’ € V(X), 2! =zt
ii)sex! g V(X), 2 =y’ € X : #I(y") < #I(z").
A existéncia de y° como em ii) é garantida pelo exercicio 2.10 (pagina 16).
Claramente #I(z°) S n e, ' € V(X) ou #I(z') < n —i.
Como #I(z" ™) = 0 temos que z" ! € V(X). [

A prova construtiva apresentada acima é algoritmica, no sentido que a partir de um ponto do poliedro
é gerada uma sequéncia de pontos, também do poliedro. Apds no maximo n iteragoes, esta sequéncia produz
um vértice.

Se z' néao for vértice, o conjunto de colunas associadas as componentes nio nulas de z* ({a’} ;¢ (@) €
linearmente dependente. Em cada iteracdo do processo é gerado '+ com menos componentes niao nulas do que
x' (I(z**!) estritamente incluso em I(z*) ). Portanto a cada iteragao ou detectamos um vértice ou reduzimos o
conjunto de colunas {a’ }ier(a+), buscando um subconjunto de colunas linearmente independentes, e portanto,
correspondente & um vértice.

2.4.2 Método Conceitual para Obtencao de Vértice (MCOV)

Esta visao e os resultados anteriores, sugerem que o problema de encontrar um vértice do poliedro X, a partir
de um ponto qualquer deste poliedro, possui uma solucao algoritmica simples, como pode ser visto por:

Inicializacdo: i +— 0, € X
Passo (x): Encontre, se existir, h? tal que:
hi#£0
hic Hy ={hcR"Ah=0¢ I(h) C I(z")}.
Caso nao exista, ' € V(X): pare.
Se Elhé > 0, faga:

Al =max; i g — -k xt+A_ht =R (F +max —=£) =hi(F —min 7£) 20
h>0 " pi J J J(h; hi>0 M ) J(h; hi >0 h;c)

il — 2t + A _h

1 +— 1+1

retorne ao passo (x).

Caso contréario, faca:
, ) , ) h%<0

Ay = ming T xh 4+ A hi = h’(ﬁ + min 7%) = hz(ﬂ — max ﬁ) 2 0

£<0  hj J J INRG T hico P PR o T

o — 2t + A\ R
T — 1+1
retorne ao passo (x).

A transformacao deste método conceitual em algoritmo é obtida pela clara discriminagao de como cons-
truir h* € Hy, tal que h* # 0. Isto corresponde a encontrar, se existir, uma solugdo nao trivial para o sistema
homogéneo de equagoes lineares:

Zjejhjaj :AJhJ :07
sendo J = I(z?).
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Exercicio 2.15 Descreva detalhadamente o algoritmo indicado no pardgrafo anterior (coloque na forma de
alguma linguagem de programacdo alto-nivel, indicando como obter o h').

O método conceitual (MCOV), além de ser a base para a solucao de problemas que veremos adiante, serd
utilizado, na préoxima secao, para a construcao de caracterizagao finita de poliedros.

2.5 Caracterizacao de Poliedros Candnicos

A caracterizacao finita de poliedros é a resposta a questao levantada anteriormente sobre existéncia de um
conjunto minimal M tal que X possa ser descrito a partir de M por meio da operagao casco convexo. Uma
interpretagao geométrica de (MCOV) serd a base usada para derivar tal caracterizagao.

A cada iteragao do (MCOV), se nao detetarmos um vértice, construimos uma diregao tal como a utilizada
no lema 2.2. Relembrando a interpretacao geométrica deste resultado, dado um ponto z do poliedro (z nao
vértice), existe uma reta L cuja intersecdo com o poliedro X contém z no seu interior (relativo). Como ji
discutido anteriormente, a reta L intercepta o poliedro ou em um segmento de reta ou em uma semireta. Os
extremos do segmento de reta, ou a origem da semireta, sdo pontos do poliedro “mais préximos” de serem
vértices, pois possuem menos componentes nao nulas do que z.

Usando estas dire¢des podemos mostrar que o primeiro conjunto nao vazio do tipo X, := {z € X :
#I(x) = ¢}, com um numero minimal de componentes nao nulas, estd contido no conjunto dos vértices de X.

Lema 2.6 Se p =min{q: X, # 0}, entao X, C V(X).

Dem. Por contradigdo, suponha existir € X, tal que & ¢ V(X). Neste caso existe h # 0 para o qual

Ah=0 e (z—hzxz+h)ecXxX.

Neste caso existe ¢ tal que h; > 0 (se h <0, tome —h no lugar de h). Assim, se tomarmos A\ = }ILl’liI(l) 7 >0,
>0

teremos x — Ah € X, pois
e Ax— ) =Az—NAh=Az=0b; ¢
ex— ) 20 (A€IR,y): ocaso hy =0 é trivial, assim examinaremos

— hy <0: 2 — Ahg > x>0 (do lema 2.2, hy # 0 = x5 > 0);

B . _ B o zj . T ok Ly
hi > 0: zp — Ahy, = ;L?;%{hj}hk = hx (hk ]%1;%{}1] }> n

@

v
=

Além disso, do lema 2.2, z; = 0 = h; = 0 e portanto terfamos
#I1(x — \h) < #I(x) = p,
mas isso contraria a escolha de p. Logo néo pode existir um tal x € X, \ V(X), concluindo daf a tese. ]

Agora podemos demonstrar um importante resultado, que poliedros candnicos sao somas diretas do casco
convexo de um nimero finito de pontos mais um cone.

Teorema 2.3 Se X ={r € R"/ Az =be 220} eC={hcR"/ Ah=0, h 20}, entdo

X =[VX)] + C.

Dem. Devemos demonstrar que: (1) [V(X)]+C C X e (2) X C [V(X)]+ C.
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(1) Sez € [V(X)] + C, entao existem

k k
Y= Zaimi € [V(X)] (Zai =l,az0e{z}f C V(X)) e heC,
i=1 i=1

tais que & =y + h. Dali,

. k . i k
— Az =A(y+h) AR=0 Ay =3 Az’ Az=b > ab=0b;

h20 k
—r=y+h = yzzlaimEO.
1=

Portanto, z € X.

(2) Suporemos X # () e X # [V(X)], pois estes casos sao diretos. Faremos a demonstracao por indugao no
indice g de X, := {x € X : #I(z) = q}. Seja novamente p := min{q: X, # 0}.

Base: Do lema 2.6, vale X, C V(X) e dai segue que X, C [V(X)]+ C.
Passo: Supor que X; C [V(X)] + C, para todop =i = k.

Sejax € Xj11. Sex € V(X) ja segue que z € [V(X)|+C (basta tomar h =0).
Sex ¢ V(X), existe h # 0, para o qual Ah =0, I(h) CI(z)e (x —h,x+h) € X x X (lema 2.2),
analisaremos separadamente trés casos, a partir da seguinte construcao:

(1) Se h Z0, mostraremos que € + A\th 20, A\ = min e

hj<0
Se hj 2 0, entdo x; + Ahj =2 x; 2 0, VA > 0.
Se hj < 0, entdo z; + A\hj = hj(i% + minp, <o 5t) = hj(% — maxp, <o 7-) 2 0. Deste modo,
I(x + A\ih) % I(z), e por hipétese de indugao z + A\h € [V(X)] + C.
— > — min %
(2) Se h Z0, mostraremos que & — Agh 2 0, Ay = Igl;% R
Se hj > 0, entdo x; — Aoh; = hj(% — miny, o 7t) 2 0.
Se hj =0, entdo x; — Ahj 2 ; 2 0, VA > 0.
Do mesmo modo, I(z — Agh) % I(z), e por hipétese de indugao = — \oh € [V(X)] + C.

Existem trés possibilidade,
x Se h >0, teremos h € C e, usando o item (2) acima, y := x — A2h € [V(X)] + C. Deste modo,
r=y+ Xhe[V(X)+C.

* Se h <0, teremos —h € C' e, usando o item (1) acima, segue que y := + \jh € [V(X)] + C.
Deste modo, —Ath € C e
r=y—Mhe[V(X)]+C.

x Seh Z0 e h Z0, concluimos que

z+Mhe[V(X)]+C e z—Xhe[V(X)]+C,

portanto € [{z — A\oh,x + A\1h}], e daf segue que'?

ze[V(X)]+C. [ |

Este teorema tem uma particularizagao importante:

3Note que, como C é cone convexo, [C] = C e [A+ C] = [A] + C.
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Corolério 2.1 Seja X ={x € R": Az=be x 20}
X € limitado <— X = [V(X)].

Dem.

(=) Se X =0, entdo segue a tese. Se X # () é limitado, entdo Ah # 0 em C (caso contririo  + Mh € X,
para todo (z,\) € X x Ry). Logo C = {0} e dai, pelo teorema acima, segue que X = [V (X)].

(«<=) Esta outra parte é baseada em que o conjunto de vértices é finito (lema 2.4) e que o casco convexo de um
ntimero finito de pontos é limitado (exercicio 2.7). [ ]

O resultado acima corresponde a enunciar o resultado intuitivo que um poliedro convexo limitado (vazio
ou nao) é descrito de forma minimal pelo conjunto de seus vértices. Mais ainda, estd ligado a constatagao de
que um poliedro (ndo vazio) é limitado se, e s6 se, o cone associado ao poliedro reduz-se a origem.

Exercicio 2.16 Prove que:
(1) C={0} = X limitado
(2) X limitado nao vazio = C = {0}
(3) X limitado #= C = {0}

Portanto, o conjunto de vértices (finito) ndo é informagao suficiente para caracterizagao (finita) de
poliedros somente no caso ilimitado (C # {0}).

A idéia bésica desta caracterizacao é que conhecendo o cone poliedral em uma regido limitada, o restante
do cone poliedral pode ser descrito por meio de fatores de escala (de forma similar ao exercicio 2.3). Ora, se
a regiao limitada for um poliedro, a intersecao do cone poliedral com este poliedro limitado serd um poliedro
limitado e passivel de descrigdo como casco convexo de um numero finito de pontos. Esta idéia intuitiva é
formalmente expressa como:

Lema 2.7 Se C={he€R"/ Ah=0 ¢ hz0} ¢
Ct={heC/|hli=1}={hecR"/ Ah=0, h20 e Y} _ hj=1},
entio C#{0} <<= C'#10
— C=cCc[h

Dem.

(1) C£{0} = C'#0
Trivial, pois se h € C e h #0, |h||;'h € CL.
2 C'#£0 = C=cC(ChH
C(CY) € C: Como C é cone e C* C C, segue que C(C) C C.
C C C(CY): Tome um h € C qualquer:
* Se h =0, podemos tomar h = Oh, h € C* # ().
% Se h # 0, definimos h := Wh, edal h e CL.
Como C(C1) é o cone gerado por C', qualquer que seja A = 0, Ah € C(C'). Assim, tomando
A:=||h||1 teremos h = Ah e C(Ch).
(3) C=C(CY) = C #{0}
Como0cC#(), C=C(CY) = C'#£0() e paratodoh € C!, hcCeh#0. [ ]

Observe que, utilizando o lema 2.7, C fica completamente descrito por meio de C'. Se C' = ) entdo
C = {0}, caso contrario C' = C(C'). Além disso, como C' é um poliedro limitado, ele é completamente
descrito por seus vértices.
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2.5.1 Caracterizacgao finita de poliedros

Definicao 2.11 Os vértices de C' sao chamados raios extremais de C.
Exercicio 2.17 Mostre que h € C, h =31, Bir" onde 3; 2 0, =0 e {r}L,=V(ChH.

Este resultado pode ser considerado como uma caracterizagao de cones poliedrais.
O encadeamento de resultados acima nos permite enunciar a
Caracterizagao finita de poliedros: Sejam X ={zc€R": Az =bexz 20} e
C'={hcR": Ah =0, flhi:uh;oy
i=

Entao
_ p i 4 A
= Zj:l av! + Y Bir

sendo {'u}l L =V(X)
{W}] L =V(CY
Z*laj_l aj 07j€{1727"'7p}7
=0, Bo=1, B;20, je{1,2,...,q}

recX <—

Este resultado é basico para os desenvolvimentos que se seguem, mas nao deve ser esquecido que o poliedro
tem que estar na forma candnica

X={zcR":Az=b e 20}
Se por exemplo o poliedro fosse:
={zecR?*: 12220} £0

este resultado nao seria valido pois V(X)) = 0.



Chapter 3

O teorema fundamental de otimizacao
linear e algumas implicacoes em termos de
algoritmos

Neste capitulo estudaremos algumas consequéncias importantes da caracterizacao de vértices no poliedro
canodnico, particularmente examinando como é possivel produzir um algoritmo para resolver um problema
linear.

3.1 O Teorema Fundamental de Otimizacao Linear

Tendo estudado a caracterizacao de poliedros, o passo seguinte é aplicar este conhecimento ao problema de
otimizagao linear. Como discutido anteriormente, sem perda de generalidade nos concentraremos no problema
canonico de otimizagao linear (PLC), e utilizando os resultados de caracterizagao de poliedros (canoénicos), o
(PLC) pode ser escrito como::

, max cz

max 'z
(PLC) ! sa Ax — b s.a zel[V(X)] + C
' z >0 onde X={zxcR"/ Axz=bzx20} ¢

C={heR"/ Ah=0,h 2 0}.
O primeiro resultado que decorre trivialmente da caracterizagao acima é que
Lema 3.1 O (PLC) € invidqvel <= X = 0

— V(X) =
<= walor dtimo do (PLC) =— oc.

Estas equivaléncia dispensam prova formal, pois sdao apenas uma coletdnea de definicbes equivalentes e
dolema 2.5 (X =0 < V(X)=0).

Portanto, se nos concentrarmos nos problemas vidveis, estaremos maximizando a funcao ¢z para

X e[V(X)] + C,onde V(X) £ 0 (PLC viavel) e C # ) (pois 0 € C).

Logo, o valor étimo do (PLC) (supondo viabilidade) pode ser escrito como

valor 6timo do (PLC) = supcz = sup c'z+supch.
reX ze[V (X)) heC

Em relacao ao primeiro termo que compoe a expressao acima notemos que:

23
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Lema 3.2 Para todoc € R" etodox € X, X ={reR"/ Az =b,x 20} # 0;

sup ¢z = max cv=cv
ze[V(X)] veV(X)

onde v € argmaz{cv/ v e V(X)} (e, veV(X) e v 2cv, Wwe V(X))
Dem. Como X # (), temos que V(X) £ 0 e assim p := #V(X), p > 0. Denotaremos os vértices de X por

V(X) = {v',v?,...,v"} (dolema 2.4, #V(X) é finito).

Da defini¢ao de casco convexo,

P p
vz e [V(X)], 3 {ai}t_, : Z a =1, 0,20(=1,2,...,p) tais quex = Z v’
i:=1 =1

Portanto, Ve € R", Vz € [V(X)], teremos

P . P A
der = Y o dv'S Y o maxjoia. ')
=1 =

P p
= Y acdv=c7 > a; =cv.
i=1 ii=1

Quanto ao segundo termo da expressao apresentada para o valor 6timo do (PLC), supycc ¢'h, temos:

Lema 3.3 Qualquer que seja ¢ € R", usando C :={h € R" / Ah=0, h 20}, suppcc ch € {0,+00}.
Além disso,

(i)(Vh e C, ch=0) < (suppcc ¢h =maxpcc ¢h=0) ¢

(i) <EIE € C tal que ch >0 > < (suppec€h = +00).

Dem. Se (Vhe C, ¢h=0), entdo suppcc€h = 0. Como 0 € C e 0 =0, segue que suppco€h 20, e
deste modo
(Vh € C,c’h £ 0) <= supc’h = maxc'h = 0.
heC heC

De forma andloga, ¢ facil ver que (suppecc€’h = maxpecch) < (Vh € C,c’h £ 0), o que conclui a parte
(i).

Caso exista b € C, para o qual ¢’h > 0, pelo fato de C ser cone, é facil ver que
L = {hecR"/h=Mh, A20} CC.
Deste modo, suppec€h 2 supperh 2 limy oo Adh = ¢hlimy_ o, A = +00, e portanto

supch = +oo.
heC

A prova se completa notando que </HE €C: ch>0 < VYhe(O, ch= O>. [ ]

Estes resultados formam a base do teorema fundamental de otimizacao linear :

Teorema 3.1 Dado um problema de otimizagao linear na forma candnica, (PLC), valem as equivaléncias
abaizo:
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(a) Valor étimo do (PLC) = —o0 <= (PLC) € invidvel
— V(X) = 0;
(b) Valor étimo do (PLC) = +o0 <= (PLC) é ilimitado

— X#() e3heC/ ch>0;
(¢) Valor dtimo do (PLC) pertence aos reais <= (PLC) tem solugdo étima
< v e V(X) que € solugao dtima do (PLC).

Dem. O item (a) decorre diretamente do lema 3.1. Os itens (b) e (¢) decorrem da identidade sup,cy ¢z =
SUPge[v(x)) €T + Suppec €'h e dos lemas 3.2 e 3.3. |

Este teorema admite um corolario, por vezes chamado na literatura de teorema fundamental:
Corolério 3.1 Se o (PLC) possui solugdo étima, entdo existe um vértice que € solugdo dtima.

Dem. A prova é trivial a partir da implica¢ao ( (PLC) tem solugao étima = valor 6timo é real ) e da parte
(c) do teorema 3.1. [ ]

Do teorema 3.1 e do corolario acima podemos concluir uma propriedade de problemas de otimizacgao
linear, “se o valor 6timo é real, entao existe solucao étima”. Tal nao é o caso geral, como pode ser visto por
“maximizar (1 —e™ "), para x 2 0”, que tem valor 6timo igual a 1, mas nao possui solu¢ao étima.

Dos resultados acima, podemos observar a existéncia de duas condigbes necesséarias para o (PLC) ser
ilimitado (valor 6timo = 4o00) que sdo: i) X ¢ ilimitado; e
ii)3dheC : h>0.

Entretanto, é importante notar que estas condigoes nao sao suficientes para ilimitacao do (PLC).

Exercicio 3.1 Prove que
i) valor dtimo = 400 = <C # {0} e existehc C: ch> 0>;

i) 3h € C: ch > 0% valor 6timo = + oo (a menos que acrescentemos a hipotese X # ().

Exercicio 3.2 Prove que
i) Valor dtimo = +00 = X ilimitado;
ii) X ilimitado #= wvalor dtimo = + oo;
iii) valor dtimo € R #= X limitado.

Utilizando a caracterizacao finita de poliedros, podemos reescrever o teorema 3.1 como:

Lema 3.4 Dado o (PLC), sejam
V(X) = {v}_, e (por convengao: p=0 — V(X)=10)
V(CchH = {rj}?-:l (por convengdo: ¢ =0 < V(C!) =0),
onde C' = {h € R"/ Ah=0, h=0,|h|; =1}, entdo:
(a) (PLC) invidvel <= V(X)) = 0;
(b) (PLC) ilimitado <= V(X)#£ 0 e3j € {1,2,...,q}: rI >0;
(¢) (PLC) tem solugdo 6tima T < (F € V(X), €T =0 =max;_12__ ,cv' e 17 20,Vj.)

Dem. O item (a) segue do teorema 2.5 (pagina 17: X # 0 & V(X) # 0). Os itens (b) e (¢) seguem da
seguinte equivaléncia

JheC : h >0 < (C'#0 e IreV(C') :cr>0). u
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Exercicio 3.3 Seja X* o conjunto de solugoes dtimas do (PLC). Prove que
X* = [{v'}ier] + C7,

onde
I* .= {i:v' € V(X) e v’ = walor étimo de (PLC) e
C*={(helR"/Ah=0, h 20, ¢h=0}.

Exercicio 3.4 Construa um exemplo no qual X* £ () e C* #0.

3.2 Um Modelo de Algoritmo

O lema 3.4 motiva naturalmente um método finito de resolver o problema de otimizacao linear (canoénico), que
¢é descrito abaixo:

Algoritmo 1 Um primeiro esquema de algoritmo para resolver o (PLC)

Passo 1: Calcule V(X), o conjunto dos vértices de X = {&¢ € R"/ Ax =b, z =0}
Se V(X) = 0 pare: o problema € invidvel!
Passo 2: Denote V(X) = {v!, v, ... 0P} (£ 0)

Encontre v € argmax{cv®:i € {1,2,...,p}} (poderia-se usar um algoritmo combinatorio)

Passo 3: Calcule V(C?), o conjunto dos vértices de C* = {h € R"/ Ah =0, h 20, |hl; = 1}
Se V(CY) =0, entdo pare: © é solugcdo do (PLC)!  (isso decorre do lema 3.4)

Passo 4: Seja V(CY) = {rl,7? ... r%} (£ 0)
Se Irk € V(CV), tal que 'r¥ > 0, entdo pare: o problema é ilimitado!

Pois L ={x cR"/x = 9+ MF X\ Z 0} ¢éuna semireta de ilimitacio, isto ¢,

LCX e limy,oc+ MF =400.
Secrl =0, Vje{l,...,q}, pare: ¥ é solugio do (PLC)!

Este algoritmo é finito se soubermos computar os vértices de um poliedro qualquer em um ntmero finito
de passos. Portanto, para poder discutir como implementar este tipo de algoritmo, temos que discutir como
determinar vértices de um poliedro (X ou C1).

Para gerar vértices é natural que nos apoiemos em uma caracterizacao algébrica de vértices, dada pelo
teorema 2.2 (pagina 17):

)z € X, e

reV(X) < { (i1) {a7}jer(@) 6 Li. (= #I(x) = m)

Esta caracterizagao sugere um método “inocente” de computo de elementos de V' (X)), descrito a seguir.

Algoritmo 2 Método Combinatério “Inocente” para Cémputo de V(X)

Passo 1: Seja J = {1,2,...,n} (m<n)

Passo 2: Calcule: (combinagdo de n elementos, m a m)
B :={ICJ/ #I=m}
Bl:={I€ B {a'}jer € um conjunto l.i.}
Br={Iep'/b=3 a0’ eaz0}
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Passo 3: Para cada I € B2, faca
v, =« set €l e
v;=0, sej &I

(se o passo 3, B2 =0 nao for executado sequer uma vez, entdo teremos V(X)=0)

Em relacao a este procedimento cabem as seguintes observacoes:

1: A légica para gerar BY é facil, porém muito “trabalhosa” no sentido que #3° = o)

2: Diferentes I € 52, podem gerar o mesmo vértice, mas cada I € 32 gera um tinico vértice pois o conjunto
{a’}jer ser linearmente independente implica na unicidade dos {a;}jer tais que b= 3", aja’.

Cabe a pergunta: Serd necessario gerar todos os vértices para resolver o (PLC)? Isto é, serd realmente
necessaria uma enumeracao explicita dos vértices ou serd possivel uma enumeracao implicita ?

Para responder a estas questoes, é conveniente explorar mais a caracterizacao algébrica de vértices.
Iniciemos o estudo no caso em que a matriz (A) associada ao poliedro (X) tem caracteristica plena (posto
A =m), ou seja, as restrigoes (Az = b) sdo linearmente independentes.

3.3 Vértices e Solucoes Basicas
Consideremos o exemplo

Exemplo 3.3.1 Seja YV ={x€R? /21 +x322e 2352, 20}

:{xeB?/Axé{gleO} onde A_:{% _ﬂ.

_____ ._ N
? Ves <2 2 :
£ |
at i g2 !
Il ..... é—% .. .......... Lo =
(0,0) 2 N a®  al 9 :
(a) Poliedro Y (na dimenséao de x) (b) Representagao das colunas de A (na dimenséao de b)
Figura 3.1: (a) Poliedro 'Y definido por dois semi-espagos no ortante  positivo;

(b) Correspondente candnico no espago de b.

Da figura (a) acima, que representa o poliedroY , € facil ver que V(Y) = {y', 4%} ondey' = (2;0), y> = (0;2).

Para discutir este caso, dentro de nosso escopo teorico, hd a necessidade de recairmos em um poliedro com a
forma candnica (representado, via colunas, na figura (b) acima):

1+ a2 —2] =2

X = {(z,z") € R? x R?/ o+ 2 = 2

1,x>0, z" 20}

11 -1 0 2
_ 4 > . .
= {x€R*/ Az =0b, = 20}, ondeA.—lO 1 0 1] eb.—l2].
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A relagao entre V(Y) e V(X) é dada pelo seguinte resultado,

Lema 3.5 SejaY ={x € R"/ Mz =b, 220} e X = {(z,2") e R"xR™/ Mz+2"=b, 20, 2" 20}
Entao TeV(Y) exT" =b— Mz < (Z,") € V(X).

Dem. Deixada a cargo do leitor. [ |

Observagao: E importante notar que sem a restricao £ = 0 no poliedro original, a implicacdo “<” nao é vélida.
Um exemplo onde esta nio vale é quando Y nio tem sequer um vértice (p.e., V(Y) := {x € R?/ 0 £ z; £ 1}).

Portanto, usando o lema 3.5, segue que V(X) = {v',v%}, onde v! = (2;0;0;2) e v> = (0;2;0;0).

Tendo em mente este resultado, vamos aplicar o método inocente para computo de V(X) ao exemplo 3.3.1.
Isto é, apliquemos o método da secao anterior para computar os vértices, no caso

[ 1] e [
com identificagdo z3 = x] e x4 = 5. Entdo, J = {1,2,3,4}, comm=2¢
BO={1CJ/#I=2y={0,{1},{2} {3}, {4}, {1, 2}, {1,3}, {1, 4}, {2,3},{2.4}, {3, 4}} = {I'}.2,

#0=(H+ M+ =1+446=11= ;0(7)-

Para cada I € 3%, testamos sucessivamente se I € B! e se I € 2. Caso I € 2, computamos o vértice
associado:

(1% 1°=0: 1° € B! (trivial) e I' ¢ B2 pois b # 0.
(IYhY '={1} : 1 € Bt (@' #0)e Aoy : aua! = lé} = l;], portanto I'' ¢ 2.

(I?) 1?={2} : I? € B%? (a®>#0)e2a® = 2[1] =
y? = (0;a2;0;0) = (0;2;0;0).

1

2 iy
2] = b, portanto I? € 2, e temos o vértice

(I3,I*) Analogamente a (I'), IV & 52, j € {3,4}.
(I%) I°={1,2} : I € B! pois {[(1)] , [”} = {a',a?}, é um conjunto Li.

11 2
Mais ainda, [0 1] [21] = [ admite solugdo tnica a1 =0 e as =2 (a3 2 0,9 2 0), portanto
2

I° € B? e temos o vértice y° = (0;2;0;0).

(1) 15 ={1,3} : 16 ¢ B! pois{[ ] 01]} = {a',a®}, é um conjunto l.d. .

(I I"={1,4} : I" € B! pois{[ 01} = {a',a"}, é um conjunto Li.
Mais ainda, (a',a?) Rl Rl 2 admite solucdo tnica oy =2 e a4y =2 (a1 20,4 2
QY O 1 Q4 2

0), portanto I € (% e temos o vértice Yy’ = (2;0;0;2).
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(I%) 1% =1{2,3} : I® € B! pois {H] , [_011} = {a? @}, é um conjunto Li.

Mais ainda, (a?,a?) az _ |1 =l a2 admite solucao inica s =2 ¢ a3 =0 (az20,a3 2
Qs 1 0| |as 2

0), e temos o vértice y® = (0;2;0;0).
(I°) I° = {2,4}, analogamente a I8, I? € 3? e temos o vértice y° = (0;2;0;0).

(1'% 1'9={3,4} : 1'% € B! pois {l_oll , [(1)]} = {a® a*}, é um conjunto Li.

Mais ainda, (a?,a?) az| _ | =L Opjas) 12 admite solugdo tnica a3 = -2 < 0 e a4 = 2,
QY 0 1 (7] 2

portanto I'0 ¢ 32

Pelo método inocente obtivemos V(X) = {y%,9°,97,9%,9°},com
Y =9 =19 =9° = (0;2;0;0) =v> e y' =(2;0;0;2) = v!. Isto é, V(X) = {v!,v?}, como j4 haviamos
determinado.

O primeiro ponto que o exemplo ilustra é que distintos I € 32 podem gerar o mesmo vértice. No caso

I%, I°, I% e I geram o vértice v°.

A razdo pela qual isto ocorre, é que I(v?) = {2} = I?, isto é, b pertence ao subespaco gerado pela coluna
a®. Ao considerarmos os conjuntos I° = {1,2}, I® = {2,3}, e I? = {2,4}, usamos respectivamente as colunas
a', a® ea® para completar bases do IR?. Em outros termos, como b = 2a® = 2a” + 0a' = 2a® + 0a® = 24> + 0a?,

existem vérios conjuntos em 32 associados ao mesmo vértice.

Esta constatacao serve de motivagao para o seguinte,

Lema 3.6 Seja X = {x ¢ R" / Az = b, z 2 0} onde A € uma matriz com caracteristica plena (posto
A =m). Entao

31 C {1,2..n}
{a'}icr € base do R™
veV(X) & ()@ Sier € uma base do a=v 20 (i€l
(ii) 3 @’ = b tem como tnica solugdo P
i€l a=v;=0 (i ¢ I)

Dem.

(«<=) Trivial, pois (i7) implica que v € X e que I(v) C I. Assim sendo, (i) corresponde a caracterizagao de
vértices por colunas 1.i.
(=) (a) Se #I(v) = m, entao trivialmente I = I(v).
(b) Se #I(v) = p < m, como A tem caracteristica plena e {a’} ;¢ () sdo Li. , existem {j;}{* ., tais que

[{a7} 1) {aji}?;pJrl | formam uma base do IR"™.

Logo > wa'+ > e’ =b tem solugdo tnica @. Como v € V(X), segue que Y, aja’ =b,
1€1(v) i=p+1 jEI(v)
e dai temos

a;, =v; 20, iEI(’U)
a;, =v; =0, ie{p+Lp+2,...,m}.

Portanto,

I=Iw) |J{i/i=p+lp+2,...,m},

¢é o conjunto desejado. [ |



3.3 Vértices e Solucgoes Basicas - PL 22 de setembro de 2021 30

A formulagao usual do resultado acima na literatura é calcada nas seguintes definigoes:

Definicao 3.1 O ponto T é dito solugdo bdsica do sistema linear Ax = b, se existe [ C{1,2,...,n} tal que
(i) {a'}icr € uma base do R™;
(13) I(Z) C I.

Definicao 3.2 O ponto T € dito solugdo bdsica vidvel do sistema linear {Azx =b, & = 0}, se T € solugdo
bdsica de Ax =b ex 2 0.

Por simplicidade falaremos em solugdo bésica e solucao basica vidvel, sem indicar os sistemas lineares
associados, sempre que nao haja ambiguidade. Assim sendo o lema 3.6 pode ser reescrito como:

Lema 3.7 Seja X = {z € R" /| Az =b, x =2 0}, onde A é uma matriz com caracteristica plena. Entao
v e V(X) < v € solugcdo bdsica vidvel (de Az =b, x=0).

A caracterizacao de vértices por solugoes basicas vidveis indica que a cada vértice podemos associar uma
ou mais bases do IR™ extraidas das colunas de A. Isto implica que a enumeragao de todos os conjuntos de p
colunas (p = m) é redundante, no caso da matriz A ter caracteristica plena. Pois, se o vértice v for tal que
#1(v) < m, ele serd encontrado na enumeragao de todos os conjuntos de m colunas Li. que contiverem as
colunas associadas a I(v). Isto é retratado no exemplo, onde I(v?) = {2} e v? é “encontrado” ao enumerarmos

2.1}, {2,3} e{2,4}.
Portanto, se A tem caracteristica plena, para encontrarmos os vértices basta enumerar os conjuntos de
m colunas Li. e verificar se a cada conjunto pode ser associado um ponto viavel.

Esta verificagdo é simples pois m colunas 1.i. formam uma base B do IR™ e, portanto, b admite uma
Unica representacao nesta base (solugao bésica). Se todas as componentes de b, em relacao a base B, sdo nao
negativas, entao obtivemos um vértice (solucao bésica vidvel). Caso contrario, & esta base do IR"™ estd associada
uma solugao bésica, porém nao a um vértice.

Com estas observagoes, podemos enunciar o seguinte método para encontrar o conjunto V(X), quando
A tiver caracteristica plena.

3.3.1 Método para Computo de V(X) para posto A =m

Estamos sempre assumindo n = m.

Algoritmo 3 Algoritmo Combinatério “melhorado”

Versao 1: andloga ao algoritmo 1 Versio 2: melhora na versdo 1

Passo 1: Seja J ={1,2,...,n} (m<n) Passo 1: Seja J = {1,2,...,n} (m<n)

Passo 2: Calcule: (combinagdo n, m a m) Passo 2: Calcule: (combinacio n, m am)
M:={ICJ/ #I=m} Perm = {I CJ:#I=m}

CB:={I € M/ {a’}je1 € um conjunto Li.}

CBV :={I€CB/b= el ajaj ea >0} Passo 3: Para cada I.E Perm, faca
se ({a'}ier € li.) entdo

Passo 3: Para cada I € CBV, fa¢a (vértice v) encontre @ € R™ tal que S aza’ = b
vi=q4, sei€l e &
v;j =0, sej&l se (@ >0) entdo defina
v, =o; setel e
v;=0 sej &l

(se o passo 3 nao for executado sequer uma vez, entdio teremos V(X)=10)
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Observe que CB # () (existe alguma solucao bésica para Az = b) se, e somente se, A tem caracteristica
plena. Em relacao a este procedimento e ao método inocente apresentado anteriormente, cabem as seguintes
comparacoes:

(i) Este procedimento, apesar de computacionalmente custoso, é superior ao inocente pois #M < #3°, #CB <

431 e #CBV < #52.

(ii) A possibilidade de diferentes bases {A'};c; gerarem o mesmo vértice é mantida, porém se houver dupli-
cacao, esta serd menor que no método inocente.

Exercicio 3.5 Aplique o método para computo de V(X) para o exemplo 3.3.1 e compare com o método com-
binatorio inocente.

A existéncia de mais de uma base associada a um unico vértice é parcialmente respondida por:
Lema 3.8 Se T € solugdo bdsica e #1(T) = m, entdo existe e € unica a base {a’};ecr associada ao ponto T.
Dem. Trivial, pois I = I(Z). [ ]
Como no caso em que #I(Z) < m podem existir varias bases associadas a mesma solucao bésica, dizemos que:

Definicao 3.3 Uma solugao bdsica € dita degenerada (solugcao bdsica degenerada ), se #I1(Z) < m, e uma
solugao basica vidvel degenerada € dita ser um vértice degenerado .

Portanto uma condicao suficiente para garantir que a cada vértice corresponde uma unica base é supor
que nao existam vértices degenerados no poliedro X. Esta suposicao é formalizada por:

Definigao 3.4 Dizemos que a hipdtese de nao degenerescéncia (HND) ¢ vdlida para o poliedro X =
{x e R" / Az =b, £ 20}, se para todov € V(X), #I(v) = m.

E claro que a hipétese de nao degenerescéncia (HND) implica que, se X Z (), entao a caracteristica de
A ém (posto de A). Mais ainda

Lema 3.9 Sejaz € X :={x € R"/ Ax =b, x 2 0}, para o qual vale (HND). Entao
zeV(X) < #I(x)=m.
Dem.

(=) Trivial pela defini¢ao de (HND).

(<) Suponha por contradicao exista & € X, x ¢ V(X) tal que #I(z) = m. Aplicando o método conceitual
para obtengao de vértices (MCOV), na pagina 18, podemos obter y € V(X)) tal que #1(y) < #I(x) = m,
que contraria a (HND). ]

E f4cil verificar que sob (HND) todo ponto do poliedro X tem m componentes nao nulas:

Exercicio 3.6 Prove que sob (HND), x € X = #I(x) 2 m.
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Sob a hipdtese de nao degenerescéncia, nao héd sentido em utilizar o método inocente para o computo
de V(X) (sob (HND), z € X = #I(x) =2 m). Além disto, ao aplicarmos o método para computo de V (X)
(posto A = m) cada vértice é gerado uma unica vez. Isto é, a cada vértice estd associado um tnico conjunto
de fndices I € CBV  ({a’}je forma uma base do R™ e a = 0, para b = >jer ajal).

Uma observacao interessante é que para toda solucao bésica T cuja base é {a’} jc; podemos obter m! re-
presentagoes matriciais para o sistema jer Tja = b. Estas varias representacoes estao associadas as diferentes
ordenacoes de colunas e correspondentes variaveis.

Para podermos trabalhar dentro de um contexto matricial, doravante assumiremos uma ordenacao quando
analisarmos qualquer subconjunto de m-indices das colunas a’ que formam uma base. Ou seja, um conjunto
I de m indices serd sempre tratado através de uma m-upla ordenada (lista ) B = (j1,j2,...,Jm). Para
simplificar notagao utilizaremos estas listas como se fossem conjuntos, isto é, usaremos “j € B” para significar
J €, d2s - Jm}-

Esta idéia de ordenagao nao é nova, pois sabemos que quaisquer m vetores l.i. no IR™ formam uma base.
Mas para podermos exprimir um vetor em coordenadas associadas a esta base, devemos fixar uma ordenagao
da base dada. Por exemplo o vetor (2;1) pode ser expresso em relacio a base e! = (1;0), e = (0;1) de duas
formas diferentes:

(2;1) = 2 x (12 vetor base ) + 1 x (22 vetor base), se B = (e!,e?) e

(2;1) = 1 x (12 vetor base ) + 2 x (22 vetor base), se B = (e2,el).

Lema 3.10 Dado um conjunto I, I = {j1,j2,...,Jm}, as sequintes afirmagdes sao equivalentes sobre a lista
B associada:

(a) B € CB, isto é, {a’}jcp € um conjunto Li. e #B =m;
(b) B = (j1,52,...,jm) estd associado d base ordenada do R™ (a’*,... ,a"™);

(c) a matriz Ag = [@’|-- - |a’™], onde a i-ésima coluna é a’i, é uma matriz (quadrada) néo singular.

Dem. Omitida por ser elementar. [ |

Podemos entao reescrever o método para computo de V(X), no caso de A ter caracteristica plena sob
forma matricial, cujas vantagens computacionais serao exploradas adiante.

3.3.2 Método Matricial para Cémputo de V(X) para posto A =m
Algoritmo 4 Algoritmo Matricial para Computo de V(X)

Passo 1: Seja J ={1,2,...,n}  (m<n)
Passo 2: Calcule M = {I1,I5,...,Io} ={I C J | #I =m}

Passo 3: Parai € {1,2,...,Q}, enumere I; = (ji, % ... 5)
Seja B :=1; = (j1,72, - -, Jm) (para simplificar notagdo)
Se existe Ag' = [a’]a??|---|a/™]7t, entdo
b:= A;b
Seb =0, entio I; € base vidvel
/* calcule o vértice v associado a I; fazendo: */
vj, =by, ke {1,2,...,m} (jrel;), e
v =0, je{l,2,....n}\ L.
Sendo: nao hd vértice associado a I;

Desta forma o cdlculo dos vértices de V' (X) recaiu em um estudo de solugdes de sistemas lineares, isto é, de
inversao de matrizes (ou ao menos, diagonalizacao). No caso em que det(Ap) # 0, a m-upla B = (j1,j2,. -, Jm)
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estd associada a uma base (a@’!,a’?,...,a’") e Ap é denominada matriz de base B . Mais importante do que
A p é sua inversa e a ela nos referiremos com frequéncia.

Definicao 3.5 Dada uma m-upla B = (j1,j2,...,jm) (lista com m componentes), tal que (a’',a’?,...,a’™)
formam uma base ordenada do R™, dizemos que Az = [a’t|a’?|- - - |a’™]~! é a inversa da matriz associada
a base ordenada cujos indices sao dados por B , ou simplesmente, Agl € a tnversa de base .

A razao pela qual destacamos a inversa de uma base é que a correspondente solugao basica T é obtida
pelo computo de Al_glb (= Z). Mas precisamente, se B = (ji,...,jm) e b:= Ag,lb, temos que

se k € B, isto é, k = j; paraalgum i€ {1,2,...,m}, entdo Tp =10, (=7;, ), e

se k & B, entdo T = 0.
. -1 -1 1 0] —2 -
Exemplo 3.3.2 Se considerarmos A = [ 0o 10 1| € b= [ 3 ], entiéo B = (4,1) resulta em uma

base. Calculando b = Aglb, teremos

s o 1] [=2] [ o 1][-2]_[3
{10 3|1 |-10 3 |2
e dai podemos obter a solugao bdsica x, fazendo

l‘lzl'jQ:b,Q:Q (163)

29 =10 (2€B)
23 =0 (3¢ B)
$4:$j1:b/1:3 (463).

Neste caso (posto A = m), é facil ver que o computo de vértices € feito através da detecgao de bases,
cdlculo das solugoes bdsicas utilizando as inversas de base e teste de viabilidade (nao negatividade).

O algoritmo 1 para resolugio do (PLC) continua aplicdvel se substituirmos a palavra vértice por “base
vidvel” ou por “solugdo bdsica vidvel”, com ressalva que a um mesmo vértice podem corresponder vdrias solucoes
basicas vidveis (para vértice degenerado).

3.4 Algoritmos usando a Caracterizagao Matricial de Vértices

No algoritmo 1, para resolver o (PLC), geramos todos os elementos de V(X)) sucessivamente (usando um dos
algoritmos combinatérios 2, 3.1 ou 3.2). Portanto, se ao gerar o vértice ¥ pudessemos determinar se este é o
melhor vértice, obteriamos um algoritmo que s6 no pior caso calcule todos os vértices do poliedro.

Para tal precisamos de um teste de otimalidade que verifique se o vértice gerado é o melhor dentro todos
os vértices. Isto é, dado o vértice v, queremos saber se

v € argmaz {cv/veV(X)}.
De posse deste teste poderiamos enunciar o algoritmo abaixo:

Algoritmo 5 Algoritmo de enumeragao de vértices

Passo 1: /* Teste de viabilidade do problema */
encontre um vértice vt € V(X);
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se V(X) =0, entdo: problema invidvel, PARE
faca i +— 1;

Passo 2: /* Teste de otimalidade do vertice e geragdo de novo vértice*/
se v €argmaz{cv/ v € V(X)}, entio faca: v* = v’
senao
se ainda existir vértice nao pesquisado, entdo
encontre v’ € V(X) ndo computado;
fagca i +— i+ 1 e volte ao passo 2

Passo 3: /* Cone coincide com a origem? */
encontre r* € V(C1);
se V(O =0, entdo: v* € uma solugio étima, PARE
faca i +— 1

Passo 4: /* Semireta de ilimitagio */
secr' >0, entio: S={x € R"/ x =v*+ ", A20} € uma semireta de ilimitagio: PARE

Passo 5: /* Gera novo raio extremal */
/*rt £ 0, pois passou pelo passo 4 */
sert € argmaz{cr/ r € V(C1)}, entdo: v* €é uma solucio étima do (PLC), PARE
senao
se ainda existir vértice nao pesquisado, entdo
encontre vt € V(C1) ndo computado;
fagca i <— i+ 1 e volte ao passo 4

Para este algoritmo, existem trés questoes em aberto:

(i) Como testar otimalidade?
(ii) Como achar outro vértice ainda ndo computado?
(iii) Serd que a enumeragao de bases até encontrar a primeira base vidvel é o melhor método para gerar o

vértice inicial?

Para responder a primeira das perguntas (teste de otimalidade), vamos utilizar mais detalhadamente a
caracterizacao matricial associada a um vértice, em particular, utilizaremos a inversa de base a ele associada.
E, para tal, novamente introduziremos notagoes adicionais:

Notagao Dado um vértice v e uma base B = (j1, jo,...,Jm) a ele associada (isto é, I(v) = {j1,72,---+Jm})
denotaremos

(a) zp € R™ por (zp)i = Tj; ou Tp = (2,5 2)5 - -3 25

(b) N = (Jm+1, Jm+2,---,Jn) uma lista com (n-m) elementos, cujas componentes sao os indices j & I(v) (isto

é, indices fora da base)

(C) AN = A = [a]m+1 ’aJer?‘ L. |a]'n}
[~ . . Y o o— .
(d) IN =2 = (x]7rL+1 ’ 3j.]'m+2’ e 71:.]71) ou I = x]m+k'
Chamaremos as variaveis correspondentes aos indices da base B (zj,, ¢ € {1,2,...,m}, componentes
de xp) varidveis na base ou varidveis basicas enquanto que as correspondentes aos demais indices, N
(x5, © € {m+1,...,n}, componentes de ) chamaremos de varidveis fora da base ou varidveis nao

basicas . A mesma denominacao é dada as respectivas colunas de A. Respeitando a ordenacao dos elementos
da m-upla B, construimos a matriz de base Ap (defini¢ao 3.5) e, analogamente, respeitando a ordenagao da
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(n —m)-upla N, construimos a matriz associada as varidveis nao bésicas Ay = A. Assim, com a conveniente
reordenagao das variaveis (e correspondentes colunas da matriz dos coeficientes) do sistema linear Az = b
temos

Az =b < [AplA] lm;] —b < Aprp+Ai=»h
Portanto, }
Az =b <= zp=A35"b— A 'Az,

relagdo esta que nos permite escrever as varidveis basicas em funcao das varidveis nao basicas, e que sera
utilizada repetidas vezes no que segue.

1+ T2 — T3 =4
Exemplo 3.4.1 Seja X = {z € R® /< T + 3x9 —x4 =6 > exz20
T1 + X2 +x5 =10

O ponto T = (3,1,0,0,6)" é um vértice de X, pois ® € X e {a',a?,a®} sdo Li. Esta dltima verificacio é
fdcil, pois adotando B = (5,1,2) ou equivalentemente xp = (x5, x1,12)¢, temos

011 -1.0 0.0 1.0
Ap=|0 1 3|, detAp=2 #0, ¢ Ag'=| 1.5 —05 0.0
111 —0.5 0.5 0.0

Tomando N = (4,3)!, temos

] 0 -1
g= ", A=|-1 o0
3 0 0

A aplicagao do método matricial para computo de vértices corresponde a fixar as varidveis ndo badsicas como
nulas e entao resolver o sistema linear Agxp = b, para obter as varidveis bdsicas. Deste modo, o vértice T é
obtido por

b

-1

Ts 01 1 4 ~1.0 0.0 1.0][4 6
Tp=|T1| =Agb=1{0 1 3 6|=| 15 —-05 00| |6]|=]3
T 111 10 —0.5 0.5 0.0]]10 1
Utilizando as ordenagoes induzidas por B e N, temos
21
11 =1 0 0]z 4 [0 1 1] [2 0 -1 4
13 0 -1 0| |z|=]|6 01 3| |z|+]-1 0[24]:6
11 0 0 1| |z 10 11 1] |2 0 ofL* 10
z5
o . 0 1 4] -1 0 1 0 —1
al=| 15 05 0| 6| -| 1.5 —05 0| |-1 of]|™
2 05 05 0] |10 05 05 0| 0o ofl®
2| |6 0 1] ¢
al=13|-| 05 —15 Z‘*]
2 1 05 05/ L7

ou seja, podemos escrever as varidveis bdsicas em funcao das ndo bdsicas como:

'No exemplo poderiamos tomar N = (3,4). Em geral existem (n-m)! ordenacdes para N.
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5 — 6 — z3
_ 1 3
z1= 3 — 574 + 5%3
z9= 1 + %24 — %Z?,
Claramente o vértice T € obtido firando z3 = z4 = 0. O

Utilizando o fato de podermos exprimir as varidveis béasicas em funcao das nao basicas, lembrando que
pontos vidveis do (PLC) tem componentes nao negativas e que este problema é de maximizagao, segue

Teorema 3.2 (Condicdo suficiente de otimalidade para o (PLC) )

Seja v um vértice de X, conjunto de pontos vidveis do (PLC). Entao v € solug¢ao dtima do (PLC) se existe
uma base B a ele associada tal que:

¥=¢— A Az Y ep 0.

Dem. Como v é vidvel em (PLC), basta provar que:
de=cv, VeeX:={zxecR"/ Az =0, z 2 0}.
Utilizando a base B associada a v (que existe por hip6tese) podemos escrever
cr =cgxp+c.
Como para todo £ € X tem-se que Ax = b, entdo
dx = cRAZ'd — AL'AT + 8% —cBAg,lb—i-cB (Ag'A)z + &%
= cgAG'b+¢— (AZ'A) T = s AL'D + /7,
lembrando que 4 = ¢ — At(A Dtep.
O vértice v é obtido anulando as varidveis nao basicas, portanto
cv =cz AL,
Como, por hipétese, ¥ =0 e para todo £ € X, segue dai que
dx =cy AL +7E S cgAgb=cv, Ve X. u
E necessario notar que o teorema 3.2 fornece apenas uma condigao suficiente de otimalidade. Portanto,

se um vértice encontrado produz 4 = 0, esta é uma soluc¢do 6tima do (PLC) e pode-se interromper os demais
passos do algoritmo.

Outra caracteristica importante do teste de otimalidade é que caso nao seja verificado, ele indica como
encontrar um ponto “melhor” (com valor de funcdo objetivo maior) que o vértice testado. Observando a prova,
é facil ver que se pudermos tornar positiva uma variavel nao basica xj, com 5 > 0, geraremos um novo ponto
T tal que €T > c'v.

Exercicio 3.7 Seja B = (j1,72,---,jm) uma base associada a um vértice v. Se existe (k,\) € N x R, tal que
A € estritamente positivo e

(Z) Y = Ci — (Aglak)tcB >0
(i) Ag'b— A \AZ'a* 20

entao o ponto T definido por
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o = (Ag'b—MAG'dR);, ic{1,2,...,m}
r, = A
ry =0, sel¢g¢Bel#k

é um ponto vidvel do (PLC) tal que ¢'T > ¢'v. Observe que se A =0, entdo T = v.

Dos algoritmos anteriores notamos que, fixado um vértice z (e portanto X # ) podem ocorrer trés
possibilidades: v é vértice 6timo; existe outro vértice “melhor” que v; existe um semireta de ilimitacao.

O teorema 3.2 nos fornece ferramentas para resolver o primeiro caso: uma condi¢ao suficiente de otimal-
idade para v. E o exercicio anterior, nos da um critério para encontrar um vértice “melhor” quando a condicao
suficiente nao for satisfeita e tivermos algumas hipoteses adicionais.

Resta determinarmos quando, a partir de um dado vértice, podemos identificar ilimitagdo, o que é esta-
belecido no lema abaixo, e em caso contrario, como gerar um vértice melhor.

Lema 3.11 Dado v € V(X)) com base associada B = (j1,jo,...,Jm), se existir k ¢ B tal que:

e = cx — (Az'a¥)tep > 0
m=Agd" 20,

entao existe uma semireta de ilimita¢ao SI para o (PLC), dada por:

SI={zcR"/z=v+ ), \Z0}

_ . E]'i:_ﬂ-i? 7/6{1,2,,771} (e]lEB)
onde h :=e* — > j,epTia’, ou seja, hp =1
hj =0, j€B, j#k.

Dem. Para provar que conjunto SI acima descrito, uma semireta com origem em v e diregao h é uma semireta
de ilimitagao para o (PLC), basta verificar que: h € C' e ¢h > 0.

Para provar que h € C, basta notar que
Ah = Aphp + Ayhy = Aphp + hya® = Ag(—Az'a") +a* =0,
e que m = 0 implica que h 2 0 (logo h € O).
Para mostrar que ¢’h > 0, também usaremos a decomposicio = (xp,zN),
¢h = dohp+eh=cy—m + cp =0 — dyAGla" = o — (AZ) et
= v > 0.

Ainda falta uma situagdo a ser analisada: quandoy Z 0 e w Z 0, situagao que indica a existéncia de outra
base.

Lema 3.12 Dado v € V(X) com base associada B = (j1,...,Jm), se existir k & B tal que:
Vi = Ck - (Agz'aP)tep > 0
m=Az'a" ¥ 0,
entdo existe uma base vidvel B’ diferente de B em um 1inico indice, tal que:
(i) ou B’ define um vértice v': v’ > c'v;

(i1) ou B’ é outra base associada ao vértice v (neste caso v € vértice degenerado).

Dem. Definindo A como no lema anterior, isto é, h := e* — ZjZEB mial, temos que, como Ah = 0 e
b=Av=Apvp+ Anvy = Apvp (vp = Aglb 20). Definindo z()\) :=wv + M, para A = 0, temos que:
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z(A\)=v+ M eX <—=z(\)=z5(\)+zn(\)20
v+ Mptoy+ My =Agb— Mg +0+XeF = Ap'b—Ar+2eF 20

— — —1p). /
A€ 0,3, ondeX=min B —mink =0 (At >0, ¥A>0).

g .
Sejam [ tal que %:X e B :=(j1,...,7.) (=B\{ji}U{k}), ou seja, { ]E_]Z" se i1

Claramente I(z(\)) C B’. Portanto, se B’ formar uma base, esta serd vidvel. Suponhamos por con-
tradicio, que {a/i}7, = {a’};cp seja L.d. Como {a’}, sio Li. e {a%i}", = {a/i};.epix U {a*} 1.d., entdo
a® pode ser escrito como combinacéo linear de {aﬁ}jiegﬂﬂ. Logo, existem {«;/ i € {1,2,...,m},i # I}, ndo

todos nulos, tais que

all = a* Z a;a’i —Zazaﬁ com o = 0.
1=1,i#l

k: k

Isto é, existe @ € IR™, para o qual Apa = a”, com oy = 0. Como AB é nao singular, a = A =, com

a; = 0. Portanto m; = 0, o que resultaria em uma contradigao, dai {an 7, ¢ L
Assim z()\) é uma solugio bésica viavel do (PLC), ou seja, £()) é um vértice de X. Em resumo:
e Se A =0, entdo £(\) = v e B’ é uma nova base associada ao vértice v;

e Se A >0, £()\) é um vértice tal que
dx(\) = v+ M\ > cv. n
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