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Capitulo 4

Introducao ao Algoritmo Simplex

Neste capitulo sistematizaremos os resultados anteriores visando a obtencao de um algo-
ritmo mais eficaz na resolugao de problemas lineares. Nosso objetivo é desenvolvermos o
primeiro algoritmo genérico de programacao linear, introduzido por George B. Dantzig
em 1951'. Este algoritmo tem pior caso exponencial, porém se comportando muito bem
na pratica.

Fixados uma matriz A € R™*", b € R e ¢ € IR", para simplificar a notacao adoremos as seguintes convengoes:

1. Denotaremos o problema canoénico por (PLC): max c'z

Ax=0b>
z=0.
2. Admitiremos sempre que m = n e fixados m elementos de {1,2,...,n}, representaremos estes pela letra
B, muitas vezes como uma lista B = (j1, jo,...,Jm), noutras como um conjunto B = {j1,72,...,Jm}-
Sempre que estiver implicito a existéncia do conjunto/lista B, definiremos por N := {1,2,...,n} \ B

(usando a forma de conjunto).

3. A razao da convengao acima estd associada com a matriz Ap formada pelas colunas indexadas por B,
neste caso utilizada como uma lista, pois, por exemplo, a inversa (se existir) de [a’'|a’2|a’®] pode ser
diferente da inversa de [a’2|a’! |a?3].

J4 a forma de conjunto é 1itil quando desejarmos, por exemplo, apenas analisar se {a’};cp é Li.
Analogamente definiremos g como o vetor do IR™, cuja componente 7 ¢ x;. Da mesma forma, se
N = (l1,1la,...,ln—m), entdo a i-ésima componente de Zy é xy,.
4. Fixada a lista B, B := (j1,J2,-- -, Jm), diremos que:
o B é base — {a’}jep 6 1i.
o B é base vidvel <= B ébasee A;lb 0.
5. Se B é uma base vidvel, diremos que cada componente de xp é uma variavel basica e cada linha de z
é uma variavel nao basica ou varidvel fora da base.

Além disso, da caracterizacao de vértice por colunas L.i. ¢é facil ver que, se B ¢é base vidvel e T o vértice
associado, entao

Tp:=Azb20 (4.1)
zy =0, (4.2)

! Mazimization of a Linear Function of Variables Subject to Linear Inequalities, em Activity Analysis of Production and Alloca-
tion, pp. 339-347, John Wiley & Sons, 1951.
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e o vértice T definido pela equacao acima sera dito vértice gerado por B.

Gostarfamos de resolver o (PLC) e ja sabemos que vértices desempenham um papel chave nesta resolugao.
Além disso:

(1)

Para um dado z € X := {& € R"/ Ax = b, = 0}, podemos reescrever a identidade Az = b separando

as colunas de A segundo I(z), ' '
b=Ax = Z ria' + Z x;a’.
i€l(x) iZI(x)

Do capitulo anterior, sabemos que,
se z ¢ vértice de X, entdo {a'}icr(g) ¢ 1. 1.

Por outro lado, também sabemos gerar vértices a partir de bases do IR"™ formadas por colunas de A.
Dado um conjunto B, para o qual {a'};cp é base, podemos verificar se existe um z € V(X) associado a
esta base.

Para isso reordenaremos as colunas de A e os correspondentes multiplicadores x;, colocando nas primeiras
posigoes as colunas de B. Assim, seja & = (xp,zxy) definido por xp = Aglb e zy = 0. Deste modo
teremos

Lema 4.1 Se {a'}icp é uma base, entdo qualquer que seja x € R"™, vale a equivaléncia

b:A.’I}:AB.’IIB—FAN.’IIN = :I}B:Al_;,l(b—ANl‘N):Aglb—AélANmN. (43)

Lembre que, se colocarmos x := 0 e obtivermos 2 := A5'b 2 0, entdo teremos z € V(X) (a base serd
vidvel).

A partir da caracterizagao de vértice por colunas Li. e das defini¢oes (4.1) e (4.2), podemos deduzir um

primeiro algoritmo (combinatério) para resolver o (PLC).

Algoritmo 4.1 Algoritmo combinatério para selegao do melhor vértice do (PLC)

// Para decidir o melhor vértice e se X # () rode com Az =b,x 20
// Para decidir se problema ilimitado rode com C!
// Rodar algoritmo para gerar todas as combinagoes de n tomados m a m, armazenado em Pp
Pp :={ B: B € lista com m elementos {1,2,...,n}, sem repeticoes }
Cot < — OO
enquanto Pg # ()
B « primeiro (Pp)
PB — PB\B
Seja A tal que @ =a’i, j; € B (i =1,2,...,m).

Se

det(A) # 0 entao  // A forma base de R™
rp < K_ b
TN — 0

sexp 20 entao //x € vértice de X
se Cpxp > cor entao
Cot < CpTR
Totg < TB
Toty 0

// fim enquanto
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Entretanto os resultados expostos nos itens (1) e (2), acima, podem ser aproveitados para derivar um
algoritmo mais eficiente que esse.

Usando a equacao (4.3) na funcao objetivo ¢z, conseguiremos uma identidade envolvendo o valor objetivo
de z e de T (associado a B),

(4.3)

dx =cyxp+cyrn = cg(AG'D — AZAnaN) +yvey = AR+ (K — A AN)zN. (4.4)

Se definirmos vy :=cy — Ay (Ap') ep e usarmos as equagdes (4.1) e (4.2), da tltima identidade vem que

’ (4.4)

4. 42
dx = AR+ TN (L T +YNEN (

£2) T +vvzN.

No restante deste texto, sempre que usarmos -y devera estar implicito a existéncia de uma base viavel B. Note
que podemos calcular ; := ¢; — g Az'a’ = ¢; — (a’)(ARz')'¢)y também para i € B, e isso resulta sempre em:
YB = 0.

Deste modo, fixada uma base vidvel B, tomando vy definido por ~; := ¢; —c¢gAz'a’ = ¢;—(a')' (A5") ¢

(para i € N), entdao qualquer que seja x € X, podemos calcular a fun¢ao objetivo em x pela equacdo abaixo
cr =T +v\vzN. (4.5)
Usando esta equacao podemos decidir se  é “melhor” ou “pior” que Z:

e z ¢ melhor: cz > %, seqyly xzy > 0;

e T ¢ melhor: cxz =T, sevyy zy =0;

Mais ainda, a relagao (4.5) nos fornece uma condigao suficiente para otimalidade de um vértice qualquer.

Se fixarmos uma base B e denotarmos por Z o vértice associado, devemos notar que ¢Z = czZp = chAglb
e N sao constantes. Portanto, acabamos de produzir um critério de parada para qualquer algoritmo
baseado em vértices: para um dado vértice v € V(X), com B :=1I, = {i:v; # 0}

¥y<0 = w é 6timo.

Lema 4.2 Se T € o vértice gerado por B, com yn =0, entao T é uma solug¢ao dtima do (PLC).

Demonstragao Trivial a partir dos resultados anteriores. [ |

Deste modo, sobra a questdo: o que fazer quando yny Z0 ?
Iremos analisar separadamente vy Z 0 em dois casos:

1. 'yk>0eA§1ak§0;e

2. v >0e Aglak Z0.

O primeiro caso produz um nova condicao de parada, desta vez detectando ilimitacao, enquanto o segundo
terd desdobramentos a serem explorados nas proxima subsecgao.

Para algum k € N, definiremos w := Aglak.
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Lema 4.3 Se B = (ji1,j2,---,Jm) € uma base vidvel, para a qual (v >0 em = Aglak =0), entio o (PLC)
—Tj, t=45€B

¢ ilimitado e h, definido por* h; =< 1, i =k , € uma direcao de ilimitacao.
0, iZ BU{k} (=ie N\ {k})

Demonstragao Seja v o vértice gerado por B = (j1, jo,...,jm) € notemos que h = 3 he' + Y hje! =
i€B JEN
m .
— Y meli +e° (com k = j, ou seja, coluna a” estd na posicio s de N). Mostraremos que o vetor h, acima
=1

definido é uma dire¢ao de ilimitagao, provando que: z) := v+ M € X (VA 2 0) e que limy__, o cz) = 4o0.
De fato:
zy20eAx), = Av+)\Ah = b—l—)\(ABhB—I—ANhN) = b—l—)\(—ABﬂ‘—I—ANCS) = b+)\(—A]§1ABak—|—ak) =b.
CA-lgk

—A
dzy=cv+Ah L% vt A—cym+cyhy) =cv+A—CgAGlab +cp) =cv+ Mp—3 +oo m

Quanto ao segundo caso, v > 0em = Aglak Z 0, podem ocorrer dois casos: existir um vértice “melhor”
que v ou existir outra base para o mesmo vértice (neste caso é um vértice degenerado). A ocorréncia deste
dltimo caso nao implica necessariamente v nao ser 6timo, conforme pode ser observado no exercicio abaixo.

.. . (/1 1 -1 0 (2 o
Exercicio 4.1 Sejam A := <O 1 0 1), b= <2> e T :=(0;2;0;0).

1. prove (pela defini¢ao!) que T € X (nesse caso a base associada B seria (1,2), (2,3) ou (2,4));
2. construa ¢, de modo que: T € vértice étimo com Yy = 0;

3. construa ¢, de modo que: T € vértice étimo com Yy Z0;

4. (PLC) ilimitado, com yn 2 0.

Tente justificar os itens 2 a 4 (quem é yn e por que a solug¢do é dtima ou o problema € ilimitado); note que
YN Z0 ouyn Z 0 implica que yn # 0.

Nocaso 2, (k€ N, v >0¢e Aglak Z0 ), a equagao (4.5) dd uma pista sobre como melhorar a funcao
objetivo: se encontrarmos um novo ponto vidvel para o qual T > 0 e T; = 0, para i € N \ {k}, entdo o valor
objetivo deste serd maior que o do vértice gerado por B. Isso serd examinado na préxima subsegao.

4.1 Troca de bases viaveis

Nesta secao analisaremos o caso 2 apontado no quadro anterior. Sendo x o vértice gerado pela base vidvel
B = (jl)jzu o 7jm)7 se
e 0 < v =cyg —chAglak, kE#ji(ie{l,2,...,m}), e
o T .= Aglak Z0,
gostarfamos de obter um novo ponto vidvel Z, preferivelmente vértice, de tal forma que T > 0 e Z; = 0,

para i € N \ {k}. Com um tal procedimento poderemos melhorar “substancialmente” o algoritmo 4.1, nunca
enumerando um vértice “pior” (menor valor objetivo) que o anterior.

20bserve que a’é é a i-ésima coluna da lista B.
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Lema 4.4 Sejam T€ X, B=(i1,i2,. .. ,im) uma base vidvel, k=js em N = (41,52, - Jn—m) € T 0 vértice gerado
por B.

Se (v >0 eZy =m1e’ 20)® entdo ¢T = c'x.

Demonstracao Como B gera & € V(X), segue que xp = Aglb 20, zy =0 e assim
'z = cpzp + yzn =y AL (%)
Além disso, da definicao de T,

T 2 0,

= . *ox
z; =0, jeN\{k}, ()
portanto, usando a equagao (4.4) para separar Z segundo os indices em B, segue que
= _ -1 I = (i) / /= (ﬁ‘) / = > ./
€T =cgAp b+ YNTN = cT+YNIN = CcT+ T ZCT,
concluindo a demonstracao. [ |

Devemos notar que um mesmo vértice degenerado? pode ter mais de uma base garadora, e como a
condigao suficiente de otimalidade depende apenas da base (yny = ey — A?V(Agl)’ ¢ =0). Ou seja, é possivel
existir um vértice 6timo degerado que nao satisfaca esta condicao sob determinada base enquanto sob outra base
a condigao se verifique. O resultado abaixo mostra em que circunstancia ocorre esta multipla representacao:
quando o vértice for degenerado (componentes nulas na base).

Lema 4.5 Se IC{1,2,...,n} é tal que ({a'}ics € Li. e be C([{a'}icr))),
entao para toda base B, tal que I C B, tem-se que (Vx:Apxp=b=x2;=0,Vi & I).

Demonstragao Como b € C( [{a'}ic/] ), existe @ € R™ para o qual
b-Zam-Zam%—Za@a—Zala (%)
el il el
notando que, para i € I, @; nao tem qualquer relevancia na soma, pois, @; = 0,Vi & I.

Tome agora uma base qualquer B (n@o necessariamente viavel), contendo I (vem daqui a necessidade da
hipétese {a‘};cs ser Li.). Entdo qualquer que seja a € R", para o qual b= Aa, teremos

P o 0 1¢B i i
b= Zaza —Yaid'+ Y ad + Y ad “TEF S qiai + Y el = Apas.
el 1€B\I i¢B iel i€B\I
Como Apg é néo singular, o sistema Apgap = b tem solucao Unica ag = Aglb. Entretanto (x) é uma solugao

()

deste sistema, dai segue a tese: a; = @;, Vi € {1,2,...,n} e em particular, o; = @; = 0, Vi & i. [ |

Devemos notar que no algoritmo 4.1, o invariante mais importante do lago (enquanto) é: B ser base vidvel.
Deste modo, para conseguirmos aprimorar o referido algoritmo de modo a nunca gerar um vértice “pior”
(usando a diregao h := ) mje’ + e obtida no lema 4.3), devemos responder as seguintes questdes:
i€EB
1. como gerar T que seja viavel (com as propriedades desejadas: vidvel e com Zny = Tre® 2 0) ?

2. como garantir que T seja vértice ?

3. como gerar a primeira base vidvel ?

3Supomos k € N na posicio s (js = k) e note que a dimensdo de Ty = zZre® é n —m e deste modo e® € R"~™. Isso implica que
ANIN =), yTia' = =Tra”.
42; = 0, para algum i € B, B base geradora de x.
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Nas duas préximas subsegoes trabalharemos com as seguintes premissas:

Fixado uma base vidvel B e denotando por x o vértice gerado por B, lembrando que
YN i =CN — AN(AE,I)’CB, suporemos a existéncia de um indice k € N tal que

(0 <y, =c — (A" ) ay) e (m:=Az'a" £0). (4.6)

4.1.1 Como garantir viabilidade

Para garantir a viabilidade do novo vetor, Z, precisamos assegurar que: T =0 e AZ = b. Entretanto,

considerando o lema 4.4, desejamos que alterar apenas a componente k de N, ou seja, para todo j € N\ {k} =

T;=0 e T} 20, assim, AyZy = 710"

Lema 4.6 Sejam B uma base qualquer®, A2 0, s€ B ek € N (com k = j).
Se @p:=b— r:=A5'b—AAZ'ad" 20 eZTy =Xe®20), entdo T€ X :={x € R"/ Az =b, = = 0}.

Demonstragao Por hipétese T 2 0, resta examinar se AT = b. Para isso considere AZ:
AT = ApZp + AnTyn = Ap(AG'D — M\AG'a") + M\Aye® = ApAp'b — MApAL'a" + \a" =b.

Note que a identidade A\A ye® = \a* é correta devido & hipétese k = j, € N, logo Aye® = D ieN\{s} 0a’ + a®.
Portanto, segue a tese T € X. (]

Em funcao deste lema, para conseguirmos Z vidvel basta escolhermos um A = 0, tal que, Aw < b.

Considerando uma base vidvel B e sendo z o vértice gerado por esta base, teremos zp := b := Aglb = 0.
Deste modo, para escolher um tal A 2 0, devemos nos preocupar apenas com os indices dentre {i € B : m; > 0},

uma vez que, para todo ¢ € B tal que m; < 0, segue que T; = b; — Am; 2 b; 20, YA 2 0.

Lema 4.7 Sejam B uma base vidvel qualquer, k € N = (j1,...,Ji = k,...,jn—m) tal que ™ := A;lak Z0,

. b; b
s € arg min {—1} e A:i=2 (20).
gieB:m>O i s ( )

Se (T ¢ definido por: Tp:=b— I\t e Ty := e ) entdo T € X.

Demonstragao Inicialmente note que existe s € B com a propriedade desejada, pois estamos supondo w Z 0.
Usando os mesmos argumentos do lema 4.6, podemos mostrar que AZ = b. Assim, resta mostrarmos que Z = 0.
Analisaremos separadamente os conjuntos: By, := {j; € B:m; =0} e B, := {j; € B : m; > 0}.

Como A Z 0, para os indices j; € By, teremos T; = b; — Am; 2 b; 2 0, e para j; € By, lembrando que
b < by (@iO,VjEB:Az%Z?O), segue que

Ts — T

- - b; b; b .
T; =b; — Am; = Wi(f — /\) = 7TZ'(* — 7) 20, para todo Ji € Bp (7TZ' > 0).
e T T

Portanto, T € X. (]

Assim, quando tivermos uma base vidavel B para a qual v, > 0ew := Aglak 0, se tomarmos s € B
como no lema acima, obteremos um ponto vidavel com valor objetivo nunca menor que o vértice gerado pela
base B.

5 - . - . -
°Note que B néo precisa gerar vértice, por tanto, pode-se considerar um base nao vidvel.
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4.1.2 Como garantir base viavel

Com a teoria até aqui examinada, sabemos gerar um novo ponto vidvel a partir de uma base B (que
nem precisa ser vidvel). Entretanto, estamos interessado em construir um algoritmo a partir destes resultados,
assim, é necessdrio que T seja nao apenas vidvel, mas também um vértice. Ou seja, associando o vértice £ com
x' e T com x't!, é necessario que:

B; base viavel ‘ a:fgi = Agilb — AgilANifl:Z}vi = AE;ilb =0 ‘ zy =0

. . i+l _ A=l p A1 i+l > ‘ i+l _
Bit1 base vidvel |y, = Ap’ b—Ap Ay, xy, 20 |zy, =0

Portanto, se numa interagdo ¢ tivermos uma base B = (j1,J2,...,Jm) para a qual (0 < v = ¢ —

chAglAk) e (m:= A;lak # 0), para aproveitarmos o ponto vidvel obtido pela atualizacao derivada no lema 4.6,
precisariamos que o T obtido fosse vértice (e consequentemente fosse gerado por uma base B).

Observando o lema 4.6, notamos que a componente s € B de z foi “zerada” em T e a componente Ty

deixou de ser zero em Ty (na verdade Ty > 0&\ = 2—5 > 0). Deste modo, é natural pensar que a’* deixa a

k

base, sendo substituida pela coluna a”, e assim B pode ser definida por

B = (ji,dbs- -+ +d)s sendo jf :={*”’ e (4.7)

k, i=s

faga o papel de B;;1 na iteragao ¢ + 1.

Dali surge nova questao: precisamos impor condigao adicionais sobre B, = {i € B : m; > 0} para selecionar
um s € B, de tal forma que B acima definida seja base viavel ?

Felizmente, como veremos no lema abaixo, nao é necessario qualquer hipdtese adicional para garantir
que B, definido pela equagdo (4.7), seja base vidvel. Na verdade, o resultado que assegura esta feliz conclusao
para nosso futuro algoritmo é um resultado tipico de Algebra Linear, notando que no caso em estudo: 7 =
Aglak & Agm =aF, com 0 # m > 0.

Lema 4.8 Sejam B = (j1,j2, .. .,jm) uma base (i.e., {a’};ep € li.) ek & B.
Se a* = Y oa’ = Apa, com as#0 (s€B), entio B definido pela equagio (4.7) € Li.
Ji€B

Demonstragao Seja 8 € R™, tal que,
0 — AgB= ¥ Bal —Baf+ ¥ Bk =B Y aei+ Y pab
];eg Ji€BNi#£s Ji€B Ji€BNi#£s
= Bsasajs + Z (/87, + Bsai)aﬁ = ZB Biaﬁa
Ji€

Ji€EBANi#s

sendo B definido por:

o . BZ + /Bsai7 ( 7é S
ﬁi o { Bsas, i=s (*)

Como {a’'};,cp é Li., segue que B = 0. Além disso, as # 0, por hipStese, e da segunda linha de (%),
teremos Bs = 0. Assim, da primeira linha, 0 = 3; + Bsa; = 5;.

Portanto 8 = 0, concluindo dai que B é base. [ |

Deste lema e da subsecao anterior, B gerado pela equagao (4.7) é uma base vidvel, o que nos fornece
ferramentas para construir um algoritmo baseado na geracao de vértice ' nunca “piores”, ou seja: ¢z’ < ¢x't!.
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4.1.3 Como gerar a primeira base viavel

Os resultados das duas subsegOes anteriores conseguimos detectar vértices 6timos, semi-retas de ilimitagao
e, se necessario, atualizar uma base vidvel para outra nunca pior (i.e., com valor objetivo nunca menor que a
base anterior - no caso de degenerescéncia de vértice pode empatar, mas quando o vértice é nao degenerado a
valor objetivo é estritamente maior).

Deste modo, o problema ainda nao resolvido é:

1. detectar conjunto invidvel (X = 0);

2. se conjunto vidvel, encontrar uma primeira base vidvel.

Para isso usaremos varidveis artificiais para conseguirmos Az = b. Se b 2 0, bastaria tomarmos y :=b e

considerarmos o sistema [AI] l y ] = b. Entretanto, se para algum i tivessemos b; < 0, ficariamos com y; < 0!

Deste modo, podemos resolver este problema de dois modos: multiplicar —1 as linhas ¢, do sistema
Az = b, que tiverem b; < 0; ou usar como coluna de i o vetor —e’. No restante do texto adotaremos a segunda

solucao.

Assim, dado um problema (A,b,¢) € R™*" x R™ x IR" na forma canonica, montaremos um problema
auxiliar (PLCp) ((PLC) fase 0), que resolvera os itens 1 e 2 acima apontados.

Fase 0 do Simplex: detecta inviabilidade ou obtém base inicial

A partir dos dados originais, definem-se as matrizes

mxm . 4. ei, b; 20
JeR cg= { el b <0; (4.8)
A — mxn+m . =i . ai, 1€ {1,2,. . .,n}
A=[AJ]eR : a._{ﬂ imnt ke 4l ntmh (4.9)

Resolve-se o (PLCy), (PLC) fase 0, que procura “zerar” as varidveis artificiais y (busca viabilidade X):

: / _ _ ro_ 1 AN o
P) {mmly axy%)—gg{)—b} = (PLCy) { max(0’; —1")z jg—b (4.10)

o

O (PLCy) da fase 0 é resolvido pelo Simplex, deduzido anteriormente, pois:

Este problema ¢é sempre viavel, com (0;|b|) pertencente ao poliedro estendido (definindo |v| como sendo

o vetor cuja i-ésima componente é o médulo de b;, v; := |b;;

e A base vidvel inicial é composta pelas tltimas colunas de A: como J é uma matriz claramente nao
singular e com inversa simples (J~! = J), entdo base para o problema estendido é Ap :=J, cuja inversa
& Agt=1T.
Podemos mostrar que este problema inicial devolve um valor negativo, v = —y; —ys — ... — ym < O,

quando X = () e 0 quando X # 0.
Lema 4.9 Sendo vo(PLCy) o valor étimo de (PLCy), entao vo(PLC,) = 0.
Demonstracao O poliedro estendido (do (PLCy)) é sempre vidvel, pois (0;y) € PLCy, para g := |b| (i.é.,

Ui := |b;|). Além disso, o valor objetivo desse ponto é ||b||1, pois (0; —1)'(0;7) = — >, |bi| = —||lg|/1 = 0.
Portanto, o méximo é limitado por zero, ou seja, vo(PLCy) = 0. [
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Lema 4.10 X # () <= vo(PLCy) = 0.

Demonstracao (=) Como X # 0, tome £ € X e observe que (£;0) € PLCy, cujo valor objetivo é
(0; 1) (z;0) = 0.

Portanto, vo(PLCp) 2 0. Mas do lema 4.9, vo(PLCp) = 0, seguindo dai a tese vo(PLCp) = 0.

(<) Como vo(PLCy) = 0, deve existir (Z;9) € PLCy com 0 = (0; —1)'(Z;y) = —||y|l1. Mas da propriedade de
norma (||z|| = 02z = 0), segue que y = 0.

Desse modo, (Z;y) =20 e b = [A|J](z;y) = Az + JO = Az. Portanto, £ € X, seguindo a tese. ]

Se o problema fase 0 retornar v = 0, podemos construir uma base viavel inicial, tomando
B:=(i: (A7'b); > 0,i = n).
Note que:
1. as componentes de z = (z;y) sdo nulas para i > n, i.e., zj4, =y; =0, j € {1,...,m});

2. se #B < m, serd necessario completar a base com colunas de A, neste caso o vértice inicial serd dege-
nerado.

Exercicio 4.2 Prove a afirmacdo 1 acima.

Exercicio 4.3 Mostre o porqué da validade da afirmacao 2 acima.

4.2 Algoritmo Simplex
Da discussao anterior poderiamos estabelecer alguma melhoria no algoritmo 4.1 (na pagina 2):

Algoritmo 4.2 Método Simplex - atualizacao de base viaveis, enumerando vértices “melhores”

1. Seja B = (41,72, - - jm) uma base vidvel
141
2. Calcule Al}l e b« Aglb
3. Defina x' por: m% —~be zfﬁv ~0
A= (AEI)/CB
YN ‘= CN — AEVA

4. Se YN =0, entao

gt beel ¢ vértice Gti ietivo ¢ A=l
Pare: |z' =3 ,;cpbjel € vértice dtimo com valor objetivo cgAL"b

5. Sendo Sejam: k € N para o qual v >0 e T < AElak
6. Se 7 =0, entdo
Seja h definida por hg <+ — 7 e hy < €° // coluna a* na posicio s de N, i.e., k=7,

Pare:  |x'+ Mh:=3;cpbjel + X (EjeB —mjel + es> (A 2 0) semi-reta de ilimitagao

7. Senao Sejam SEargmin{%:ieB em>0} e )\FETZ

Defina ' por: ' < b— M e 23!+ Ne® // coluna k = j,
Seja’m B« B - {S}+{k} = (jla'-‘7jsflak7js+1a"'7jm) e 1< i+1

Volte ao passo 2

Algumas observacoes importantes:
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1. Note que o passo 7 é a tinica condi¢ao de finalizagao do Simplex que permite verificacao rapida da resposta.
Bastaria verificar que '+ M € X e que ¢/(z' + M) — oo (esta tltima implicacio segue do fato de
nesta linha ter-se 75 > 0 e portanto Ach = A(eghp + cyhn) = M(—cgm + cx) = MN(—cgAz'a" + ¢;) =
ek — ak,AfBl/cB +cr) = Mew —a¥'A) = My =2 0).

2. Note que o passo 2 é o mais “caro” computacionalmente e por isso merece maior atengao.
3. Note também que a* na base B é: a* = Apm, pois w := Aglak

4. Se P for o produto de matrizes elementares (de pivotagoes) tal que PAp = I, entao

P — — —
[Ap|ANT] = MAG'AN|AG ] =[] 7 |AG]]

- 1 —¢
5. Se estendermos a matriz A, x, para uma A 1xntl ‘= [OAC] e o vetor b para (O;b)’, teremos
/ / Al ? 0
0 < |z z—Cczx maxcr: Ax=b . maxz: A =
b T Ax 20
zz20
6. Se notarmos que na definicdo de gy = ey — A’N(Agl)’cB, podemos também definir v := e —

A’B(Al}l)’cB = 0. Deste modo, podemos pensar em atualizar vy também através da pivotagao. Para

isso denotando novamente A := (Agl)’cB, fica facil obter a inversa de Ap a partir de Agl e de A:

- Y e 1 XN —cpAG
1 1
AB = [ 0 A§1 ] — ABAB = lo Imme B ]:Ierlmerl- (4-11)
Com a matriz estendida podemos obter todas as variaveis do sistema através do produto abaixo,

1 ‘0’ ‘ e ‘c’BAglb
Clol1|AzAN]| AL

1 X 1‘—c39‘—c’N‘0 B 1‘—cjg—|—/\’AB‘—c’N+XAN‘ b
[0 ABluolABlANlb]_[ol A A | A'Ax ‘Aglb]

7. Sera que o procedimento acima, que denominamos apressadamente de algoritmo, efetivamente para ?

Nosso objetivo atual é conseguir transformar P em uma matriz P’ para a qual: P’Az = 1. Para isso
basta construir uma matriz elementar que pivote o vetor coluna 7, usando como pivé s > 0. A razao disso é
esquematizada abaixo:

_ a _ ~ P -1 -1
se Ple'|---|e* et [e™] = [e']---[e*e*eT!|- - [e™] = I, entdo [Ap|AF|T] = [[AZ'AF|AZY
Deste modo, para obter A%l a partir de Agl basta fazer uma pivotagdo na sua coluna k, segundo o vetor
7 como pivo 5. Devemos “pivotar” a coluna 7 de modo a produzir a e*: Py(m) =e® = Ps(Az') = A%l

Uma vez conhecido um bom método de atualizacdo das inversas de bases, agora em ordem o(n?), devemos
nos preocupar com a questao 4 acima: serd que o procedimento anterior é finito ?

Esta questao serd respondida com o exemplo 4.4. No préximo exemplo examinaremos uma atualizacao
de inversa a partir de uma pivotacgao.

Exemplo 4.1 Para a matriz A abaizo definida e a inversa da base B = (1,2,4), obter a inversa de B =
(1,3,4), isto é, entra a coluna 3 e sai a coluna 2. Logo o pivé deve ser o elemento a 4.

1 11 5 1 11 3 11 1
3 2 —3 9 2 2 9 —1 1 2 2
A=|1 -3 1 1|, entior Ap=|3 -3 1|, Ag'=| -1 1 1], Ajla®’=]|1
0 0 0 2 0 0 2 0 0 3 0

Pivotando a inversa sequndo o elemento a3 2, obteremos
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1

-1 4 2]z -1 3 170 -1 3 110
Azl=| -1 1 R L e I Y =
0 0 L]0 0 0 %10 0 0 %o
Apenas para conferir o resultado da pivotagao, podemos testar o produto
-1 31 3 =29 1 00
A Ap=| -5 5 2 s -1 1|=]010
0 0 3 0 0 2 001
Exercicio 4.4 Considere o sequinte (PLC)
max x1 — 7To — T3 — 2x4 — 25x5
so1 — Hao — 2a3 + 9za 4+ a5 + w6 = 0
371 — 3wy — a3 + ma + x5 + + x7 = 0
214 + x5 = 1
20 , i€{1,2,...,8}
Para este problema, implemente o procedimento® 4.2, usando como base inicial By = (6,7,8), usando como

sequéncia de entrada/saida na base a tabela abairo. Se as contas estiverem corretas, deverdo obter: todos os
[ b;
Yk >0 e 2= = minje par; >0 {E}

Iteragao i ‘ Entra na base (k) ‘ Sai da base (s) ‘ Base B

0 By = (6,7,8)
1 T e Bl = (1,7, 8)
2 ) X7 BQ = (1, 2, 8)
3 T3 x1 | Bs = (3,2,8)
4 T4 x9 | By = (3,4,8)
5 T6 T3 B5 == (6, 4, 8)
3 T T4 B6 = (6, 7, 8)

Para evitar o problema ilustrado no exercicio acima (ciclagem), uma regra bastante simples é selecionar
sempre os primeiros indices:

Regra de Bland” - entrada: selecione o menor indice k, tal que v > 0

(=l

saida: selecione o menor indice s, tal que  min {—'}
i€BAT;>0 LT

4.2.1 Simplex Tabular

Da discussao anterior podemos enunciar um algoritmo “manual” para resolver problemas candnicos, al-
goritmo este denominado Simplex Tabular.

max cz ax
Ag—p | = 1 - z| |0
:1:>a - 0 A z | |b
- x>0

5Sugiro usar o Scilab a partir do exemplo http://www.ime.usp.br/"leo/scilab/pivoteamentol.sci.

"Para ver uma demonstracio de que esta regra evita ciclagem, consulte a secdo 5.3 de Programacdo Linear: um primeiro curso,
de Carlos Humes Jr. e Ana Flora P. de Castro Humes, apresentado como mini-curso no IX Congresso Nacional de Matemdtica
Aplicada e Computacional, realizado em Brasilia em agosto de 1986.



Introdugao ao Algoritmo Simplex [Versao 2.7.4: 11 de janeiro de 2024 0:00] 12

) L 1| —¢ | 0
Deste modo, se trocarmos a matriz A,,«, pela sua extensao A 1i1xnt1 = lﬂT e o vetor b por l b ],

podemos estender o conceito da equivaléncia

4 oy Al TB | _p) =[mAz! =5 | =Aj
AL x (Az =b) = A" x ([Ap|AN] l o ] =b) =[IA5 An] [ oy Ap'b

pela seguinte equivaléncia,

1|—c y 1]|—cp'| —en’ Sl Tol) [ a=vE ]
o] A 0[Az [Ay | |25 |||~ 0] T [A Ay

- cp'AL'b cT
S| TAG ||

T
Ty Ty B b
- X
uma vez que AB*1 =l ola T | lembrando que A = Agl'b e que T é o vértice associado a base B..
B
E recomendével verificar que A B_l é de fato a inversa de Ap.
Dada uma base vigvel inicial® B, deve-se montar o primeiro tableau
-1 —Cy o —Cp | 2 —v —Y2 o —Yn | Nb=cgb
a1 a1z ccc @1 | b1 | multiplicada (pela esquerda) por A, | @11 @12 - Qi by
a1 a2 -+ Q2n | b2 N Q21 Q22 -+ G2y bo
: : : dada pela equagao (4.11), resulta em : : :
Am1 Gm2 " Ommn bm am,l am,Q e am,n bm

sendo @;; := (AZ'A);;, e lembrando que b:= A5'be N :=cz AL

Para ilustrarmos o Simplex Tabular, consideraremos um caso simples (que pode ser resolvido grafica-
mente).

Exemplo 4.2 Considere o problema linear max{—x1+z2: ©1+ 222 2N x2 = 2N 2 2 0}. E’fcicil ver que a
solugdo dtima deste problema é dada pelo vértice T = (0,2)’.

Colocando na forma candnica e usando B = (1,4) como base vidvel inicial (por ser mais simples) obteremos,

max —xi1 + I9
Tr1 + T2 — 3 =2
) +x4=2
1 ,$27x3,$4§0

— A:“ i _é ?],AB:I:ABl e N =cgAp' = (c1,c1) = (—1,0).

Deste modo vy =y —NAN = (c2,¢3) — (M1 + A2, = A1) = (1,0) — (—1,1) = (2, —1), e o “tableau” inicial fica
na forma

=(2,0,0,2) z? = (0,2,0,0) z* = (0,2,0,0)
0[-2] 10|-2] entrazs 2 0[-1]0|2] entrazs 1001]2
1 [1] -10] 2| sun 11 —10[2]| seizs 01012
0 1 01| 2 -10 [1]1 -1011]0

O algoritmo parou na dltima configuragao em razio obtermosyny = (—1,—1) £0. Note que a sequnda itera¢ao
trocou a base de um mesmo vértice e finalmente detectando otimahdade.

Mais ainda, como consideramos o mesmo (PLC) do exercicio 4.1, esta é a resposta ao seu item 3:
na iteragao 2, apesar do vértice x = (0,2,0,0) ser dtimo, em fun¢do de usarmos a base B = (2,4) resulta
N = (—2,1) £0, enquanto que para a base B = (2,3) temos yy = (—1,—1)' = 0.

8E sempre possivel introduzir m varidveis artificiais para obter esta base.
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Exemplo 4.3 Considerando os dados do (PLC) abaizo, e conhecendo a base B numa iteragcio do Simplex,
construa o “tableau” desta iteracdo e finalize o algoritmo.

1 0 —1

7T 2 12 1 1 20 2 2

A = 31 6 1 0],b:=]|12,c:=(0,0,1,0,0), e sabendo que A(}l4 5) = —% 1 %
-1 0 2 11 10 1 1 1

2 2

1. construa o “tableau” do Simplex sabendo que B=(2,4,5)
2. resolva o problema pelo Simplex Tabular a partir do “tableau” obtido em 1 acima.
Resolugao

1. Sabendo que a base inicial é B=(2,4,5), as variaveis do Simplex sdo: A := Aglch = Agll((); 0;0) =0
= YN :=CN — A?V)‘ =CN = (O; 1).

1 0 -1 7 2 12 1 1 8 2 10 0 0 4 1 5 00
Ag'A =11 -1 2 1 31 610(=4%4]-20 220|=|-10110F0
1 -2 1 -1 0 2 11 00 20 2 001 01
0
1 0 -1 10 1 0 -1 10 5 )
Tp=Azb=11-1 2 1||2x| 6||=|-1 2 6|=|7|=cx2=(0,0,1,0,0)|0 | =0.
1 -2 1 5 1 -2 1 5 3 7
3
O “tableau” estd apresentando no proximo item. [ |
«“ 9 _'Y/ ‘C/.’L' . . .
2. Lembrando que o “tableau” tem a forma Az_al A ‘ Aj_glb , segue que o Simplex:
0 0FDHo0 o]0 4/5 1/5 0 0 0] 0 0
4 1(50 0[5 4/5 1/5 1 0 0 1 0
-1 0 1 1 0|7 -9/5 —=1/5 0 1 0 6 _ Solucio: Z = | 1 /F =1 =
0010 1|3 —-4/5 —1/5 0 0 1 2 ' 6
entra: 3 solugao encontrada, pois vy = 0 9
sai: 2

No exemplo a seguir, a condicao de saido do algoritmo Simplexr é a ilimitacdo. Neste caso é possivel
provar que a resposta do Simplex é correta, bastando verificar que existe de fato uma semi-reta de ilimitacao
(provando a viabilidade e a ilimitagao).

Exemplo 4.4 Considerando os dados do (PLC) abaizo, e conhecendo a base B numa iteragcao do Simplez,
construa o “tableau” desta iteracdo e finalize o algoritmo.

4 =210 0 8
A=| -4 -1010]|,b:=]10 |, ¢c:=(1,1,0,0,0)":
-9 -1 0 0 1 30

1. construa o “tableav” do Simplex sabendo que B=(3,4,5)

2. resolva o problema pelo Simplex Tabular a partir do “tableau” obtido em 1 acima e, ao final, demonstre o
que for possivel sobre a resposta.

Resolucao

1. Como a base “atual” é B=(3,4,5), correspondente a uma matriz identidade, as varidveis do Simplex sao:
A= Aglch =1(0;0;0) =0 = v :=c— A'A=c=(1;1;0;0;0).
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0
8 0
Tp=Az'b=b=| 10 | =T =(1,1,0,0,0) | 8| =0.
30 10
30
O “tableau” esté apresentando no préximo item. [ |
« 5 _'Y/ ‘ C/.’L'
2. Lembrando que o “tableau” tem a forma AEIA ‘ A]_glb , segue que:
(H)-1 0 0 0] 0 1 -3/2 1/4 0 0 | 2 5 1
/2
@ -2 1 0 0| 8 1 —-1/2 1/4 0 0 2 0 1
-4 -1 0 1 0]10 0 -3 1 1 0 18 . AT
9 100 1130 = o _11j2 —9/4 0 1 48 — Semi-reta: T+ h= 12 +A g
entra: 1 ilimitacao detectada, pois: A8 11/2
sai: 3 v2>0em=(—1/2;-3;-11/2) =0
De fato,  + \h é semi-reta, pois:
2 2
4 -2 1 0 0 0 1 8 2-2 8
e A@+M)=|—-4 -1 0 1 0 O +A| 0] |[=] -8+18|+A| —2—1+3|=|10
-9 -1 0 0 1 18 3 —18 +48 —%—14—% 30
48 4
2
2 2
0 1
o /(T + Mh) = (1;1;0;0;0) O[+A] 0] =2+A3+1) —g00. m
18 3
48 5



