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Capitulo 5

Dualidade em Programacao Linear

Neste capitulo introduziremos o conceito de dualidade para problemas lineares empre-
gando uma abordagem semelhante a empregada em teoria dos jogos. Essa abordagem
usa a ideia de penalidades, via multiplicadores de Lagrange'. A vantagem dessa aborda-
gem ¢ possibilitar um processo que permite a construcao do dual de qualquer problema
linear. Entretanto, apresentaremos também a construgao dos pares primal/dual a partir
de um par padrao (o par PLC/DLC) empregando o processo de transformacgoes entre
problemas equivalentes.

Fixada uma matriz A € IR™*" de posto completo, um vetor b € R e um vetor ¢ € R"”, difinimos o
problema canénico por (PLC):

max c'x
Az =b >

z 20.

max clx
< e X (5.1)

sendo X :={x e R": Az =bAz = 0}.

Para este problema, que também estamos denominando Problema Canodnico, convencionando que, se

X =0, entdo VO = —oo (valor objetivo). Assim, podemos reescrever este problema como:
sup{c'z : Az = b}. (5.2)
20

Podemos eliminar a restricio Az = b, impondo multas por violagdes. Para ficar mais facil esta exposigcao
suporemos a existéncia de dois jogadores, o primeiro deseja resolver o problema anterior e serd denominado
jogador Jp. O segundo jogador serd o Jp, cujo objetivo (neste momento) é evitar que Jp viole alguma restri¢ao.

Assim, se Jp permitir que para algum i € {1,2,...,n} que a;x # b;, Jp aplicard uma multa y; # 0
reduzindo o lucro de Jp. Além disso, para obtermos um problema equivalente ao problema 5.1, Jp estéa
interessado em obter lucro méaximo e Jp em ter prejuizo minimo. Assim, para cada valor de produgao x que
Jp escolhe, Jp escolhe sua melhor multa: infyegm 'z + y'(b — Ax).

Assim o problema (5.1) é equivalente a SUp,> {c'z + infycpm y'(b— Ax)}, que ainda pode ser reescrito
na forma: primeiro jogador escolhe o z, depois sequndo jogador escolhe o y, a partir do  ja escolhido,

sup inf {c'z +y'(b— Azx)}. (5.3)
z20 yeER™

Desse modo, se existe & para o qual b— Az = 0 (ou seja, poliedro X é nao vazio), o primeiro jogador Jp escolherd
um z € X, pois desse modo impedird que o segundo jogador Jp leve a penalidade para —oco. Explicando de

! Joseph-Louis Lagrange, nascido em 1736 numa regido da hoje Itdlia. O problema considerado por Lagrange, foi: min{f(z) +
Xh(z) : z € A}, A um conjunto aberto. As componentes A1, Az, . .., An, si0 denominadas Multiplicadores de Lagrange.
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outra forma, se Jp escolher ¢ X, Jp consegue levar y'(b — Az) para —oco (infyern y'(b — Az) = —00).
Entretanto, se X = (), o primeiro jogador nao opg¢ao além de escolher um x para o qual b — Az # 0, resultando
em —oo (segundo jogador consegue levar para menos infinito), coincidindo com a conven¢ao maxy f(x) = —oo.

Lema 5.1 Os problemas (5.2) e (5.3) sao equivalentes.

Demonstracao Elementar a partir das observagoes acima. ]

Continuando com a investigagao do jogo Jp/Jp, podemos “inverter” os papéis dos jogadores. Qual o
problema derivado quando Jp primeiro seleciona sua varidvel y, para depois Jp escolher x 7

Neste caso, podemos reescrever o sistema como

Supzzo infye]Rm {ct:l: + yt (b - Ax)} = Supa:z() innyRm {Ct.’L‘ + ytb _ ytA.’l:)} _
sup, >o infycrm {c'x +y'b —x'Aly} = sup ., infycrm {c'z +bly —2'Aly}=
sup, o infyerm {b'y + c'z — 2'Aly} = sup - infycgpm {b'y + z'c —2'A'y }

e, a partir da ltima forma, podemos finalmente ser reduzido ao seguinte

sup inf {b'y+zx'(c— Aly)}. (5.4)
z20 yer™

Para este problema, podemos fazer uma andlise “inversa” & que motivou a defini¢cao de (5.2). Agora, o
jogador Jp é o primeiro a selecionar sua varidvel y, procurando minizar o valor objetivo, enquanto Jp pode
selecionar  de modo a penalizar Jp sempre que este nao conseguir ¢— Ay < 0, pois, se ficar algum c¢; —a;y > 0,
i€{1,2,...,n}, Jp toma sup{z; =2 0} = 4oo0.

Deste modo, Jp escolhe primeiro sua varidvel y, mas sabe que depois dele Jp vai escolher seu = 0
tentando crescer o valor da funcao objetivo, o que resulta no problemas:

inf sup {bly +z'(c — Aly)} = inf {by +supz'(c— Aly)}.
yeR’"L xzo yeR"L wzo

este é o problema dual de (5.3). Note que na forma acima fica mais facil perceber a ordem em que os jogadores
atuam, o que talvez nao seja tao claro na equacao (5.4).

E importante notar a relacao entre os problemas com restrigoes linear, 5.1, e o sem restrigoes, 5.3: as
multas s6 serdo aplicadas quando o primeiro jogador nao conseguir um ponto viavel. Isso pode ser traduzido
no lema seguinte.

Para simplificar a notagao definiremos a fungao objetivo estendida, também conhecida com fungao
lagrangeana?

L(z,y) :=c'z + y'(b — Az) = by + z'(c — Aly). (5.5)

Lema 5.2 Qualquer que seja o poliedro primal P e seu correspondente dual D, sendo S, C R" e S, C R™,
respectivamente, 0s sinais das varidveis primais e duais, entao

inSf L(Z,y) = infycs {¢'E+y'(b— Ax)} = c'E, VEecP, e

Yoy

sup L(z,y) = supses, {Fd+a'(c—Ay)} = y'b, VyeD.
TESy

2Devido aos estudos de minimizacio irrestrita de Joseph-Louis Lagrange, usualmente considerado matemético Francés, mas
nascido na Italia em 1736.
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Demonstracao Fica a cargo do leitor (note que os sinais das varidveis duais sao definidos de modo a impedir
que as restrigoes primais sejam invidveis). [ |

Portanto, Jp estd interessado em resolver o seguinte problema

inf {b'y: A'y = c}. 5.6
i {by: Ay =) (5.6)

ou seja, o problema do jogador Jp, quando este inicia o jogo, é

min b'y
Aly z e (5.7)

Podemos caracterizar o problema (5.3) como a busca pelo melhor plano de produgao, como exposto no
capitulo 0: x; quantidade de pecas do produto ¢ a serem produzidas e a;x = b; a quantidade de insumo 3
disponivel (a;; a quantidade de insumo 7 no produto j).

Deste modo, podemos colocar o problema (5.4) como a determinacao dos pregos dos insumos, de modo
a garantir que Jp receba em cada unidade de produto ao menos o valor unitario de venda de cada produto
(a;y 2 0) - vide capitulo 0.

5.1 Como construir o dual de um problema linear

A partir da sec@o anterior, podemos notar que o processo de obtencdo do dual consiste de dois passos:
obtengao do “sinal” da multa (varidavel dual) e obtencao do “sinal” do poliedro dual. Nesta subsec@o, a partir
de um problema primal de maximizacao, apresentaremos um esquema ilustrativo do referido processo.

Por simplicidade, admitamos que o problema primal seja de maximizacao na variavel x € S, sendo S,
o “sinal” da varidvel £ (no poliedro canénico por exemplo, terfamos S, := {x € R": = = 0}).

Para a obtengao do dual, existem dois passo principais (determinagao dos “sinais” das varidveis duais
e do poliedro dual), além de um passo simples que é inversao de papéis entre os jogadores (considerando o
lagrangeano). Este processo ¢ ilustrado abaixo.

: . . in bt
zess ST\ @ / sw inf L(z,y) o) [ Jof sup L.y) \ @ /ves 7
o (B) (©) o

Se pensarmos em termos de dedugao da esquerda para a direita dos problemas: em

(a) devemos determinar o “sinal” da multa do problema (B), a partir do poliedro X, de modo que este fique
equivalente ao (A);

(b) devemos determinar o problema dual (basta aplicar a defini¢do: inverter a ordem dos jogadores);

(c) devemos determinar o “sinal” do poliedro dual Y, em (D), de modo que o problema (D) fique equivalente

ao (C).
Por exemplo, para o problema candnico do inicio do capitulo (5.1), terfamos a seguinte sequéncia:

max ¢z, xe X sup inf L(z,y) min by, yeY

: i
zeR] (a) | weR7 YESy 5 inf sup L(z,y) () | yeR™
X = {$€R”:A$:b}> = < logOS — R™ 5—2 yeR a;e(Igr) = Y -— {yE]Rm:Atch}
(A) (B) (D)
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5.2 Par Primal/Dual

Em fungao deste jogo duplo este par de problemas, (5.7) e (5.1), é designado par primal-dual. Se o
problema (5.1) é o Problema Primal, entao (5.7) é seu Problema Dual.

Podemos fazer o mesmo jogo com todas as outras variantes de restri¢coes, obtendo a tabela seguinte.

Tipos de problemas/penalidades Tipos de problemas/penalidades
minimizacao maximizacao ming sup, maxgz infy,
Restrigoes | y'(b— Az) y'(b— Az) Restrigoes y'(b— Azx) y'(b— Ax)
Az =b y R y R b— Az =0 yeR" yeR"
Ax b y € R" yc R} b—Ax 20 y e R™ y € R}
Az 2b y € R y € R" b—Az =0 y € R ycR"

Exercicio 5.1 Usando os multiplicadores, deduza os problemas duais de

~

max{c'z : Az = b};
max{c'z : Az = b};
max{c'z : Az ZbAzx = 0};

min{c'z : Az = b};

GvoB e e

min{c'z : Az = b};

)

min{c'z : Az ZbAx = 0};

Exercicio 5.2 Considere o problema geral de mazimizacio em Programac¢ao Linear, (Ppaz), abaizo descrito
e obtenha seu dual.

Sugestao: procure resolver este problema por dois processos, verificando o mesmo resultado, via dual do problema
canonico de programacao linear e via dualizacdo usando o processo esquematizado na segao 5.1

max (c',z') + (%2 + (¢’ 2P
Allgl o+ Al2.2 4 Al13z3 _pl
A%gl 4 AP 4 A%gd b
A3lgl 4 A32x2 4 A33g3 >3
'R}, 2?R™ , 2’R™

Exercicio 5.3 Prove que o dual do dual de um problema geral de mazimizacdo em Programacgao Linear equivale
ao seu primal.

Podemos relacionar a fungao de custo extendida com a viabilidade (e valor objetivo) dos problemas,

Lema 5.3 Usando a func¢ao de custo estendida, valem as sequintes equivaléncias,

zeX ={zcR":Az=b} < cz= inf L(T,y) €RR, (%)
yeR™

geY ={yecR":Alyzc} < by= sup L(z,7) € R.
zeRY



Dualidade em Programacgao Linear 2000 [Versao 2.6.1: 11 de janeiro de 2024 ] 6

Demonstracao As duas equivaléncias seguem, respectivamente, das seguintes?,

inf L(Z,y)=c'z+ inf y'(b—AZ)cR < inf y'b—AZ)=0 < AT =0
Juf L@y =cz+ nf y( T) by T) z

sup L(z,y) =by+ sup z'(c— A'Y) € R <= sup '(c—-Ay) =0 <= c-Ag=0 < Algzec
z€RY zeRY zeRY

Em particular, quando consideramos um par de pontos vidveis nos problemas (5.1) e (5.7), podemos obter
a seguinte desigualdade,

Lema 5.4 Se (T€ XNR} eycY), entio c'T =b'y.

AZ—b ZZ0NAYYZe
Demonstracao Das hipéteses segue que by "= (AZ)'y =z'Aly 2 zlc = c'z. [

Exercicio 5.4 Redefinindo Y :={y € R™ : Aly < ¢}, mostre que: <E eXNRY eye 7> = c'z = bly.

Note que Y acima definido forma o conjunto das restricoes do dual do problema de minimizacao sobre
X NR"? = X. Ou seja, o dual de min{c'z : Ax =bAzx =0} é max{by: Aly < ¢}. Daqui pode-se concluir
que para um primal de minimizacdo sobre X NIR, o valor objetivo de qualquer ponto vidvel primal é maior
ou igual a de qualquer viavel dual (c'T = b'y). A este dois resultados, normalmente denominamos Teorema
Fraco de Dualidade:

Teorema 5.1 Considerando como restri¢des primais o poliedro canénico X e tomando T ey, respectivamente,
» . » se o problema primal é de mazimizacdo, entdo c'T < bty

um ponto vidvel primal e um vidvel dual: ) ; o e e
se o problema primal € de minimizacdo, entdo ¢'T Z b'y.

Corolério 5.1 Se (T,y) sdo vidveis no par canénico primal/dual, (PLC)/(DLC), com c'T = b'y, entio T ¢
solugao do (PLC) ey ¢é solugao do (DLC).

Demonstracao Qualquer que seja o par (z,y) vidvel primal e dual, entao
Az—b zZ0AAtyZc (*)
bly "= (Axz)ly = x'Aly > zle=clz, Y(zr,y) taisque Az =b,Aly=cex 20.
Denotando por Y o poliedro dual e considerando quaisquer pares vidveis primal/dual (z,y) € X x Y, podemos
aplicar o resultado (x) para os pares (Z,y) e (z,y) e concluir a tese:

—

V o+

=

(A) 'z =0bly = clz,Vx € X, logo T é uma solugdo 6tima do (PLC); e

—

*

(B) bly=c'z < bly,vy €Y, logo ¥ é uma solugio 6tima do (DLC). [

=

Exemplo 5.1 Alguns exemplos de funcionais nao lineares onde a desigualdade € estrita: lembre-se, o jogador
primal escolhe seu “melhor” ponto sabendo que o jogador dual vai tentar prejudicd-lo. Por exemplo, no problema
infy sup, L(x,y), o jogador primal escolhe oy e depois o jogador dual escolhe seu x.

L(z,y) | inf sup L(z,y) | sup inf L(z,y) | y€e BAz € A
YEB gcA zEAYEB

% +00 0| y>0Az20

—% 0 —o0o| y>0Ax>0

1—% 1 —co | y>0Az>0"

—(z —y)? 0 —o|yce RAz R

3Note que X N TR resulta no poliedro canénico X = {z € R™: Az =bAx 2 0}.
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Entretanto vale um resultado mais geral que o exposto no teorema acima. Mesmo para problemas de
otimizagao nao-lineares, vale o seguinte teorema Fraco de Dualidade,

Lema 5.5 Sejam A e B quaisquer conjuntos e L(.,.): Ax B — R U{—00,+0c0} qualquer fun¢ao. Entdo

inf sup L(z,y) = sup inf L(z, 5.9
Jnf sup (z,y) sup inf (x,y) (5.9)

Demonstragao Quaisquer que sejam T € A e ¥ € B, teremos

sup L(z,5) 2 L(®,3) 2 inf L(z,y), ¥(5.5) € Ax B.
xEA yeB

Deste modo podemos minimizar o funcional a esquerda quanto a T e a direita quanto a ¥, seguindo dai a tese,
inf sup L(z,y) = sup inf L(z,y)
YyEB e zcAYEB

Devemos notar que o resultado acima estd em um formato mais geral que o Teorema Fraco de dua-
lidade 5.1, pois usando o lema 5.2 podemos perceber que a equagao (5.9) replica 5.1: Z vidvel primal =
inSf L(x,y) = c'T e ¥y vidvel dual = iné L(z,y) = b'y, assim, por exemplo, quando o primal é de
Yoy rESy

maximizagao, para qualquer par viavel (Z,y),

't = inf L(z,y) < L(Z,y) < sup L(z,y) = b'y.
YESy S,

Exercicio 5.5 Adotando L(z,y) :=c'z +y'(b— Azx) = by + z'(c — Aly) e as equivaléncias

sup inf L(z,y) = sup {cta: + inf y'(b— Aa:)} =max{c'z: Az =bAzx =0}
zeR} YER” zERY yeR™

inf sup L(zx,y) = inf {b'y+ sup z'(c — Aly) ; = min{db'y : A'y = ¢},
YER" zeRr? yeR” zER

demonstre o teorema 5.1 como coroldario do lema anterior.

5.3 Teorema Forte de Dualidade

Nesta secao voltaremos a trabalhar com o par primal/dual a partir do problema canoénico, isto é,

Primal: max c'z _ max{c'z :x € X} (PLO)
Az =bAz20 sendo X :={z e R": Az =bAzx 20},
Dual: min bly _ min{by : y* € Y} (DLC)
Alyze - sendo Y :={y e R™: Aly = ¢}.

Denotaremos por VOP e VOD, respectivamente, os valores étimos do (PLC) e do (DLC). Lembrando que
VOP= —co quando o (PLC) for invidvel e VOD= 400 quando o (DLC) for invidvel, podemos mostrar que

Lema 5.6 Se o (PLC) € vidvel, entéo VOP= VOD
VOP= +o00 = (DLC) invidvel.

1Se deixar x Z 0, entdo ocorreria empate entre o primal e o dual, pois sup inf 1 — T=1 (o jogador primal escolheria x = 0).
x§0y>0
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Demonstracao Supondo o (PLC) vidvel, analisaremos separadamente dois casos:

e Se VOP= +4o00, entdo existe ) € X, VA 2 0, para o qual
lim clx) = +oo.
A—00

Neste caso nao pode existir ¥ € Y, pois se existisse um tal g, do teorema Fraco de Dualidade (5.1), para

maximizacao, teriamos
by = clz, Vx € X,

o que implicaria (por continuidade) que by = limy .o €'x) = +o00 (absurdo, pois b’y é um nimero real).

e Se VOPc IR, entdo existe um T € X que atinge o 6timo, VOP= ¢'Z. Neste caso, da condicao suficiente

de otimalidade, existe uma base vidvel B que gera T e para a qual
YN =en — ALA S0, sendo A = (Agl)tcB. (%)

Dai podemos provar que A é um ponto vidvel no (DLC) e que VOD= bt):

— X €Y: para mostrar que A‘X 2 ¢ fica mais facil analisar separadamente os indices de B e de N,

_ Al AL (ALYt 0
co—Aph | _ | es—Ap(Ag)es | _ ® |20 = c—AAZ0.
CN—AN CN—ANA CN*A?VAEO
— Como T é gerado por B, temos que Tp = A]_Slb 20exy =0, deste modo
biX = bt (AL tes = (AR'D)les = Tlhep = ey = chTp + 40 = 'z (%)
Além disso, do teorema Fraco de Dualidade para o problema primal de maximizagao (teorema 5.1),
segue que
¢z b < by, ey

Logo, X é solucao 6tima do (DLC) e ¢'T = b'A, como desejdvamos demonstrar. [

Do mesmo modo, se o dual for ilimitado, entao o primal é invidvel,

Lema 5.7 Se o (DLC) € viqvel, entao VOD= VOP
VOD= —o0 = (PLC) invidvel.

Demonstracao Colocaremos o (DLC) na forma canoénica para podermos usar o lema acima e concluir a tese.

max —bly™ + bly~ — 0'y"

) —bly [AY — A -T] |yt
min bt max _

(DLC) A’{yZC >E< Aly—Ty =¢ )= v | =c (P)
- y'r z 0 yT

(yty ,y") 20

Como (P) estd na forma canonica e é vidvel por hipdtese, podemos aplicar o lema anterior para concluir que:

e VOP= VOD: direto, apenas usando o fato que o dual do dual é o primal.

e VOD= —oc0 = (PLC) invidvel: Como VOD= —o0 e, da construgao de (P), o valor objetivo de (P) é o
negativo do correspondente (DLC), segue que seu valor étimo é o negativo de VOD, ou seja, VO de (P)=
+00.

Assim, estamos em condigoes de aplicar a segunda parte do lema 5.6 e dai concluimos que o dual de (P)
¢ invidvel. Para finalizar a tese, basta mostrarmos que o dual de (P) é precisamente o (PLC):

min ctw B maxclx
<A'w:—b >$':_w<A.1::b (D)

w=0 20

min ctw min ctw

dualde(P):< A |w> b >:<Aw§b>

-1 0 —wz=0
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Como o dual do (DLC), (D), equivale ao (PLC), segue dai a tese. ]

Com estes dois lemas, podemos enunciar um resultado importante para problemas lineares, o Teorema
Forte de Dualidade,

Teorema 5.2 Se um dos problemas do par primal/dual é vidvel, entao os valores dtimos coincidem.

Demonstragao Como qualquer problema de linear pode ser colocado na forma canonica, a tese segue direta-
mente dos lemas 5.6 e 5.7. u

Exemplo 5.1 Considere os problemas (PLC) e (DLC), usando

1 1 -1 0 2 1
a (30 0[] e |

Note que, apesar do (PLC) ter dimensao 4, fica facil ver que o mesmo € equivalente a um problema no R2:
max{—a:l +axo:x1+a2222A09 = 2}.

Graficamente € facil verificar que o (PLC) tem solug¢ao dtima (inica) T = (0,2,0,0) e o (DLC) tem
como solucio y € [{y',y*}] (casco convexo), sendo y* = (0,1) e y?> = (—1,2) (como exercicio, prove estas
duas afirmagoes).

Devemos notar que no (PLC), podemos utilizar duas bases distintas para o unico vértice étimo, sendo

Base By = (2,4) | YN, = (71,73) = (—2,1)
_ 1 0 _
1 1
Ap = 1 D\ :ctBlABl = (1,0)
Base By = (2,3) | Yn, = (72,73) = (—1,-1)
-1 [ 01 -1
AB=| ) 1| M= hAn =01
o

Exercicio 5.6 Considerando o par primal/dual candnico, prove que:
T vidvel primal, § vidvel dual, tais que
T'(ec—Ay)=0
< yb—-AzZ)=0 > (folgas complementares) = T solugao do (PLC) ey solugdo do (DLC).

5.4 Aplicagcoes do Teorema Forte de Dualidade: Teorema de Alternativas

Nesta secao examinaremos teoremas de alternativas a partir do Teorema Forte de Dualidade, particular-
mente o lema de Farkas. Estes teoremas podem ser caracterizados pela existéncia de dois sistemas (S e S2)
mutuamente exclusivos: ambos os sistemas nao podem ter solucao e se um deles nao tem solucao o outro tem.

Na secao seguinte reapresentamos o lema de Farkas, desta vez demonstrado pelo teorema de Weierstrass
e o da separabilidade de hiperplano.

Assim, um teorema de alternativa pode ser esquematizado da seguinte maneira: considerando os dois
sistemas lineares S1 e So, entdo
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S1 A Sy = falso: ou seja, ambos os sistemas nao podem ter solugao
-S1 = S3:  ou seja, se S nao tem solucdo, entdo Sy tem (ou vice-versa®)

Um dos mais conhecidos (e antigos) teoremas de alternativas, que surgiu bem antes da teoria de Progra-
magcao Linear, é o Lema de Farkas, de 1902.

Lema 5.8 (lema de Farkas) Se tomarmos S;: (1) Az=b e Sy: (3) Aly=0, entio (S1,52)
(2) =20 (4) by>0

constitue um teorema de alternativas.

Demonstracao Vamos usar o esquema de prova acima indicado:

e S1 A Sy = falso: Por contradi¢ao suporemos a existéncia de um par (Z,y) € R"™ x R™, respectivamente,
solugao de S1 e Sy. Neste caso teriamos

4 (2)A(3)
OQN*Q(&ﬁyzftA@ < 0.

o que é claramente uma contradigao. Logo, ndo pode existir o par (Z,y).

e Nesta parte associaremos ao par (S1, S2) um par primal/dual, de modo que a negacao de um dos sistemas
equivalha a inviabilidade de um dos problemas lineares e ilimitacdo do outro (via Teorema Forte de
Dualidade)®.

min0lz Az =5
20

Mostraremos que =S7 = S2. Suponha que S; nao tenha solugao, entao (P) é invidvel, logo VOP = +oc0.
Por outro lado, (D) é viavel (para y = 0), assim podemos aplicar o Teorema Forte de Dualidade para
concluirmos que VOD = VOP = +oc0. Deste modo, (D) é ilimitado e portanto deve existir uma diregao
de ilimitacao y, ou seja,

Considere o par primal/dual (P) { e (D) { maxb'y Ay =0 .

JyecR™: Alg=0Aby >0,
seguindo dai que Sy tem solugao. [ |

Corolario 5.2 (lema de Farkas) Se tomarmos S { A;x> Ob } e Sg{ l;yy<8 }, entao (S1,S2) constitue

um teorema de alternativas.
Uma consequéncia interessante deste teorema é uma caracterizagao de otimalidade do par primal/dual.

Teorema 5.3 O par candnico de programacdo linear tem solug¢do dtima (Z,y) € R™ x R™ se e somente se
Az =0»

by =c'z

Ay ze
=20

(Z,y) € R" x R™ ¢€ solugao do sistema S :=

A condicdo necessaria para otimalidade (que usa o lema de Farkas) é bastante trabalhosa, porém a
condi¢ao suficiente pode ser feita diretamente como uma aplicagao do coroldrio 5.1 ((Z,y) par vidvel primal/dual,
com ¢'T = by = (T,y) sdo as solucdes do primal/dual) ou usando Farkas. Apenas para ilustrar o
potencial de uso de teoremas de alternativas como substitutos dos teoremas de dualidade de programacao
linear, apresentaremos esta ultima opcao.

Demonstracgao

SNote que A = B equivale a expressio B = —A.
5Este é o ponto chave de demonstracio de teorema de alternativas usando esta técnica: encontrar o par primal /dual conveniente.
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(«=) Podemos reescrever o sistema S como o S; de Farkas, e com isso obtemos o seguinte par

A O o o x+ b t blr +cls+t0 <0
O AY —A! I y =|ec A O r 0
Sy = o bt b o Yy 0 e Sy = o A b >0
2 O —-A b — 10
(z;y"5y752) 20 O I o0 0

Como o sistema S é vidvel, S; tem solugdo e por Farkas (lema 5.2) o sistema S acima é inviadvel.
Entretanto as inequagoes nao estritas de So podem ser reescritas como:

Alr +tc=0 Alr 2 (—t)e Alr 2 te
As—th=0 ;=<9 A(—s)=(—t)b p=¢ As=1b (5.10)
$=0 (—s)z0 520

Deste modo o sistema Sy nao pode ter solugao para um particular t. Logo, tomando ¢ = 1 as restrigoes
(5.10) de Sa se resumem precisamente ao sistema S; que por hipdtese é vidvel. Ou seja, o caso particular
de Sy tomando t =1 fica

(1) dr—c's<0

(2) Alrze @ by —c'z <0
(3)  As=b — ] (2,3,4) Sy

(4) 520

Portanto, para todo par (z,y) que satisfaca S;, como Sy é invidvel, b'y —clx = 0. E este resultado é
precisamente o teorema fraco de dualidade em programacao linear, no formato do lema 5.4. Assim, para
concluir a demonstragao basta repetir a prova do lema 5.4. [ |

Como exercicios de teoremas de alternativas, sugerimos o teorema de Gale e mais uma variante do lema
de Farkas bastante interessante, conforme abaixo.

Exercicio 5.7 ( teorema de Gale) Demonstre o teorema de alternativas de Gale: S1 : (1) Az =b e
SQ : (2) Aty =0.
3) dy=1

Note que os poliedros associados aos sistemas S1 e Sy sdo definidos por igualdades, por isso as varidveis (x,y)
serdo livres de sinais no par primal/dual adequado.

Exercicio 5.8 Considerando1 = (1,1,...,1)" € R", mostre que os sistemas segquintes constituem um teorema
de alternativas: S;: (1) Az =0 e Sp: (3) Aly=1.
(2) >0

Muita atencdo a desigualdade € > 0, que implica em x # 0.

Exemplo 5.2 Dado dois conjuntos de pontos A := {a‘}icr e B := {b'}icr, I := {1,2,...,n}, determinar se
existe um hiperplano que separe estritamente os dois conjuntos.

Defina as matrizes A e B, respectivamente, com linhas {a;};c; e {(b")'},.;. O problema é determinar a
existéncia ou ndao de um vetor (x,7y) € R" x R tal que Az > 1 e Bx < 71, ou seja,

A -1 T
-B 1 y
Mas este sistema estd numa forma adequada para teoremas de alternativas e usando o exercicio 5.8

(Cd =21 =Cd >0), notamos que (x) tem solugdo se e somente se o sistema abaizo ndao tiver solucdo,

>0 (*)
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A -B' | |u | |0
-1 1 v| |0 (5x)
(u,v) >0

Note que o sistema (xx) tem solu¢do (u,v), entdou #0 ev # 0 (pois (u,v) >0 e l'u—1'v =0). Assim,
para resolver este sistema podemos construir o sequinte PL

max 1tu+1tv —2

S A M

(w,v) =1
(u,v) 2 0.
Se (P) tem solugao 0, entao (x%) tem solugao e (x) nao. Por outro lado, se (P) tem solugdo menor que
0, entdo (xx) ndao tem solugdo e assim, (x) tem solugado. o

E importante notar que a viabilidade do sistema (**) é equivalente a existéncia de um ponto & dentro do
casco convexo de A e de B:

n n n n
Zuiai =Alu=Bv = Zvibi, com (u,v) >0e Zuz = Z”i =1.
i=1

i=1 i=1 =1

Exercicio 5.9 Prove a afirmacdo acima.

5.5 Lema de Farkas pelos teoremas de Weierstrass e separabilidade por
hiperplano

Podemos notar que nos sistemas alternativos de Farkas, <5’1 (1) Az =0» > e <5’2 : (3) Aly=0 >,

(2) 20 (4) bty >0
as equacoes (1) e (2) implicam que z estd no cone gerado pelas colunas de A, (a',a?,...,a"), enquanto a
equacdo (3) diz que y estd na interseccio dos semi-espacos negativos {p : p'a’ < 0,i € {1,2,...,n}}.

~
~
~

hiperplanos negativos {p : (p'A)* = 0}7’ BN

~

£)

Figura 5.1: Farkas: cone gerado e semi-espacos negativos tem intersecgao como 0

Portanto, é facil ver que uma solugdo x para ((1),(2)) e uma y para ((3)) ndo podem fazer produto escalar
positivo. Ou de outro modo, podemos intuir que ambas as regides podem ser separados por um hiperplano.

Teorema 5.4 ( Teorema de Weierstrass) Se f:IR" — R € continua e ) # S C R", fechado e limitado,
entao existe x* € S tal que f(z*) = f(z),Vx € S.

Teorema 5.5 ( Teorema da Separabilidade por Hiperplano) Se () # S C R", fechado e convero, e
z* ¢ S, entdo existe p € R™ para o qual plx* < p'z,Vr € S.
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Demonstracao Sejam f(z) := |z —z*|? = (z—z*)'(z—2*) e S:=SN{z: f(z) = f(z')},sendoxz’ € S # 0
qualquer. Deste modo S é fechado e limitado, e portanto pelo teorema de Weierstrass existe € S tal que
f(@) = f(z), para todo € S. Além disso, da defini¢io de S, segue que (x € S\ S = f(z) > f(z') 2 f(Z)),
logo

f(@) = f(x), Ve € S.
/// \\\
Ve N
/
/
/
/
!
l’ T —zx* :
\ z*
\
\
\
\
\
\\ ya
Tl Prad , (S=Sn{z: fz) = fz")})

Figura 5.2: Hiperplano separador de £* ¢ S com S

Defina p := T — x*, entdo p'z* < p'z, Vz € S, pois:
V(z,\) € Sx ] 1[, como S é convexo, segue que ) = + \(x —T) € S e dai
Iz —=*|> = f(@) = f@x) = [+ ANz —F) —2*|* = (T — 2" + Mz —2))'(T — 2" + ANz — 7))
— L2 oM@ — ) (@ —7) + N — 7
= 022\Z —z")(z —T) + \2|z — Z|? = 2\p'(x — ) + \?|z — Z|)°
>
220 otz —z) + Az —z|220 20 plz—7) 20
£0
= plz 2 p'T = p'T + p'z* — plx* =plz* +p'(x — x*) = p'z* +plc ES plxz*
Portanto, p'z > p'z*, Vo € S, completando a demonstracao. [

Com estes dois resultados podemos demonstrar a parte mais dificil do lema de Farkas: (se Sj invidvel,
entao So ¢é vidvel).

Teorema 5.6 Sejam (S : Az = b,z = 0) ndo tem solugdo, entdo (Ss : Aly < 0,b'y > 0) tem solugdo.

Demonstracao Seja S o cone definido pelas de A, ou seja, S :={z:2z= Az 20,z 2 0}. Logo S é fechado e
convexo (pois é cone).

Além disso, b ¢ S, deste modo podemos aplicar o teorema da separabilidade por hiperplano (5.5). Seja
entdo p € R" tal separador, p'b > p'z,Vz € S.

Como 0 € S, segue a tese,
p'b > 0. n

Exercicio 5.10 Sendo P:={y e R} : Aly=0,1"y =1} eI ={1,2,...,m}, prove que:

Vye P = —bly< max a;x —b;.
iel,zeR™

Dica: Escreva em problema primal com restricoes em P e note que, se Q := {(x;a) € R"" : Az —b < o},
entao
Viz;a) e Q= Az -b=0al jmalxaim—bi = a.
1€
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