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Exercicio 1:

Numa empresa financeira, o lucro gerado por cada investimento realizado, no tultimo ano,
tem um valor médio de R$24600 e um desvio padrao de R$10800. Considere uma amostra
aleatoria de 100 investimentos. Determine:

a) A distribuicao da média amostral.

(
(b) A probabilidade da média amostral exceder R$30000.

d

)
)
(c¢) A probabilidade da média amostral estar entre R$21000 e R$25500.
(d) A distribuicao do lucro total amostral.

)

(e) O 90° percentil do lucro total amostral.

Solucgao:
Temos que, X =“lucro gerado por cada investimento realizado”, com p = 24600, o = 10800 e
n = 100.

(a) Se X ~ N(u,0?), entdo X ~ N(u,0?/n).
Neste caso, X ~ N(24600,10800%), logo, X ~ N (24600, 1080%).

(b) P(X > 30000)

X — 24600 _ 30000 — 24600)
1080 1080

= P(Z>5)

=1-P(Z<5)~0.

P(X > 30000) = P <

(c) P(21000 < X < 25500)

21000 — 24600 X — 24600 < 25500 — 24600)

P(21000 < X < 25500) = ( 050 <m0 S 1030

P
P(—3,333 < Z < 0,370)

P(Z < 0,370) — P(Z < —3,333)
P(Z < 0,370) — (1 — P(Z < 3,333))
= 10,6443 — 1+ 0,9996 = 0, 6439.



MAE0229 — Introducao a Probabilidade e a
Estatistica Il

[ semestre de 2018
Lista de exercicios 2 - Estimagao I - C A S A (gabarito)

(d) Seja Y = 312 X; =“lucro total”.
Assim, Y ~ N(nu,no?).
Neste caso, Y ~ N (2460000, 1080002).

(e) Qual é o valor de a tal que, P(Y <a) =0,9.

- —24
PY <a)= P (Y 2460000 a — 2 60000)

102000~ 108000

_plz< a — 2460000 ,
108000

lembrando que P(Y < a) = 0,9, temos que P (Z < “_120&%%00) =0,9, logo,

a — 2460000

= 1,285 = a = 108000(1, 285) + 2460000 = 2598780.
108000

Note que a distribuicio da média amostral, X, e do lucro total, Y, sdo exatas e nio
aproximadas pois a distribui¢ao do lucro gerado por cada investimento, X é normal.
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Exercicio 2:

Numa pesquisa de mercado, desejamos estimar a propor¢ao de pessoas que compram deter-
minado sabonete.

(a) Que tamanho de amostra devemos recolher para que, com probabilidade 0,9 a propor¢ao
amostral nao se desvie do verdadeiro valor por mais do que 0,057

(b) Se tivermos informacao adicional de que a aceita¢do do sabonete é no minimo 0,8, qual
deve ser entao o tamanho da amostra?

(c¢) Decidimos recolher uma amostra de tamanho 81. Qual o erro méaximo que cometemos
com probabilidade 0,97

(d) Para a amostra de tamanho 81, qual a probabilidade de que o erro méximo seja 0,08,
quando p = 0,47

Solucgao:

(a) O valor de n tal que, e =0,05evy=P(—2<Z<2z)=0,0.

Lembre que

z

n= () p1-»)

como v = 0,9, z é tal que, A(z) = 0,95, entao, z = 1,645. Como nao temos informagao
sobre o valor de p, toma-se o valor que fornece a maior variancia, isto é, p = 1/2. Portanto,

= 270,603 = 271.

Devemos recolher uma amostra de tamanho 271 para que com probabilidade 0,9 a pro-
porcao amostral nao se desvie do verdadeiro valor por mais do que 0,05.

(b) Neste caso, tem—se que p > 0,8, logo p(1 — p) < 0,8(0,2) = 0,16 a qual é menor do que
0,25 =0,5(0,5), toma—se este novo valor no calculo do tamanho amostral.
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||
}—xmll\z

= ()
i
g )

3,186 ~ 174.

Com a informagao adicional, p > 0,8, o tamanho de amostra que se deve recolher para
que, com probabilidade 0,9 a propor¢ao amostral nao se desvie do verdadeiro valor por
mais do que 0,05 é de 174.

(c) Sabendo que n =81, 7= P(—2 < Z < z)=0,9, se vai considerar p = 0,5 pois com este
valor se tem a maior variancia possivel, se quer conhecer o valor de €. Lembrando que

=0,0914.

O erro maximo que cometemos com probabilidade 0,9 é de 0,0914.

(d) Sabendo que n =81, =10,08 e p = 0,4 se quer saber o valor de . Note que

ev/n
p(1—p)
0,08v/81
0,4(1—0,4)
_9(0,08)
~/0,4(0,6)
= 1,470,

logo,



MAE0229 — Introducao a Probabilidade e a

[istatistica 11
[ semestre de 2018
Lista de exercicios 2 - Estimagao I - C A S A (gabarito)

P(—1,470 < Z < 1,470)

(Z < 1,470) — P(Z < —1,470)
(Z < 1,470) — 14 P(Z < 1,470)
P(Z < 1,470) — 1

(0,9292) — 1 = 0, 8584.

g

P
P

2
2

Para a amostra de tamanho 81, a probabilidade de que o erro maximo seja 0,08, quando
p=20,4 ¢ de 0,8584.
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Exercicio 3:

Seja X uma varidvel aleatéria com média p e varidncia o? = 400. Definimos a varidvel
EA = X — p como sendo o erro amostral da média.

(a) Determine E(EA) e Var(EA).

(b) Que proporgao das amostras de tamanho 25 terdo erro amostral absoluto maior do que 2
unidades?

(¢) E que proporgao das amostras de tamanho 1007
(d) Neste tltimo caso, qual o valor de d, tal que P(|EA| > d) = 1%?

(e) Qual deve ser o tamanho da amostra para que 95% dos erros amostrais absolutos sejam
inferiores a uma unidade?

Solucgao:

(a)

Var(EA) = Var(X — p)

= Var(X) + Var(p)
= Var (% > Xl-)

1
= Z Var(X;)
1

== —'I'LO'2

n2
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(b) Sabendo que n = 25, e que |[EA| > 2 se quer saber P(|EA| > 2).

P(|EA| > 2) = P(|X — pu| > 2)
=PX —pu>2)+P(X —pu<-2)

_P(f/?/g> 202/5)”(%“%)
:P(Z>%>+P(Z<—%)
:1—P(Z<%)+1—P<Z<%)
:2—2P(Z<%>

= 2—2(0,6915) = 0, 617.

A proporg¢ao das amostras de tamanho 25 que terao erro amostral absoluto maior do que
2 unidades é de 0,617.

(¢) Se n =100, tem-se que

P(|EA| >2) = P(IX — u| > 2)
= P(X—p>2)+P(X —p<-2)

X —pu 2 X —pu 2
=7 (o/ﬁ g zomo) r (m < ‘m)
=P(Z>1)+P(Z< 1)
=1-PZ<1)+1-P(Z<1)
=2-2P(Z<1)
=2—-2(0,8413) = 0, 3174.

A proporgao das amostras de tamanho 100 que terao erro amostral absoluto maior do
que 2 unidades é de 0,3174.

(d) O valor de d, tal que P(|EA| > d) =0,01.
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P(|EA| > d) :P(Ef>d)+P(EA< —d) B
= (G > am) +* (G < am)
:P(Z>g>+P(Z<—g>
:1—P(Z<g)+1—P(Z<g)

d
—2-2P(Z <<

lembrando que P(|EA| > d) = 0,01, tem-se que

2—2P<Z<g) =o,o1;sP(Z<g> :2_3’01 = 0,995,

assim,

d
5 = 2,575 = d = 2(2,575) = 5,15,

(e) Dado que P(|EA| < 1) =0,95 se quer conhecer o valor de n.

P(|[EA| <1)=P(-1< FEA<]I)

- <_20/1\/ﬁ <o 20/1\/5)

:p<_g_oﬁ<2<g—§)
:p(2<g_oﬁ)_p(z _QKS)
:P<Z<\2/—§)—1+P<Z<\2/—Oﬁ>
:2P(Z<‘2/—(T)_l>—1,

lembrando que, P(|EA| < 1) = 0,95, obtém-se que

Vn 0,95+ 1
PlZ<— )= =
( < 50 5 0,975,

logo,
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\2/—(7)_1 =1,96 = n = (20(1,96))? = 1536, 64 ~ 1537.
O tamanho da amostra para que 95% dos erros amostrais absolutos sejam inferiores a

uma unidade deve ser de 1537.
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Exercicio 4:

A duracgao de um certo tipo de equipamento, em milhares de horas, pode ser bem represen-
tada por uma variavel aleatéria X, com E(X) = 20 e Var(X) = 26%. Com base numa amostra
aleatoria simples de dimensao n, definiram-se os seguintes estimadores para 6:

_ 2+ Z?:l Xi

T, —
! 2n

X
E (§] T2

(a) Verifique se Ty e Ty sdo estimadores nao viesados para 6.

(b) Ty e Ty s@o estimadores consistentes para 67

Solucgao:

(a) Devemos verificar se E(T;) =6 com i = 1, 2.

= — E(X;
5 (Xi)
1

= —n(2
an( 2
2

_o_p
2n

Logo, T7 é um estimador nao viesado para # mas T nao é.

10
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(b) Se deve verificar se lim E(T;) =6 e lim Var(T;) = 0.

n—,oo n—oo
X
Var(Ty) = Var (5)
1 1
- —V - XZ
War (n 3 )
1
= 4—n2 Z VCLT(XZ)
1 5 62
= 4—n2n(29 ) o

Var(Ty) = Var (%)

1

1
_n(20*)  6*
- 4n?2 20

Tomando o limite da esperanca e da variancia, tem-se que,

: , .62
g, Varth) = lig Var(T) = i o =0
lim E(T}) = lim 6 =0,
n—oo n—oo
0+1 6 1 1
lim £(75) = lim s lim (n_ + —) = lim (9—1— —) =40,
n—00 n—00 n n—00 n n n—00 n

como

lim E(T;) =60 ¢ lim Var(T;) =0, i=1,2,

n—oo n—o0

os estimadores T e T, sao consistentes para 6.

11
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Exercicio 5:

Suponha que dois economistas estimem g (despesa familiar média com alimentacao) com
dois estimadores nao viesados fi; e jiy (estatisticamente independentes). O segundo economista
¢ menos cuidadoso que o primeiro, de maneira que o desvio padrao de fip é cinco vezes maior
do que o de ji;. Solicitado a informar sobre como combinar i; e [is para obter uma estimativa
global publicédvel, um grupo de estatisticos apresentou as seguintes propostas:

i) W1 = L + fia):

i) Wy = 5 (47 + Ji2);

(S

iii) WS = %(5/71 + 1i2);

iv) /W4 = [.

(a) Quais dos estimadores sdo nao viesados?

(b) Disponha esses estimadores por ordem decrescente de eficiéncia.

(c) Determine a combinacao linear afi; + (1 — a)fiz; 0 < a < 1 mais eficiente possivel como
funcao de a.

Solugao:

(a) Sabemos que E(fi;) = E(Jis) = u pois os estimadores [i1 e [is sdo nao viesados, logo

E(W,) =E (%(4;71 + ;71))

= (B + B()

1
= (dp+p)
_ o
- 5 _:ua

12
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1

E(W;)=E (6

(551 + ﬁ2)>
= (B + B()

1
= g0t n)

_ b

6 H,

B(Wy) = E(ii)) = .
Todos os estimadores sao nao viesados.

(b) Sabemos que o5, = 503, ou seja, Var(jiz) = 25Var(ji), logo,

_ 1, . N
Var(Wy) = Var (5(#1 + :“2))
_1
4

1 R N
— Z(Var(,ul) + 25V ar(p))

2 ~
= P Var(i) = 6,5Var(h),

(Var(pn) + Var(jiz))

—~ 1 -
Var(Ws) = Var (5(4;“ + u2)>
1

= %(Vw(@l) + Var(iiz))

1 - —
= 2—5(16Var(u1) + 25Var(iz))
41
= 2—5‘/&7”(,7,21) = 1, 64‘/&7‘(//21),

_ 1
Var(Ws) = Var (6(5M1 + M2)>

L (Var(5m) + Var(z))

" 36
1 ~ ~
= %(251/&7’(#1) + 25V ar(jiy))
20 —~
= %Var(ﬁl) = 1,39V ar(i),

13
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Var(Wy) = Var(fiy).

Portanto,

Var(ﬁi) < VCLT(/W\?,) < Var(ﬁ@) < Var(wl),
/W4 ¢ o estimador mais eficiente.

(c) Sabemos que E(aji; + (1 — a)fiz) = p para qualquer valor de a, entdo o estimador mais
eficiente sera aquele que possui a menor variancia. Assim, desejamos minimizar Var(aji; +
(1 — a)pz), lembrando que os estimadores s@o independentes, tem—se que,

Var(apy + (1 — a)iiz) = Var(aiy) + Var((1 — a)jiz)
= a*Var(tiy) + (1 — a)*Var(jiy)
= a*Var(ti) + (1 — a)*25Var(1i1)
= (a® +25(1 — a)*)Var(fiy),

assim,

%Var(aﬁl + (1 —a)ps) = %(a2 +25(1 — a)*)Var(jiy)
= Var(i1)(2a +50(1 — a)(—1))

= Var(i1)(2a —50(1 — a))

= Var(u,)(52a — 50),

50
Var(py)(52a — 50) = 0 = 52a — 50 = 0 = 52a = 50 = a = %5
o2
%VCLT@L//L] + (1 — CL)/?Q) = Var(ﬁ1)52 > 0,

_ 50 4 . 50 ~ 50\~ _ 505 | 2~ X
logo, a = 25 ¢ ponto de minimo. Portanto, 25711+ (1 — 5—2) H2 = 251+ 5512 € a combinagao
linear mais eficiente possivel.

14
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Exercicio 6:

Uma variavel aleatoéria tem distribuicao Gama se a sua f.d.p. é

AY a—1,-\z
f(ac):{r(a)x le=2  2>0,a>0e >0

0, c.c.;

onde « é o chamado parametro de forma e A ¢ o parametro de taxae I'(a) = f0+°° u* e du, o >
0 é a funcao Gama.

Sejam X;, i« = 1,...,n as componentes de uma amostra aleatéria desta distribuicao re-
presentando o tempo entre duas ocorréncias consecutivas de um abalo sismico. Sabendo que
E(X)=%eE(X?) = 2lotl) | determine, pelo método dos momentos, os estimadores de « e \.

)\2
Solugao:

Seja X =“tempo entre duas ocorréncias consecutivas de um abalo sismico”,

= A= 1 2:; 2 2’
SX2 LY XE-X
logo,
. X’
OC:
RS

15
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Exercicio 7:
Seja X uma v.a. com distribuigao exponencial deslocada,

f(z) =Aexp{—A(x —7)} onde x >7>0e X >0.

Considere X1, X, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n. Determine o estimador de
méaxima verossimilhanca de A\, admitindo que 7 é conhecido.
Solugao:

L(A) = H Aexp{—A(z; — 1)}

= A" exp{—A\ Z@; -7}

eQ)zkgL@):nbgA—AE:@,—ﬂ,

(AN n
o o 2w
i=1
E )\Z?:l(xl T) — O
A A
n=2A Z(m, —7)
i=1
~ n
A== :
2z (@i = 7)
D20(N) n
e~ e
logo, A= % é ponto de maximo. Portanto, o estimador de maxima verossimilhanca de
i=1\"17
AéN= W O estimador também pode ser escrito como A = Yl
=1 k3 —T

16



