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Contexto

A Teoria de Probabilidade e a Inferéncia Estatistica sdo processos
‘complementares” :

o Teoria da probabilidade: parte-se de um modelo totalmente especificado,

que se assume como correto e se calcula, e.g., as probabilidades de certos
acontecimentos;

o Inferéncia estatistica: Observam-se certos acontecimentos, e procura
inferir-se sobre 0 modelo probabilistico pelo qual se regira o experimento
aleatério.
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Exemplo: Considere-se um grupo numeroso de pessoas entre as quais ha uma
propor¢do 6 de fumadores.

@ Se 0 conhecido e estivermos interessados em conhecer a probabilidade de
encontrar x fumadores num grupo de 10 pessoas escolhidas ao acaso
Teoria da Probabilidade

@ Na prética, sucede quase sempre que 6 é desconhecido. A partir da
observacdo do niimero de fumadores na amostra de 10 pessoas, pretende-se
tirar conclusdes sobre a proporcdo de fumadores na populagao, 6

Inferéncia Estatistica
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Populacao e Amostra

Populacao: E o conjunto de todos os elementos ou resultados sobre investigacdo.
Amostra: E qualquer subconjunto da populagao.

Exemplos:

o Consideramos uma pesquisa para estudar os salarios dos 500 funcionarios da
Companhia MB. Seleciona-se uma amostra de 36 individuos, e anotam-se os
seus saldrios.

@ Consideramos uma pesquisa para estudar a duragdo de vida dtil de um novo
tipo de lampadas, pois acredita-se que a duragdo desse novo tipo é maior.
Ent3o 100 Iampadas do novo tipo sdo deixadas acesas até queimarem.
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Parametros

Definicao: Um pardmetro é uma medida usada para descrever uma caracteristica
da populagdo.

Para que servem os pardmetros?

Como encontrar valores para os parametros?



Exemplo: Considere o tempo de atendimento X (em minutos) de um cliente em
um supermercado.

Assuma que foi retirada uma amostra de tamanho 20 e foram observados os
seguintes valores:

{7,5,6,21,1,3,7,4,5,18,24,4,5,2,1,2,6,5,14,11,12}
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Pelo histograma, parece que a distribuicdo subjacente aos dados é exponencial,
ie., fp(x) = %efx/e, # > 0. Mas qual serad o valor de 67



Qual o valor do pardmetro 6 para o qual a curva estimada fica mais préxima do

histograma?
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Podemos observar o comportamento da amostra e comparar com o que
deveriamos esperar na populagdo.

A média da amostra (tempo de atendimento em minutos) abaixo
{7,5,6,21,1,3,7,4,5,18,24,4,5,2,1,2,6,5,14,11,12} é
X =1,T76.

Com a parametrizagdo utilizada, sabemos que, se X segue distribuicao

exponencial, entdo
E(X)=46,

pelo que esperamos que a média amostral seja préxima da média populacional!!
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Usando como valor aproximado de € a quantidade X = 7,76, ajustamos a curva
f(x) = 0,13e=0:13x

Tempo de em

Densidade de Frequencias
0.10
L
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Inferéncia Estatistica

O objetivo da Inferéncia Estatistica é produzir afirmacdes sobre dada

caracteristica da populagdo, na qual estamos interessados, a partir de informagdes
recolhidas de uma parte dessa populagdo.

A inferéncia cldssica procura responder a quest&es do tipo:

@ Admitindo a validade do modelo, como escolher um ou mais elementos do
modelo que representem adequadamente os pardmetros desconhecidos a
custa da informac3o contida nos dados? Neste ponto insere-se a estimacao
pontual e intervalar.

@ Os dados x sdo compativeis com o modelo tedrico?
Neste ponto inserem-se os chamados testes de hipdteses.
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Amostragem Aleatéria Simples (AAS)

Aleatoriamente sorteia-se um elemento da populagdo, sendo que todos os
elementos tém a mesma chance de ser escolhidos. Repete-se o procedimento até
que sejam sorteadas as n unidades da amostra.

AAS com/sem reposigdo: com reposicdo implica a propriedade de
independéncia entre unidades selecionadas. Isso facilita o tratamento matematico
de propriedades de estimadores que vamos construir em cima da amostra.

Definicdo: Uma amostra aleatdria simples (AAS) de tamanho n de uma variavel
aleatéria X, com dada distribuicdo, é o conjunto de n varidveis aleatérias
independentes X;, Xo,..., X,, cada uma com a mesma distribuicdo de X, ou
seja, identicamente distribuidas,

(X1,...,X,): Amostra aleatdria simples
(x1,...,Xn): Amostra observada
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Estatisticas

Definicao: Uma estatistica é uma caracteristica da amostra, ou seja, é qualquer
funcdo da amostra aleatdéria que n3o depende de pardmetros desconhecidos.

Exemplos:

o A média amostral X = 137 | X; é uma estatistica;

e A varidncia amostral 52 = —L- 3" (X; — X)? é uma estatistica;
o X1y =min(Xg, Xz,..., X,) é uma estatistica;
® X(n = max(Xy, Xa,..., X,) é uma estatistica.

Nota: As estatisticas sdo v.a.'s!!!
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As estatisticas sdo v.a's e a sua distribuicao amostral desempenha um papel
fundamental na teoria da inferéncia estatistica.

Esquema:
@ uma populacdo X, com determinado pardmetro de interesse 6,
@ todas as amostras retiradas da populac3o, via AAS;
@ para cada amostra, calculamos o valor observado, t, da estatistica T;

@ os novos valores t formam uma nova populagdo, cuja distribuicdo recebe o
nome de distribuicio amostral de T.
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Figura 10.1: (a) Esquema de inferéncia sobre 6.

(b) Distribuigio amostral da estatistica T
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Exemplo 1: Varidveis Bernoulli

Seja X a v.a. que vale 1 se o individuo é portador da caracteristica A e zero caso
contrario.

Usamos o modelo estatistico Bernoulli, com § € © = (0,1), com:

sendo # a probabilidade associada a caracteristica A.

Para estimar 6 criamos um experimento que produza uma amostra Xi, ..., Xy,
sendo X; = 1 se o individuo é portador da caracteristica A e zero caso contrario.

Considere-se a estatistica X, a propor¢do (média) amostral e vejamos para n = 3
qual a distribuicao de X.
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(X1, X2, X3) X P(X1, X2, Xa)
(0,0,0) 0 (1-0)
(1,0,0) 1/3 (1 — )2
(0,1,0) 1/3 (1 — 6)>
(0,0,1) 1/3 6(1 — 6)>
(1,1,0) 2/3 02(1 — 6)
(1,0,1) 2/3 62(1 — 6)
(0,1,1) 2/3 62(1 — 6)
(1,1,1) 1 63

Na pratica podemos observar uma das possibilidades acima!
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Neste caso, a identificacdo da distribuicdo associada a propor¢do amostral é facil.
Assim, e para um n geral,

P(X:’) - (’7)9"(1—9)"—", i=1,2,....n,
n 1

nX ~ Bin(n, ).

ou seja

Conseguimos derivar a distribuicdo da média amostral para varidveis de Bernoulli.

Porém, observamos certa dificuldade em encontrar a distribuicdo da média
amostral para outros tipos de varidveis (algumas varidveis discretas e continuas).

Veremos que quando o tamanho amostral n é grande, poderemos aproximar a
distribuicao da média amostral pela distribuicao normal.
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Exemplo 2 (Exemplo 10.7 de Bussabb & Morettin)

Considere uma populacdo em que a varidvel X assume um dos valores do conjunto

{1,3,5,7}. Afpdava. X¢é

X 1 3 5 7
P(X=x)|1/5 1/5 2/5 1/5

E facil ver que ux = E(X) = 4,2 e que 0% = Var(X) = 4,16.

Considere todas as amostras possiveis de tamanho 2 recolhidas com reposicao.

Obtenha a distribuicdo da média amostral,

- XLt X
X:%,

sendo
Xi : valor selecionado na 12 extracdo

X5 : valor selecionado na 22 extracio
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Amostra (X1, X3)

Probabilidade

Média amostral

(1,1)
(1.3)
(1.5)
(L.7)
(3.1)
(3.3)
(3.5)
(3.7)
(5.1)
(5.3)
(5.5)
(5.7)
(7.1)
(7.3)
(7,
(

5)
7.7)

1/25
1/25
2/25
1/25
1/25
1/25
2/25
1/25
2/25
2/25
4/25
2/25
1/25
1/25
2/25
1/25
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A distribuicdo de probabilidade de X para n=12 é

X 1 2 3 4 5 6 7
P(X=%x) | 1/25 2/25 5/25 6/25 6/25 4/25 1/25
Neste caso,
— . 0_2
E(X)=4,2=pux e Var(X):2,08:7X

Poderiamos repetir o mesmo procedimento para amostras de tamanho n =3, ou
n=9oun=100



Figura: Histogramas das distribuicdes de X e de X para amostras de dimensio n =2 e
n = 3 da populagdo {1,3,5,7}.
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Dos histogramas, observamos que

@ 2 medida que n aumenta, os valores de X tendem a se concentrar cada vez

mais em torno de -
E(X)=px =4,2

uma vez que a variancia vai diminuindo;
@ 0s casos extremos passam a ter pequena probabilidade de ocorréncia;

@ para n suficientemente grande, a forma do histograma aproxima-se de uma
distribuicao normal.
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Figura: Histogramas das distribuicdes de X para

F

onte: BUSSAB & MORETTIN. Estatistica Basica. Sao Paulo, Atual, 4 edi

0.2002, pp. 273
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Esses graficos sugerem que,

quando n aumenta, independentemente da forma da distribuicao de X, a
distribuicao de probabilidade da média amostral aproxima-se de uma
distribuicao normal.
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Propriedades da média e da variancia

Seja X uma variavel aleatéria e Xi,..., X, uma amostra aleatéria, i.e., Xi,...

sdo v.a.'s independentes e identicamente distribuidas de X.

Ent3o:

E(X)=E (}7 ix,-) = %E (ZX) = %iE(X;) = E(X)




Teorema do Limite Central

Seja X uma v. a. que tem média p e varidncia 02 < co. Para uma amostra
aleatéria X1, Xo, ..., X,, retirada ao acaso e com reposicao de X, temos:

@ Definindo S, = 27:1 X;, entdo a distribuicdo de probabilidade de S,
aproxima-se, para n grande, de uma distribuicdo normal, com média nu e

variancia no?, ou seja,

Sn— nu

N ~ N(0,1).

S,~N (nu, n02) ou seja

e A distribuicio de probabilidade da média amostral X = S,,/n aproxima-se,

para n grande, de uma distribuicdo normal, com média w e varidncia 02/n,

ou seja,

SR = Mo

2
X~N <u, U> ou seja
n

Nota: A quantidade = 0 € designada de erro padrio.

7
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Teorma do Limite Central - caso Bernoulli

Sendo X uma v.a. Bernoulli de pardmetro p, i.e., X ~ Ber(p) entdo

EX)=p e Var(X)=p(l-p)
Logo, e denotando por X = 5, a proporcio amostral

Ep=p o var(p)=PL P

Assim, quando n é grande:

p~N (p, p(l—p)> ou seja PP L N(0,1).
n p(1—p)
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Caso especial

Um caso especial ocorre para o modelo estatistico Normal, ou seja, quando
X ~ N(p,0%) e 0= (u,0%) € © =R x RF. Neste caso temos que:

Seja Xi,..., X, uma amostra aleatéria de X e X a média amostral associada.
Sabemos que, para qualquer n > 1,

X—n
a/v/n

~ N(0,1).

Ou seja, quando assumimos o modelo normal, a distribuicdo de X serd normal
EXATA. Para outros casos temos apenas uma aproximacao.



Dimensionamento da amostra

Chamamos de erro amostral (da média ou da propor¢3o) e designamos por e a
v.a. que mede a diferenca entre a estatistica e o parametro. Assim,

e=X—p  ou e=p—np.

e%N(O,U> ou ezN(O,p(l_p)).
n n

Suponhamos que pretendemos determinar o valor de n tal que a probabilidade da
média amostral X estar a uma distancia de, no maximo, ¢ da média populacional
i (desconhecida),

Tendo-se

N

P(IX —pul<e)=7

com 0 <y < 1eceéoerro amostral (observado) méximo que podemos suportar.
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Definindo v = P(-z, < Z < z,), com z, =

No caso de proporgoes,

, obtemos
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Observando o gréfico da funcdo p(1 — p), para 0 < p <1

03
025 -
02
0,15
0,1
0,05} / \
0 / 1 1 1 1 : 1 1 1 1 \
0 0102 03 04 0506 07 08 09 1
P

p{1-p)

T
.

vemos que:

@ a fung¢do p(1 — p) é uma pardbola simétrica em torno de p =0, 5;

@ a funcdo atinge o seu maximo (0,25) quando p =0, 5.



Deste modo, na pratica, se nada sabemos sobre o valor de p, substituimos
p(1 — p) por 0,25 obtendo-se

n=0,25 (?)2

que pode fornecer um valor de n maior do que o necessario.

@ Se soubermos que p < 0,20, entdo o valor méximo de p(1 — p) é
0,2 x 0,8 =0,16 e reduzimos o valor de n para n =0, 16 (%)2

@ Se soubermos que p > 0,70, entdo o valor méximo de p(1 — p) é
0,7 x 0,3 =0,21 e reduzimos o valor de n para n = 0,21 (2—7)2.

€

@ Se soubermos que 0,40 < p < 0,70, entdo o valor maximo de p(1 — p) é
2

0,5 x 0,5=0,25 e, neste caso, nao ha reducao, ou seja, n = 0,25 (%) .
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Exercicio 1:

Uma maquina estd regulada para encher pacotes de café automaticamente
segundo uma distribuicdo normal com média de 10 gramas e desvio padrdo
oc=+0.2 gramas. Qual é a probabilidade de encontrarmos a média X diferindo
de 10 gramas de menos de 0.32 gramas.

Exercicio 2: Suponha que 30% dos estudantes de uma escola sejam mulheres.
Colhemos uma AAS de n = 100 estudantes e calculamos p = proporcdo de
mulheres na amostra. Qual probabilidade de que p difira de p em menos de 0,017
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Exercicio 3: A renda per-capita domiciliar numa certa regido tem distribuico
normal com desvio padrdo o = 250 reais e média i desconhecida. Se desejamos
estimar a renda média p com erro € = 50 reais e com uma confiang¢a v = 95%,
quantos domicilios devemos consultar?

Exercicio 4: Suponha que se pretende estimar, com base em uma amostra, a
propor¢do p de alunos da USP que foram ao teatro no dltimo més.

@ Qual deve ser o tamanho da amostra para que o erro cometido ao se estimar
p seja no mdximo 0,02 com um coeficiente de confianca de 95%?

@ Suponha que temos informacio de que no miximo 30% dos alunos da USP
foram ao teatro no ultimo més. Qual a dimens3o da amostra que devemos
recolher? Houve reducio?
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