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Distribuicao Qui-Quadrado

A v.a. continua X tem distribuicdo Qui-Quadrado com v graus de liberdade,
v > 0 inteiro, e escrevemos X ~ x?(v), se sua f.d.p. é dada por

1

0=t

/2 x>0

e
0, x < 0,

em que I(.) é a fungdo gama,

satisfazendo as propriedades:

o M(k+1)=kl(k);
o I'(k+ 1) = k!, para k inteiro;
e [(1/2) = /7.



Densidade de probabilidade

Fungéo Densidade de Probabilidade da Qui-quadrado

— X~x)
cm Xex()
== X~x
X~%(18)

valores de X



Nota: A distribuicdo Qui-quadrado é tabelada para vérios valores de v, o ndmero
de graus de liberdade.

Na tabela da distribuicao qui-quadrado encontram-se os valores y, tais que, sendo
X ~x3(v),

P(X >y.)=np.

Momentos
@ Valor esperado: E(X) =v;

@ Varidncia: Var(X) = 2v.



Resultados importantes
1. Se Z ~ N(0,1) = X = Z% ~ x?(1).
2. Se Xi,..., Xk sdo v.a. independentes com X; ~ x2(n;), i =1,...,k, entdo
X1+...+Xk~X2(n1+...+nk).

3. Se Xi,..., X, sdo v.a. i.i.d com X; ~ N(u,02), i =1,...,n, entdo

> (X";’“‘f ~(n).

i=1

4. Se X ~ x?(v) entdo

X—-v
V2v

Se v > 30 a aproximacgdo pela normal serd boa.

~ N(0,1).



Distribuicao t-Student

Teorema: Seja Z uma v.a. N(0,1) e Y umav.a. x3(v),com ZeY
independentes. Ent3o a v.a.

Z
VY /v

tem distribuicdo t-Student com v graus de liberdade, e escrevemos, T ~ t(v),
com f.d.p. dada por

M(v+1)/2)

2/ \—(v+1)/2
PN AR  teR.

f(t)=
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Momentos
@ Valor esperado: E(T)=0,v > 1,
@ Variancia: Var(T) = %, v>2.

v —

Nota: A distribuicdo t-Student é tabelada para diversos valores de v.

Na tabela da distribuicdo t-Student encontram-se os valores t. tais que, sendo
T ~ t(v),

P(—t.<T<t)=1-p.



Densidade de probabilidade

Fungéo Densidade de Probabilidade da t-Student

— T~t(1)
R )
- — T~t8)
- - T~t(30)
X ~N(0,1)

0
valores de T



2.3 Distribuicoes por amostragem

e Distribuicdes por amostragem de X

Suponhamos que foi seleccionada uma amostra aleatéria de dimens3o n,
(X1, X2, ..., Xp,), de uma populagdo de média y e varidncia o?. A distribuic3o por
amostragem de X pode ser obtida sob diversas condi¢des:

1. Suponhamos a populacdo tem distribuicdo Normal e que o valor da varidncia
da populagdo é conhecido. Consequentemente, tendo em conta as propriedades da
distribui¢do normal, X ~ N(u,02/n), ou seja,

X—pn
a/vn

~ N(0,1).
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2. Suponhamos a populagio tem distribuicdo Normal e que o valor da variancia
da populacio é desconhecido. Vamos usar S? para estimar 0. Nestas condicdes,

X —p
G

Como a populacio tem distribuicido Normal, podemos assegurar que Z e S? s3o
v.a. independentes, logo

n— 2
~ N(,1) e % ~x*(n—1).

Z:

X_

NG ~ t(n—1).

3. Suponhamos que a populacdo tem distribuicdo ndo-Normal e que o valor da
variancia da populagdo é conhecida, mas a dimensido da amostra, n, é superior ou
igual a 30. Neste caso, a distribuicdo por amostragem da média amostral pode ser
aproximada pela distribuicdo Normal reduzida, justificado através do Teorema
Limite Central:

><\

S7vR S e,



4. Finalmente, consideremos que selecciondmos uma amostra aleatéria de uma
populacao com distribuicdo nao-Normal, com variancia da populagdo
desconhecida e que temos um tamanho de amostra n superior ou igual a 30. Tal
como no caso anterior,

X —
T~

Como o2 é desconhecido, mas a dimens3o da amostra é grande entdo S ~ o, e
podemos substituir, na expressdo anterior, o por S (desvio padréo), isto é,

N(0,1).

X—p

S N(0,1).
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e Distribuicdes por amostragem de S°

Suponhamos que foi seleccionada uma amostra aleatéria de dimens3o n,

(X1, X2, ..., X,), de uma populagdo Normal de média 1 desconhecida e varidncia
o?. Neste contexto, a distribuicdo por amostragem de $? = —L- 37 (X; — X)? é
dada por:

(n=1)s7 _02)52 ~x*(n—1).
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e Distribuicao por amostragem de p

Admita que os elementos de determinada populacdo possuem uma dada
caracteristica, com uma certa probabilidade p desconhecida, independentemente
uns dos outros. Suponhamos que se selecciona uma amostra aleatdria de n
elementos desta populagdo. Se X denotar o nimero de elementos da amostra
aleatdria que possuem a referida caracteristica, sabemos que X ~ Bin(n, p). Se o
tamanho da amostra for suficientemente grande, o Teorema Limite Central
justifica que:

X —np

np(1 — p)
Como p pode ser estimado pontualmente pela propor¢ao de elementos da amostra
possuem a referida caracteristica, p = % a distribuicdo por amostragem
aproximada de p é

~ N(0,1).

p

_b-pr
VPl =p)/n

~ N(0,1).



Tabela: Distribuicbes por amostragem

Estimador Populacdo Distribuicdo
o2 conhecida UY/_\/“E ~ N(0,1)
< Normal de média p -
02 desconhecida Sos ~t(n—1)
Pop. ndo-Normal o2 conhecida Z/\/‘% ~ N(0,1)
) T 2 . X—
de média e n > 30 | o° desconhecida S/\/HE ~ N(0,1)
s? Normal de média ;1 desconhecida (";12)52 ~x3(n—1)
p Qualquer populacléo e n grande B=p N(0,1)




3. Estimacao Intervalar ou Intervalo de Confianca

Para uma amostra observada, os estimadores pontuais fornecem como estimativa
um Unico valor numérico para o pardmetro. Os estimadores pontuais s3o varidveis
aleatérias e, portanto, possuem uma distribuicao de probabilidade, em geral,
denominada distribuicao amostral.

Objetivo: Estamos interessados em atribuir um conjunto de valores ao parametro
desconhecido 6 e se possivel a precisdo desse conjunto.

Os intervalos de confianca sdo obtidos por meio da distribuicdo amostral do
estimador pontual.
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A estimativa intervalar para 6 corresponde a um intervalo do tipo:

10 —e0+¢],

onde € é o erro amostral ou margem de erro.
Como determinar ¢? Defina-se
P(e) = P(|0 — 0] < ¢).

A probabilidade P(¢) é designada de coeficiente de confianca e denotada por +,
com 0 <y < 1.

Os coeficientes (ou niveis) de confianca utilizados s3o superiores a 90%. O grau
de confianga =y pode ser escrito como v = 1 — «, onde « é o nivel de significancia.
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Intervalo Aleatério de Confianca

E um intervalo caracterizado por:

@ Possui pelo menos um dos extremos aleatérios que dependem exclusivamente
da AAS (Xi,...,X,);

IAC(0;~) =] T1( X1, -+, Xa), Ta(Xey .o, Xa);

@ A probabilidade deste intervalo conter o verdadeiro valor do pardmetro
desconhecido é v, P(T1 < 0 < Tp) = 7.
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Intervalo de Confianca

Trata-se de uma concretizagdo do IAC quando se obtém a amostra (xi, ..., X,).
Sendo t = T1(X1, . ,Xn) et = TQ(Xl7 . 7Xn), entao

1C(6:7) =]t1, to].

@ O IC ou contém ou n3o contém o verdadeiro valor do parametro
desconhecido;

o Interpretacao Frequencista: Caso escolhéssemos um nimero
suficientemente grande de grupos de n observagdes e calculdssemos os
respectivos IC(6; ), aproximadamente 7% destes IC conteriam o verdadeiro
valor do parametro desconhecido.



Método para determinacao de IC’s

Se T for um estimador do pardmetro 6, e conhecida a distribuicdo amostral de T
podemos escrever

P(—z(v)<Z<z(7))=v = P(~2420<Z<zyp2) =1—aq,

onde Z é uma varidvel aleatdria que é funcdo da AAS e do pardmetro 6,
Z=2Z(Xy,..., Xy 0), e que possui distribuicdo independente de 6. Invertendo a
desigualdade em ordem a 6 serd sempre possivel encontrar T; e T, tais que:

P(Tl <0< T2):'}/7

com ~y um valor fixo, 0 <~y < 1.

Para uma dada amostra, teremos dois valores fixos para t; = Ty(x,...,X,)
to = To(x1,...,Xn), € o intervalo de confianca para 0, com coeficiente de
confianca 7, serd indicado do seguinte modo:

/C(H, ’y) :] t1, tz[.
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Intervalo de confianca para a média - varidncia conhecida

Sendo (Xi, ..., X,) uma AAS de tamanho n proveniente de uma populagdo
normal com variincia o2 conhecida, sabemos que
- o? X —p
X~N{p—)| & Z= ~ N(0,1
(%) o~ MO

Fixado o coeficiente de confianca v =1 — « tal que 0 < v < 1, podemos
encontrar um valor z(y) ou um valor z,/, tal que
1+~
P(-z(v) <Z<z2(7) =~ = P(Z<z(7))= —5—
ou

H—QQ<Z<ZMﬂ:1—a¢:»HZ<4W):1—%

Para obter o intervalo basta inverter a desigualdade

X—u
Y < z(7v)

—2z(7) <
em ordem a u, obtendo-se,

X - 2(7)

¢E<M<Y+4ﬂ

Sk



Assim, o intervalo aleatdrio de confianca para p, com coeficiente de confiancga 7, é
dado por,

- fo o
IAC (i: :]Xf 2 X —[
(15 7) () NG +2(7) 7
Coletada a amostra (xi, ..., X,), o intervalo de confianga para p, com coeficiente

de confian¢a ~, é dado por,

1C(p;v) = }?— Z(v)%,?ﬂL Z(v)\% [

Notas:
@ A probabilidade do IAC conter o verdadeiro valor do pardmetro desconhecido
én.
@ Quando se coleta a amostra (xi, ..., X,), 0 intervalo passa a ser numérico e a

interpretacdo conveniente é: se obtivermos varias amostras do mesmo
tamanho e, para cada uma delas, calcularmos os correspondentes intervalos
de confiang¢a com coeficiente de confianca 7y, esperamos que a propor¢ao de
intervalos que contenham o verdadeiro valor do parametro desconhecido, p,
seja igual a .
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Interpretacao gréfica

Figura 11.4: Intervalos de confianca para a média de uma

N(5.9), para 20 amostras de tamanho n=25.

0 2 4 6 8 101214 1618 20

Amostras

[Fonte: Bussab & Morettin]
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Exercicio 1: Uma mdaquina enche pacotes de café de acordo com uma
distribuicio normal com varidncia igual a 100 g?. Ela estava regulada para encher
pacotes com 500 g, em média. Agora, ela se desregulou, e queremos saber qual a
nova média u. Uma amostra de 25 pacotes apresentou uma média igual a 485 g.
Construa um intervalo de confianca com 95% de confianca para .



A amplitude do intervalo de confianca é dada por

e designamos de erro envolvido na estimacdo a semiamplitude,

e=20) 7

Exercicio 2: Calcule a dimens3o da mostra que serd necessario recolher para
obter um intervalo com amplitude 5, 6.



Intervalo de confianca para a média - variancia
desconhecida

1lo CASO: n < 30

Sendo (Xi,...,X,) uma AAS de tamanho n proveniente de uma populagdo
normal com variancia desconhecida, sabemos que
X —p
T = ~ t(n— 1
57 ~ 1)

Fixado o coeficiente de confianca  tal que 0 < v < 1, podemos encontrar um
valor t, tal que

P(—t, < T<t)=nr.

Para obter o intervalo basta inverter a desigualdade
X —p

<t

S/v/n =7

—t, <

em ordem a u, obtendo-se,



Assim, o intervalo de confianca para u, com coeficiente de confianca ~y, é dado

por,

/C(/m)z}i— % X +

i

20 CASO: n> 30

Neste caso, sabemos pelo TLC, que a distribuicio aproximada de X é

xmv(,»,f) — Z—);/\fNN(O 1),

obtendo-se o seguinte intervalo de confianga aproximado para i, com coeficiente

de confianga ~,

1C(;v) = }X—Z(v)i 7+2(v)i[-
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Exercicio 3: Para estimar a vida (til média de uma valvula produzida em uma
companhia foram escolhidas 10 vélvulas, tendo-se obtido a vida média de 800
horas e desvio padrdo de 100 horas. Sobre a hipétese de normalidade da
distribuicdo populacional construa o intervalo de confianca a 99% para a vida
média de uma valvula.

Exercicio 4: Nas condicbes do exercicio anterior, suponha que foi retirada uma
amostra de 50 vélvulas, tendo-se obtido a vida média de 850 horas e desvio
padrdo de 110 horas. Obtenha o intervalo de confianca a 95% para vida média de
uma vilvula.
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Intervalo de confianca para a variancia

Sendo (Xi, ..., X,) uma AAS de tamanho n proveniente de uma populagdo
normal com variancia desconhecida, sabemos que
(n—1)S2 5
T=—7F>3—~ n—1

g xX“(n—1)
Fixado o coeficiente de confianga  tal que 0 < v < 1, podemos encontrar valores
X3 e X3 tais que

POXI<T<x3) =1

Para obter o intervalo basta inverter a desigualdade

n—1)82

em ordem a o2, obtendo-se,

_ 2 _ 2
(-1 _ 0 (0-1S5"
X2 X1



2

Assim, o intervalo de confianca para 0°, com coeficiente de confianga v, é dado

por,

(n—1)s? (n—1)s? [

/Ca2;'y: ,
( )} X3 X3

Exercicio 5: Suponha que as vendas didrias, em reais, durante uma semana, de
carros de uma revendedora segue distribuicdo N(u,02). Com base nos valores
observados das vendas

253 187 96 450 320 105,

construa um 1C(02; 0, 90).
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Intervalo de confianca para a proporcao

Sendo (Xi,...,X,) uma AAS de tamanho n proveniente de uma populag¢do
Bernoulli, sabemos pelo TLC que

ﬁ%N<p,p(1np)> — 7- P

_P-r
Ve —p)/n

Fixado o coeficiente de confianga  tal que 0 < v < 1, podemos encontrar um
valor z(y) tal que

~ N(0,1)

1+~

P(-z(y) <Z<z(y)) =7 = P(Z<z(y)=—,

Para obter o intervalo basta inverter a desigualdade

p

PP ()
Vp(1—=p)/n

—z(vy) <

em ordem a p.



lo Caso: Abordagem otimista

Substitui-se p(1 — p) por p(1 — p), sendo p um estimador consistente para p,

, _P-pr  _,
(7)<\/m< (7)
<
p— 2P < p < () [PD)

E o intervalo de confianca aproximado para p, com coeficiente de confianca -, é

dado por,
1€(pin) = |52y P2t 2 [P J
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20 Caso: Abordagem conservativa

Substitui-se p(1 — p) por 1/4, um valor certamente maior do que o real,

2l < £ < 200)

<~

1

N 1 "
p— Z(v)ﬁ <p<p+ Z(v)ﬁ-

E o intervalo de confiangca aproximado para p, com coeficiente de confianga ~, é
dado por,

IC(pin) =] = )=+ 20) = |

Nota: Na abordagem conservativa aceitamos uma menor precisdo para p, o que
se reflete numa maior amplitude do intervalo de confianca, quando comparado
com o intervalo de confianga otimista.



Exercicio 6: Suponha que estamos interessados em estimar a proporcdo p de
pacientes com menos de 40 anos diagnosticados com cdncer nos pulmdes que
sobrevivem pelo menos 5 anos. Em uma amostra aleatoriamente seleccionada de
52 pacientes, somente 6 sobreviveram mais de 5 anos. Construa um intervalo de

confianca aproximado de 95% para p.



