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Problema 1: Vamos mostrar a existéncia dos k& branchings x;-enraizados e
disjuntos nos arcos se e somente se G tem k subarvores geradoras, disjuntas
nas arestas.

E facil ver que se tivermos os k branchings z;-enraizados disjuntos nos
arcos, para ¢ = 1,2,...,k, entdao, considerando os subgrafos nao orientados
dos branchings, temos k subarvores geradoras de GG, disjuntas nas arestas.

Reciprocamente, suponhamos que temos k subarvores geradoras de G,
Ty, T,, ..., T, disjuntas nas arestas. Para ¢« = 1,2,...,k, orientamos a
arvore T; em um branching x;-enraizado, bastando para isso uma busca a
partir de z; (por exemplo, uma DFS).

O problema foi entao reduzido a existéncia de k subarvores geradoras de
G, disjuntas nas arestas. Pelo Teorema de Tutte-Nash-Williams, a condigao
necessaria e suficiente é que, para toda particao P de V' em blocos nao vazios,

e(G/P) > k(|P| —1).

Problema 2: Seja () um ciclo hamiltoniano de um grafo G. Seja e uma
aresta de E(G) — E(Q). A aresta e é uma corda de (). Assim, G tem um
ciclo Q. cuja tnica aresta fora de @) é a aresta e. Assim, A cp)-p@)E(Qe)
induz um grafo par que contém todas as arestas de E(G) — E(Q). Logo,
G tem uma 2-circulagao f; sobre Zsy cujo suporte inclui todas as arestas de
E(G)— E(Q). Outra 2-circulagao sobre Zs, f2, tem como suporte o conjunto
E(Q). Assim, (f1, f2) é uma circulacao sem zeros sobre Zs X Zy. Logo, G
tem uma circul¢ao sem zeros sobre Z4. Concluimos que G tem um 4-fluxo.

Problema 3: As seguintes afirmacoes sao equivalente, como vimos em classe:

(i) O grafo tem uma cobertura com trés subgrafos pares.



(ii) O grafo tem uma circulagdo sem zeros sobre Zy X Zg X Zs.
(iii) O grafo tme uma circula¢do sem zeros sobre Zs.
(iv) O grafo tem um 8-fluxo.

Pela hipodtese, podemos supor que todo grafo 3-aresta-conexo tem um 8-
fluxo. Seja G um grafo 2-aresta-conexo, seja S(G) o conjunto de arestas que
pertencem a um 2-corte. Vamos provar, por induc¢ao em |S(G)|, que G tem
um 8-fluxo (e portanto tem a cobertura com trés grafos pares). Se S(G) é
vazio entao GG é 3-aresta-conexo e nada temos a provar. Vamos supor entao
que S tem um 2-corte 9(X) := {ej,ea}. Suponhamos que e; := u,;v;, onde
U; € X.

Seja H o grafo obtido pela contracao da aresta e;. Todo 2-corte de H é
um 2-corte de G' que ndo contém a aresta e;. Portanto, |S(H)| < [S(G).
Por indugao, H tem um 8-fluxo. Sejam Dy a orientacao de H e fy a funcao
que associa os valores aos arcos de H.

Vamos definir uma extensao de Dy para uma orientacao Dg de G e uma
extensao de fy para uma funcao de pesos para os arcos de Dg.

A orientacao de e; vai ser oposta a de ey, ou seja, e; entra em X se e
somente se e; sai de X. O valor de fg(ep) serd igual ao valor de fy(es).

Para todo conjunto de vértices X de um grafo, a soma dos fluxos liquidos
de cada vértice de X ¢é igual ao fluxo liquido de X. Portanto, em um grafo
orientado D, se todos os nos de D, exceto talvez um, estao equilibrados,
entdo utilizando o raciocinio acima com X := V(D), concluimos que todos
os vértices estao equilibrados.

Se considerarmos o grafo G := G/(X — ), o nico vértice que talvez
nao esteja equilibrado é o extremo de e; em X. Portanto, esse vértice esta
equilibrado. Se considerarmos agora todo o grafo GG, todos os vértices estao
equilibrados, exceto talvez o extremo de e; em X. Concluimos que no grafo
orientado D¢, fg é um 8-fluxo.

Problema 4: Basta aplicar o Teorema de Thomassen, uma vez que todos
0s vértices estao na fronteira de uma face externa.

Problema 5: O grafo G do exercicio anterior é um subgrafo de K33. Por-
tanto, x1(Ks3) > x(G) = 3. Logo, precisamos demonstrar que, para toda
funcao L que associa a cada vértice de K33 um conjunto com trés elementos,
o grafo K33 tem uma L-coloragao.



Seja L uma tal funcao. O grafo K33 tem um ciclo hamiltoniano () :=
(vo, 1, ..., Us5,09). O ciclo @ tem trés cordas, a saber, v;v;,3, para ¢ = 0, 1, 2.
Vamos obter uma L-coloragao ¢ de @ tal que ¢(v;) # ¢(viys), parai = 0,1, 2.
E claro que ¢ ¢ uma L-coloracao de K3 3. Vamos considerar dois casos, que
dependem dos conjuntos L(vg) e L(vsg) serem ou nao disjuntos.

Vamos inicialmente supor que L(vy) e L(ve) nao sao disjuntos, seja c¢
um elemento comum dos dois conjuntos. Entao colorimos os vértices vy e
vy com essa mesma mesma cor ¢ e colorimos o vértice vy com alguma cor,
d, do conjunto L(v4). O vértice vy pode ser colorido com alguma cor em
L(vy) —c—d. Os vértices v;, j = 3,5, também podem ser coloridos com uma
cor em L(vj) — ¢ —d.

Vamos entao supor que L(vg) e L(vs) sdo disjuntos. Vamos colorir v; com
uma cor ¢; de L(v;), para ¢ = 0,2. Podemos colorir os vértices v;, j = 3,5,
com uma cor ¢; € L(vj) — ¢g — ca. Agora colorimos o vértice vy com uma
cor em L(vy) — c3 — ¢5. Finalmente, colorimos o vértice v; com uma cor em
L(Uo) — Cy — C4.



