MAT-2454 — Calculo Diferencial e Integral II — EP-USP

Primeira Prova — 29/08/2016 — Solug¢o6es

Questdo 1 (Valor: 3,0 pontos). Seja f a fungdo, definida em {(x,y,) € R?*: x? + x + 2y # 0}, dada por

flxy) =

X2 +2y7+2x+4y—1
x2+x+2y '

Determine equagbes para as
curvas de nivel ¢ de f quando
¢ =0,1e2. Faga um esbogo de-

X las (em linha cheia) e da restri-
¢do no dominio (em pontilhado)
ao lado.

Solugdo.

2
X<+ x R
. As trés curvas

O dominio de f é todo o plano, exceto a parabola x> + x + 2y = 0, ou seja, y = —
de nivel solicitadas sdo as seguintes (excluindo-se os pontos onde interceptam a parédbola pontilhada):
o f7H0):
flry) =0 <= P +2 +2x+4y—-1=0
= (x+1)P2+2y+1)?*=4
(x+1)?  (y+1)

1 5 =1 (elipse)
o f7H(1)
flxy) =1 < ¥ +2* +2x+4y—1=x>+2x+2y
<= x=1-2y*— 2y (pardbola)
« 712

flry) =0 <= X+ 2y +2x+4y— 1 =2x"+2x +4y
= —x*+2y* =1 (hipérbole)

Observagio 0.1. Note que para o Tipo B, as curvas esbogadas sdo as mesmas, porém a elipse é a restri¢do no
dominio (e portanto estaria pontilhada), enquanto a pardbola pontilhada é a curva de nivel 0.
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Questao 2 (Valor: 3,0 = 2,0 4 1,0 pontos). Seja C a curva dada pela intersegdo dos graficos das fungdes

flry) =2 —yPeg(xy) = 1—-x* =2y

a. Determine uma parametrizacao para C.

b. Determine, caso existam, todos os pontos de C nos quais a reta tangente é paralela ao eixo Ox. Escreva
a equagdo da reta tangente em tais pontos.

Solucio.

a. A curva é a interse¢cdo de um paraboléide hiperbélico com um paraboléide eliptico e pode ser visuali-
zada na figura abaixo:

Uma parametrizagdo para esta curva pode ser obtida igualando-se as fungdes f e g, ou seja, eliminando-
se a coordenada z:

2 2

floy)=g(xy) <= -y =1-x>-2y

= 2% +y* =1,

ﬁ . 2 2
donde podemos escolher x(t) = TCOS(t) e y(t) = sin(t), com t € [0,27]. Como z(t) = x*(t) — y=(¢)
(ou z(t) = 1 — x2(t) — 2y*(t)) temos que z(t) = %cosz(t) — sin®(t). Assim podemos parametrizar a
curva C por

vy(t) = (\2@ cos(t),sin(t), % cos?(t) —sin®(t)), t € [0,27].

b. Para que o vetor tangente a curva seja paralelo ao eixo Ox devemos ter 7/(tp) = A(1,0,0), para algum

. . T 3
A € R, isto é, cos(tp) = 0 e —3cos(ty)sin(typ) = 0. Isto ocorre se e somente se {yp = 5 ou ty = ER

Portanto temos dois pontos em C com a propriedade desejada, a saber P = y(5) = (0,1,-1) e Q =

7(3) = (0,—-1,-1).
As equagdes das retas tangentes nesses pontos sao, respectivamente

rp: X=1(0,1,-1)+A(1,0,0), A€Re
ro: X = (0,—1,—1) + A(1,0,0), A€R.
Observe que o vetor diretor escolhido é um mutiplo conveniente de ¥/ (ty).

Observagio 0.2. Note que para o Tipo B, a parametrizagdo de C tem as coordenadas x(t) e y(t) invertidas

e portanto os pontos pedidos ocorrem quando tp = 0 ou t = 77, ou seja P = (0, %, HeQ=(o, —%, ),
sendo o vetor diretor das retas o mesmo apresentado acima.

Pag. 2 deff] Tipo: A



Questao 3 (Valor: 4,0 =2,0+ 1,0+ 1,0 pontos).
a. Seja f : R? — R dada por

28 —y)
_ W’ XY
f(x’ ]/) - 1
3 Sex=y.
Decida se f é continua nos pontos (0,0) e (1,1).
2.4 410
b. Mostre que  lim = Nao existe.
(xy)=(00) X =Y
ey
c. Calcule lim ——5——5—.
(xy)=(00) X" +Y
Solugdo.
,sin(x — y) x? sin(x — y)
a. Podemos escrever x*————= = — 5 , para todo x # y.
X2 —y x“+xy+y- x—
Lembramos que f é continua em (xo, yo) se e somente se f(xo, o) =  lim

(xy)—(x0.%0)

a curva y(t) = (t,0), continua e passando pela origem, temos que

L t2 sin(t) .. _sin(t) 1
i fOr®) =l ove ¢ il —173

e portanto f ndo pode ser continua em (0,0).

f(x,y). Condiderando

£(0,0)

Analogamente, a continuidade de f no ponto (1,1) equivalea lm f(x,y) = f(1,1) = % Deste

(xy)—(11)
modo,
1

3 1(

2 . _
hm f(x y)= lim x/zvsm(x =

(x)~ ()= (10) 24Xy +y2_T—y

donde f é continua em (1, 1).

W~ X

* justifica-se fazendo t = x — y, donde (x,y) — (1,1) = t — 0 e portanto
fim SO s g

(xy)=(11) X =Y =0t
22 4yl
b. Vamos considerar curvas de nivel da fungdo f(x,y) = —y

= f(11),

= Elas satisfazem, para cada ¢ na imagem

de f, a equagdo x> + y!® = cx — cy® para todo x # y°. Observamos que, para qualquer nivel ¢, impor
y = 0 nos dd que x = 0 é uma solugdo, ou seja, qualquer curva de nivel de f pode ser extendida
continuamente a uma que passa pela origem (resolva a equagdo em x para cada y fixado, por exemplo).

Sejam entdo 71 e 7, parametrizagdes de tais extensdes continuas para niveis distintos c; e ¢, com

71(t0) = 72(to) = (0,0) para algum ty. Temos entdo que

lim f(71(8) = e1 # ¢ = lim f (72(t)),

22+ ylo
donde concluimos que ndo existe  lim =
(xy)—=(00) X =Y
c. Fazendo t = x? + y? temos que (x,y) — (0,0) <= t — 0 e portanto
e—x2—y2 -1 €_t -1 (%)

lim S~ —lim =,
(xy)—(00) ¥2+y =0t

() justifica-se através da regra de L'Hospital, uma vez que obtemos uma indeterminagéo do tipo “37 e

e t—1 . —e
lim = lim
t—0 t t—0 1

—t
=1.

Observagio 0.3. Note que para o Tipo B basta trocar y por —y no item a. da questao.
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