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5 . 5 9 se x, ()7()
la. questao: (3,5) Seja f(x,y) = z2 + 32 (z,y) # (0,0) .
0 se  (x,y) = (0,0)

_ . of of . .
a. Determine as fungoes — e ——, explicitando os dominios.

or 0Oy

b. == é continua em (0,0)7 Justifique.

ox

c. f é diferencidvel em (0,0)? Justifique.

d. f é diferencidvel em (x,y) # (0,0)7 Justifique.

Solucao:
. of 3yt — xy? of 23y
a. Se (z,y) # (0,0), entao a—x(%y) “@rsee © 8—y($,y) R
0
Em (0,0), temos 2(0,0) = Jim L&D = SO0 22-0 0 0y
83} x—0 €xr — O x—0 € x—0
8_y(0’0)_11/1£% 0 —11}3(1);—0. Logo,
3y4 - $2y2 21‘3]/
— se (z, 0,0 ——— se (z, 0,0
0= | e © COFO0 ot Ve coroo
0 se (z,y) = (0,0) 0 se (z,y) = (0,0)

0
Portanto —f e —f estao definidas em IR2.

or 0Oy

b. A 2 nao é continua em (0,0). De fato, seja a curva (t) = (¢,t), para t € R, que ¢ continua,

Ox
tem sua imagem contida no dominio da f e ~(¢) = (0,0) somente para t = 0. Logo,
tim 2L () = tim 1) = m St~ L = Lo = Y
tgl(l)ax7 = 0 H= (412)2 _tl—r>%8_8 o

c. f nao é diferencidvel em (0,0). Vejamos o porqué.

Como as derivadas parciais de f em (0,0) existem, resta analisar o limite abaixo:
of of ry?
— £(0,0) = ==(0,0)(z = 0) — ==(0,0)(y — 0 ———
f@) =100 -5 0.0 -0 -5 006=0) 4 R

lim lim =

(x,5)—(0,0) a2+ y? (2,)—(0,0) V2 4 y?

B ry?

= lim
(29)=00) (22 4 3y?) /22 + y?

— 0.2 — 0y

e este ultimo limite ndo existe.

2

xy , )
De fato, denotando por g(x,y) = e considerando a curva ~ do item b., temos
(.9) (22 4 3y?) /22 + y?
: : . ¢ : t L
g% g(y(t) = %g% g(t,t) = lg% @ 1 30) VR = %g% TQW que nao existe.
1 . : ) . . of
d. f é diferencidvel para qualquer (z,y) # (0,0), pois segundo o ftem a. as derivadas parciais 92 € Do’
T Y

para (z,y) # (0,0), sdo fungdes racionais e
por isso continuas. Em consequéncia, f ¢ diferencidvel para todo (z,y) # (0,0).



2a. questao : (2,5) Seja f: R? — IR de classe C* em IR?, tal que

f(t*+t, t+1)=t*+2t+ 1, para todo t € RR.

2 2 2
Sabendo-se que gmf@ 2) = 52;;(2,2) =1 g ];(2 2) =2, calcule ?)_£<2’2)'
< . ) ) : *f *f
Solucgao: Como f é de classe C* em IR, vamos usar livremente que (x,y) = (z,y),
0xdy Oyox

para todo (z,y) € IR?.

Sendox =z(t)=t*+t e y=y(t)=t+ 1, e usando os fatos de f ser diferencidvel em R? e
v(t) = (1 + t,t + 1) ser diferencidvel em IR, pela regra da cadeia obtemos da igualdade dada no
enunciado que

gi( (t),y(t)).(2t +1) + g—g(m(t),y(t)).l = 2t + 2, ou ainda,

@2+ 1.5 w0.00) + 5 e0) =242 (D

Por serem as derivadas parciais de 2a. ordem de f continuas, temos que as derivadas parciais
de la. ordem de f sao funcgoes diferenciaveis, o que junto com a diferenciabilidade de v, permite
usarmos a regra da cadeia na igualdade (I) e obtermos:

8f 0*f 0*f
2.5 (w(0) + 204 1. (SR e 1+ 5 L)) +
2L, pe) @)+ e pm =2 @
Bzdy Y By? YL =2
Tomando t = 1, obtemos que (z(1),y(1)) = (2,2). Portanto, para t = 1 em (II), temos:
of *f 0*f o*f 0*f _ :
2.%(2,2) + 3. <8 5(2 2)'3+8x8 (2,2) ) + 8x8y(2 2)3+W(2 2) = 2,0u ainda
af 0*f O*f 0*f 0*f B
25,22 + 9552243 55-(2.2) +3.55.(2,2) + 55(2,2) =2 (1)
Substituindo os valores dados das derivadas parciais de 2a. ordem no ponto (2,2) em (III),
obtemos Qg—f@, 2)+9.146.1+2=2, donde
x
of (2,2) = )

oz



3a. questao: (2,0) Sejam f : IR*> — IR uma funcao diferencidvel e a curva v : IR — IR?® definida por
y(t) = (83 +1, —t, t°+2t3 — 262 +1).

Suponha que a imagem de 7 estd contida no grafico de f e que o ponto (3, 0, 10) pertence ao
plano tangente ao grafico de f no ponto (2, —1, f(2,—1)). Determine uma equagao desse plano.

Solugao: Uma equagao do plano tangente ao grafico de f no ponto (2, —1, f(2,—1) é dada por

z=f(2,-1)+ %(2, —1)(x —2) + 3—5(2, —1)(y +1).

Como o ponto (3,0, 10) pertence a esse plano, entao de sua equagao acima obtemos que

10 = f(2,-1) + %(2, -1)(3-2)+ 2—5(2, —1)(0 + 1), que pode ser reescrito como:
af af B
%(2, —1)+ 8_y<2’ —1) =10 — f(2,-1). (1)

Por outro lado, por estar a curva y(t) = (t3+ 1, —t, t5+2t3 — 2t> + 1), com t € IR, contida
no grafico de f temos entao que:

fE+1,—t)=t"+2t2 -2+ 1, comt € R, (2)

Ainda mais, por serem diferencidveis as fungoes f (em IR?) e as componentes de v (em IR),
a regra da cadeia garante que o primeiro membro da igualdade (2) é derivavel (em IR) e que

0 0
a—i(x, y).3t% + 8—5@, y).(—1) = 6t° + 6t* — 4t. (3)

Para t = 1, obtemos (1) =2, y(1)=—-1 e f(2,—1) =2 e na equagao (3) que

of of _
3%(2, -1)— 8_3/(2’ —-1)=28.

g—f(Z, 1)+ g—f(Z, —-1)=10-2
Em resumo, obtivemos as equacoes: g ! % !

3—=(2,-1)—=(2,-1)=8

ox Jy
: _of _

Desse sistema resulta que %(2, —1) = a—y(Q, —-1)=4.

Portanto, uma equacao do plano é z =2 +4(x —2) + 4(y + 1), ouseja, dx +4y — 2 —2=0.



4a. questao: (2,0) Sejam a funcao f(z,y) = 22> — 3y* e (zg, o) um ponto em IR% Determine os
pontos (zo, yo) que satisfazem as duas condigoes abaixo:

a. Vf(zo, yo) é paralelo a reta tangente a curva 3y — 2zy + ry + y?> — 1 = 0 no ponto (1, —1);

of

b. —
ov

(z0,10) = 4V/5, onde T é o versor do vetor (2,1).

Solugao: Seja h(z,y) = 23y — 2xy> + 2y + y?> — 1. A curva dada em (a.) é a curva de nivel 0
de h. Como h é de classe C! em IR? ( pois é polinomial), temos que VA(1, —1) é ortogonal & curva
dada no ponto (1, —1). Portanto, com a hipdtese de (a.) temos que

V f(20,y0) ® VAh(1,—1) = 0. (A)

Notemos que f é diferencidvel em IR?, pois suas derivadas parciais de la.ordem sao polinomiais
e, portanto, continuas em R%. Deste fato sobre a f e de (b.) resulta que

45 = g—g(m,yo) = Vf(xo,40) @ U, onde ¥ = ||(2’—1> B ( w7y ) ®)

L2)]  \V5 V5
oh 0
5 () = 3%y —2y° +y a—i(w, y) = 627
Desde que o e of ,
3 2
- S 2 ' S
9y (z,y) = 2° — 6zy” + 7 + 2y o (z,y) 6y

entdo Vh(l,—1) = (-8+4+2,1-6+1-2)=(-2,-6) e Vf(xg,y,) = (622 —6yo), que

622 — 18yo = 0
aplicados em (A) e (B) dao origem ao sistema :
1222 — 6yo = 20

Da primeira equagao resulta que z3 = 3y, cuja utilizagio na 2a. equagdo resulta em yy = % e, em

consequéncia, o = V2 ou zo = —v/2.
2

2
Portanto, os pontos procurados sao (\/ﬁ, 5) e (—\/5, 5)



