e (Questdo 1 - Turma A) Seja f : R*> — R dada por
?sen(z + vy
W, se (z,y) # (0,0)
fla,y) =

0, se (z,9)=(0,0)
. of af
1. Determine %(0,0) e a—y(0,0)

2. A funcao f é diferencidvel em (0,0)?

3. Calcule g(0,0) para i = (\/5 ﬁ)

o B
Solugao. 1) As derivadas parciais na origem sao dadas por
af BT f(t7 0) — f(07 0) _ 7 Sen(t) _
PP R T
g(o,o) i OO =00 0
oy t—0 t t—0 ¢

2) A funcao f nao ¢ diferenciavel em (0,0) uma vez que o limite
)~ F(0.0) — £.(0.0)h — £,(0,0)k
(hk)=(0.0) Vh? + k2
lim Wsen(h+k) h
(hk)—(0,0) (2h2 + k2)vV/h2 + k2 2v/h2 + k2
nao existe. De fato, calculando o limite sobre as curvas a(t) = (0,1) e
B(t) = (t,t) quando t — 0%, obtemos dois valores distintos:

, 0%sen(0 + t) 0
lim — =
0+ (2.02+ 2)V2 + 82 202 + 2
t*sen(t + t) t .. sen(2t) 1 1

lim = lim — = 0
=0t (262 4+ 12)V/E2 + 12 22+ 12 =0t 32t 242 6\/57é

3) Basta calcular a derivada direcional pela defini¢ao

OF (0.0 — iy L0 = 10.0)

ou t—0 t
sen(ty/2)

= lim ———~
t—0 3t
i \/§sen(t\/§)

=lim ————=
t—0 3 V2

V2

3



e (Questao 1 - Turma B) Seja f: R? — R dada por

y*sen(w +y) se (z,y) # (0,0)

2 2
flz,y) = S
0 , se (x,y)=(0,0)
. of of
1. Determine %(0,0) e a—y(0,0)

2. A funcao f é diferencidvel em (0,0)?

of .
3. Calcule 8_7](0’0) para i = (%57 ‘/7§>

Solugao. 1) As derivadas parciais na origem sao dadas por

ﬁ(o,o) i B0 SO0 0

or t—0 t t—0 t

af 1 f(()?t) — f(07 0) T sen(t) _
A R A T

2) A fungao f nao é diferenciavel em (0,0) uma vez que o limite
)~ F(0.0) ~ £.00,0)h — £,(0,0)k
(hk)=(0.0) Vh? + k2
—  fm Rsen(h+Fk) k
(hE)=(0.0) (B2 4+ 2k2)VAZ + k2 2V/h2 + k2
nao existe. De fato, calculando o limite sobre as curvas a(t) = (¢,0) e
B(t) = (t,t) quando t — 0, obtemos dois valores distintos:

lim 0%sen(t +0) 0 _0
=0t (12 4+ 2.02)V12 4+ 02 2v/12 + 0?2
t?sen(t + 1) t . sen(2t) 1 1

lim — = lim — =
=0t (12 4202V 122+ 12 212+ 12 =0+ 32t 22 6V2
3) Basta calcular a derivada direcional pela defini¢ao
0 tu) — £(0,0
ou t—0 t
sen(tv/2)

= hm —
t—0 3t

=1um ——---—--

t—0 3 t\/§



(a) (2,0) Calcule as dimensdes do paralelepipedo com volume méximo,
sabendo que suas faces sao paralelas aos planos coordenados, uma das
faces esta contida no plano z = 0 e os vértices da correspondente face
oposta pertencem ao paraboléide z =1 — 22 — y?, 2 > 0.

Resposta: De acordo com o enunciado, os vértices do paralelepipedo
procurado s@o os 8 pontos da forma (£, +y,0) e (£z, ty, 2) em que
x>0,y>0 22+y>?<lez=1-2%2—9*>0. As dimensoes
do paralelepipedo sao: comprimento 2z, largura 2y e altura z. Seu
volume, portanto, é igual a V(x,y, 2) = dzyz.

Consideramos o subconjunto compacto de R3
S:{('xay7z> €R33$207920;$2+y2 S 16221—1‘2—92}.

Pelo Teorema de Weierstrass, V' admite um ponto de méaximo em S.
Note que esse ponto deve pertencer a superficie

S ={(r,y,2) ER*: x>0,y >0,z +y’  <lez=1—-2>—y*}CS,

jaque V =0mnos pontosde Semquex =0ouy=0o0ouz=0eV >0
em S’. Mais ainda, esse ponto de maximo determina o paralelepipedo
de volume méaximo pedido no enunciado.

Utilizando multiplicadores de Lagrange, um ponto de maximo de V' em
S” deve satisfazer VV = AVyg, para algum A € R, em que g(z,y,z) =
224+ 9%+ 2. Obtemos assim o seguinte sistema de equacoes e inequacoes

(

dyz = \2x
drz = N2y
dry = A (1)

z=1—2*—9°

x,Yy,z >0

\
A diferenca entre a 1% equagao e a 2% equacao de (1) nos diz que
22(y —x) = =AMy — x). (2)

Em vista desse fato, consideramos os seguintes casos: (i) x = y e (ii)

x F#y.



No caso (i), a 1* equagao de (1) implica que A = 2z e com a 3% equagao
de (1), obtemos z = 2%, Usando a 4% equagao (1), obtemos finalmente
que 222 =1 — 22 — 2%, o0 que implicaquex:%:y:z:%.

No caso (ii), obtemos de (2) que A = —2z. Usando a 3% equagao de
(1), chegamos a z = —2zxy. Isso implica que nao hé solugoes nesse caso
pois estamos assumindo que x,y, z sao todos positivos.

Portanto, temos um tinico ponto (%, %, %) candidato a ponto de maximo

de V em S’. Como sabemos que V admite ponto de maximo em S e
que este ponto deve pertencer a S’, temos que necessariamente (%, %, %)
P . . 1 1 1\ 2

¢ ponto de maximo de V' em S. Em particular, (3,35,5) é ponto de
maximo de V em S’

Concluimos que o paralelepipedo de volume maximo pedido no enun-
ciado tem vértices (i%,:i:%,O) e (j:%,i%,%). Portanto, sua base é
quadrada com lados 1 =2 - % e sua altura é % Seu volume é %

(1,5) Determine a menor e a maior distancia entre a origem e o com-

pacto

C={(z,y,2) eR’:ax+y+z=1lez=1-2>—y’}.

Resposta: Vamos considerar a funcao f(z,y, 2z) = 22+y*+ 2% definida
em R3. Note que, pelo Teorema de Weierstrass, f admite pontos de
méaximo e de minimo em C, ja que f é continua e C' é compacto (C
¢é a interseccao entre um plano e um paraboldide e, neste caso, é uma
elipse). Mais ainda, estes extremantes de f em C' determinam os pontos
de maior e menor distancia de C' a origem ja que a distancia de um
ponto (z,y,z) € R & origem é dada por /f(x,y,z2) e a fungao =
Va,x > 0, é estritamente crescente.

Utilizando multiplicadores de Lagrange, sabemos que os pontos extre-
mantes de f em C satisfazem Vf = AVg+ uVh, para certos \, p € R,
em que g(7,y,2) =x+y+zeh(r,y 2) =2 +y*+ 2. Assim, obtemos
o seguinte sistema de equagoes

(

20 = AN+ p2z
2y = A+ 12y
22 =X+ p (3)

r+y+z=1
22

z=1—x
\

2



A diferenca entre a 1 equagao e a 2% equagao de (3) nos diz que

r—y=plr—y). (4)

Em vista desse fato, consideramos os seguintes casos: (i) z = y e (ii)
No caso (i), usamos a 4* equagao e a 5% equagao de (3) para obtermos
2r+2=1e22 +2=1 Logoz = 2> < 2 =0ouz = 1. Por-
tanto, temos 2 solugoes com (z,y,z) = (0,0,1) e (z,y,2) = (1,1, —1).
Observe que

£(0,0,1)=1e f(1,1,—1) = 3. (5)

No caso (ii), obtemos de (4) que p = 1. Usando as 3 primeiras equagoes

de (3), obtemos A =0 e z = % Usando a 4% equacao e a 5* equacao
de (3), obtemos que x +y = % e 22 + y> = L. Decorre destas 2

2 2
equacoes que x deve satisfazer 222 — x — % =0 e, portanto, z = 1i4x/§ ‘
Obtemos entao as solugoes com (z,y, z) = (# 1-V3 1) e (1,y,7) =

T4 02
1-v3 1+v3 1
4 0 4 02

) . Observe que

1 42 1 1 2)2aT

1+v3 1-v3 1\ (1-v31+V31 11 3
f ) ' 5 _f ) ' 5 24 Z

Em vista de (5) e (6), temos que (1,1, —1) é o ponto de C' com maior
distancia & origem e os pontos (H‘/g 1-v3 l) e (ig Ltv3 1) sa0

4 0 4 12 4 04 12
os pontos de C' com menor ditancia a origem.
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Questdo 3 (Valor: 3,5 pontos). Os itens a seguir sdo independentes:

a. (1,5) Determine e classifique os pontos criticos da funczo f : R? — R dada por flxy) =2 -2xy - P +6.
b. (2,0) Seja F : R? — R uma funcéo de classe C1. Sabe-se que ‘

F(3t% - ¢, tz) =9 — 6t +1 paratodo —2 <t < —1/2,

e que a parébola x? — 16y = 0 est4 contida na curva de nivel 16 de F . Determine VF(4,1). A

512‘23 = (A)

-y 21*3:‘2:0 (3)

%@(m@ =-Q% "~ 332
J 4
: oA (e
@\12%)@2 e '2’1,‘3)-2%1 O >

) Q%?(ﬁ‘%jj =5L2_;_Lj T 173?(1!@ 3 > f
) s

X=-23 € V= 2/3

Loco, O penlod catheot  sao (0,0) e (73, %)
! — —
6% 2 ] e Jal(Hig) =-30xy -4

. JQL CEF.
det (Moo =-4 <O . roctaio (0,0) < poilo Ao sl ==

det(W(3) - 12 >0 < ZfH%)--4<0. o) aF

e it - = 18t-6
K 2 4 42 - o s 2 ¢ ;tz)o(@t A 2t)=1 y
- (3¢ t,t%) = 5F-GL+A > (3€ ey |

faendo t=-1, femos  (343-t 4°) =(g,D.
/ -7,-2) = - (D.
Lo%t:)) Ve, 2) . (-7,-2) oy
i = " conN AG
e oullo lado, o ?cuabo\(l +- 1oy _\O esla con
NG Cuull de nied 46 S Fo Ou S¢YQ
| w, £ = Vue R,
F(w‘%’)—%J ) w2).(4, %)
Deeivando, oblemos: VF (w, )48
fazendd w=4, conSUAIMOS UL
\Z_F(H.ﬂ*(-&"/z)-=0 @) QQdOdMl o
Chamando VF@&,D = (k) as &

=0

&) <k LauxD:
nos A o siskmQ @ P
- 3a - 2‘() = —ZL} ) 'E)W\ S—O%(}Qﬂ L)(MC/OL
{ a +g2 = O -8 e b=-10.

conciusio | |VF(4, 8 = (8,10 |




