MAT-5711 — CALCULO AVANCADO
PRIMEIRA LISTA DE EXERCICIOS

PROE ALEXANDRE LYMBEROPOULOS

Exercicio 1. Justifique com detalhes a validade da propriedade (4) utilizada na demons-
tracdo feita em sala do Teorema da Fun¢do Inversa.

Exercicio 2. Seja f : R? — R? dada por f(x,y) = (x* — y2,2xy).
a. Mostre que f é injetora no conjunto A = {(x,y) € R*: x > 0}.

b. Descreva o conjunto f(A).
c. Denotando por g a inversa de f, determine, se possivel, Dg(0,1).

Exercicio 3. Repita o exercicio acima para f : R> — R? dada por f(x,y) = (e* cosy, e* siny),
sendo o conjunto A = {(x,y) € R?: 0 <y < 7/2}.

Exercicio 4. Discuta a existéncia, continuidade e diferenciabilidade de fun¢des implici-
tas dadas, numa vizinhanca da origem, pelas seguintes funcoes:

a. f: R? — Rdadapor f(x,y) = x> — >

b. f:R?> — Rdadapor f(x,y) = x — v%

c. f:R? — Rdadapor f(x,y) = x> — v

d. f:R? — Rdadapor f(x,y) = x* —2x + %

Exercicio 5. Considere a funcdo F : R®> — R dada por
F(x,y,z) =22 + 3z 4+ 2x* + > — x? —2y.

a. Mostre que a equacdo F(x,y,z) = 0 define uma func¢do z = f(x,y) de classe C? em
todo o plano.

b. Determine os pontos criticos de f.

c. Classifique esse pontos criticos quanto a maximos locais, minimos locais ou selas.

d. Escreva o polindmio de Taylor de ordem 1 e seu resto para f em torno de (1,1).

Exercicio 6. Seja f : [0,2] — R* uma funcédo continua tal que fol f(t)dt = flzf(t) dt = 1.
Mostre que existe fungdo g : [0,1] — [0,2], de classe C, tal que ff(") f(t)dt =1.

Exercicio 7. Identificando os espago das matrizes quadradas de ordem n, M, (IR), com
R" definimos a fungdo f : R” — R" por f(X) = X2.
a. Mostre que f € de classe C™.

b. Determine Df(Xy) para cada X, € R"™.
c. Mostre que, numa vizinhanga de Yy = Id, cada matriz possui uma unica raiz qua-
drada, isto é, para cada Y nessa vizinhanca existe uma tinica matriz X tal que X = Y.

Exercicio 8. Seja SL(3) = {A € M3(R) : detA =1}.
a. Mostre que SL(3) é, localmente, grafico de uma funcao de classe C*.

b. Determine a dimensdo do plano tangente em cada ponto desse gréfico.
c. Explicite o plano tangente ao gréfico de f em X, = Id.
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Exercicio 9. Seja S = {A € My(R) : Posto A = 1}.
a. Mostre que S é, localmente, grafico de uma funcdo real de classe C'.

b. Determine a dimensdo do plano tangente em Ay = [8 ﬂ .

Exercicio 10. Seja p(x) = ap + a1x + ayx> + ...+ a,x" um polinémio com coeficientes

reais tal que x( € uma raiz real simples de p(x).

a. Mostre que todo polinémio de grau n “suficientemente préximo” de p(x) tem uma
raiz real pfoxima de xy que varia suavemente em termos do coeficiente do polinémio.

b. Determine a diferencial dessa fun¢do que associa os coeficientes do polindmio a essa
raiz simples.

Pode-se obter resultado semelhante se a raiz de p(x) nao é simples? Dé exemplos.

Exercicio 11. Seja f : R" x R" — R" uma funcdo de classe C'. Para cada x € R™
considere a funcao f, : R” — R" dada por f+(y) = f(x,y). Suponha que existam a € R"™
tal que f, tem um ponto fixo b € R", isto €, f,(b) = b e que Df,(b) é uma transformagao
linear que nao tem 1 como autovalor. Mostre que, para x suficientemente préximo de a
a fungdo f, tem um tnico ponto fixo préximo de b que varia suavemente com x.

Exercicio 12. Demonstre a seguinte versao da forma local das imersdes:

Teorema 0.1. Se f : A — R"*?, de classe C' no aberto A C R", é uma imersdo em xo € A
entdo existe um difeomorfismoh : W — U x V entre os abertos W, contendo f(xo) e
U xV C R" x RP, contendo (x,0), tal queh o f(x) = (x,0) para todo x € U.

Exercicio 13. Mostre que se f : A C R"*? — R” é de classe C! no aberto A comn > 0
entdo f ndo é injetora.

Exercicio 14. Seja f : A — R* uma fungdo de classe C! no aberto A C R"*¥. Um vetor
¢ € R¥ ¢ valor regular de f se Df(x) é sobrejetora, para todo x € f~1(c).

Mostre que o grafico de qualquer fungdo g : A C R" — R¥ é a imagem inversa de um
valor regular.
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Exercicio 15. Mostre que a curva em R> dada pelo sistema { ;CZ iz , }

imagem de um valor regular.
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Exercicio 16. O cone z?> = x? + y? é imagem inversa de valor regular?

Exercicio 17. Seja f : R> — R dadapor f(x,y,z) =22+ (2 — /x> + y2)2. Mostre que 1 é
valor regular de f e descreva f~1(1).

Mostre ainda que f~1(1) é grafico de uma fung¢éo ¢ : A C R?> — R numa vizinhanga
de (1,0,0). Determine o plano tangente a ao grafico de ¢ nesse ponto.

Exercicio 18. Mostre que se c é valor regular de f entdo, para cada xo € f~!(c) existem
abertos U C R" e V C R tais que f~1(c) N (U x V) é o grafico de uma fungdo g : U — V
de classe C'.

Exercicio 19. Sejam ¢ : R> — R3 uma imersdo injetora de classe C' e v : R — R® uma

curva de classe C! tal que 7(R) C ¢(R?).
Mostre que existem 6 > 0 e a :] — §,6[— R?, de classe C' tal que y|_s 5 = o oa.



