MAT-5711 — CALCULO AVANCADO
TERCEIRA LISTA DE EXERCICIOS - TENSORES E FORMAS DIFERENCIAIS

PROE ALEXANDRE LYMBEROPOULOS

Exercicio 1. Se w um 1-tensor em R"” entdo existe uma matriz 1 x n, digamos A, tal que
w(y) = Ayparatodoy € R". Se T € L(R",R") determine a matriz que representa o
1-tensor T*w em R™.

Exercicio 2. Mostre que se w é um tensor simétrico entdo Alt(w) = 0. Vale a reciproca?

Exercicio 3. Sejam xi,...,x; vetoresem R” e X = [x;---xi]. Se I = (i,...,ix) € uma
k—upla arbitraria do conjunto {1,...,n} mostre que

Piy Ao AP (X1, ..., x) = det(X).

Exercicio 4. Seja w : R” x R — R um 2-tensor alternado. Mostre que, se m é impar,
entdo existe v € R™ ndo nulo tal que w(v, u) = 0 para todo u € R™.

Exercicio 5. Mostre que a cada w € A" !(IR™) corresponde um tnico v € R™ tal que

wA f(v1,...,0m) = f(v)vol(vy, ..., Um),
para toda f € A'(R™) e todos vy,...,v, € R™. Mostre ainda que a correspondéncia
w + v é um isomorfismo entre os espacos vetoriais A"~ !(R™) e R™.
Dica. Basta verificar para qualquer base ortonormal positiva de R™.
Exercicio 6. Mostre quese f : R" — R™ e g : R" — R¥ sdo diferencidveis entdo (go f). =
geofee(gof) =frog"
Exercicio 7. Seja 7y : [4,b] — R” uma curva diferencidvel. Mostre que o vetor velocidade

de vy no instante t é v = . (t)(1). Mostre também que se f : R" — R" é diferenciével,
entdo o vetor tangente a f o yemt é f.(v).

Exercicio 8. Considere as 1-formas em R? dadas por
w = xydx+3dy—yzdze
n = xdx—yz®dy+2xdz.
Mostre, calculando diretamente, que d>w = 0ed(w Ay) = dw Ay —w Ady.

Exercicio 9. Sejaw € (FF(A), onde A C R" é um aberto. Dizemos que w é nulaem x € A
se w(x) é o 0-tensor.

a. Mostre que se w é nula numa vizinhanga de xy € A entdo dw é nula de em xj.
b. Construa um exemplo onde w é nula em x(, mas dw nao é nula em x.

Exercicio 10. Sejam 7,0 € Q!(A), onde A é aberto de R? tais que 7 A 6(x) # 0 para todo
x € A. Se w é uma forma satisfazendo w Ay = w A 6 = 0 mostre que existe f : A — R
talquew = fy A 0.

Exercicio 11. Sejam w,n € O}(IR%). Se w(x) # 0 paratodo x € R3> e w Ay = 0 entdo
existe uma fungéo f : R* — R, de classe C!, tal que 7 = f w.
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Exercicio 12. Sejam w € Q!(R") e f : R" — R uma fungdo de classe C* tal que f(x) # 0
para todo x € R". Mostre que d(fw) = 0 se e somente se a 1-formaa = w — 1/ fdx, 1
em R"*! satisfaz a A da = 0.
Exercicio 13. Seja A = R?\ {(0,0)} e considere a 1-forma dada por
oo X
BECENE
Mostre que w é fechada e exata em A.

Exercicio 14. Sejam A = R" \ {0} e m um inteiro positivo fixado. Considere an — 1 forma
em A dada por

n . —
n=Y (-1 fidxy AL Adxi AL A dxy,
i=1
onde fi(x) = x/|x|" e dx; significa que dx; é omitido daquela parcela.
a. Calcule dy.
b. Para quais valores de m temos dy = 0?

Exercicio 15. O operador d : OfF(R") — QF1(R") pode ser visto como um tipo de de-
rivada direcional. Isso é que o garante o teorema abaixo, que serd demonstrado neste
exercicio.

Teorema 0.1. Sejam A um aberto deR" ew € 1 (A). Dadosv,, . ..,v, emR" definimos
as fungoesh, g : A — R, respectivamente, por

h(x) = dw(x)(vi(x),...,v(x)) e
gi(x) = w(x)(vl(x),...,z?(;),...,vk(x)).
Entdo

k
h(x) =} (=1) 7' Dg;(x)(v;).

=1

Demonstracao: Siga os seguintes passos:
a. Seja X = [v1---vy), matrizn x k. Paracadal < j < kdefinaY; = [v1---0;--- v,
matrizn x k — 1. Dadaak-upla I = (i, iy, ..., ix) mostre que
k
detX(i,i1,..., i) = Y _(=1) "ty det Yi(ix, ..., ik_1).
j=1

b. Verifique a validade do teorema se w = fdxj, ouseja, se w = fdx; Adx; N... Ndx;,.
c. Conclua o resultado enunciado.

O
Exercicio 16. Seja A um aberto de R". Denote por . (A) o conjunto dos campos escala-

res sobre A e por 2°(A) o conjunto dos campos de vetores sobre A. Mostre que existem
isomorfismos a; e §; entre espagos vetoriais como nos diagramas abaixo

F(A) 2 O(A) 2(A) 2 ar1a)

s [P Ja

2(A) —— Ql(4) 7(A) P ara
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taisquedoay = ayoVedop,_1 = Bnodiv, onde Vf é o campo gradiente de uma
funcao f : A — R dado por

e div F é o divergente de um campo de vetores F = (Fy, ..., F,) em A dado por
, " oF;
divF(p) =) a—xz(p) = Tr DF(p).
i=1 9%

Exercicio 17. Para cada campo de vetores F = (F;, F,, F;) em R® defina as formas
wr = HRdx+Fdy+ Fdz,
ne = FdyNdz+ FdzANdx+ Fdx A\dy

a. Mostre que df = wyy, dwr = frotr € dijp = div Fdx N dy N dz.

b. Use as identidades acima para provar querot Vf = 0 edivrot F = 0.

Exercicio 18. Seja f : R® — R® uma fungéo de classe C*. Mostre, através de célculos
diretos que
df1 N df3 N df5 =detMdxi Ndxz N dxs,

onde M é a matriz compostas das colunas 1, 3 e 5 da matriz de D f na base canodnica.

Exercicio 19. Sejam w = xydx +2zdy —ydz € Q' (R3) e f : R> — R> dada por
f(u,v) = (uv,u?,3u +0).

Calcule diretamente dw, f*(dw) e d(f*w).

Exercicio 20. Demonstre o teorema abaixo.

Teorema 0.2 (Expressdo para calcular f*w). Sejam A um aberto de R e f:A— R"uma
fungdo de classe C°, x € RFey € R". Sel = (iy,...,i;) é uma l-upla ascendente em
{1,. ..,n}ﬂentﬁo
) ofi
f*(dyr) = % (detax]> dxj,
ondedz; = dy;, N...Ndyi, fi = (fi,,-.., fi,) para todar-upla ascendente = (iy,...,i,) e
[]] € o conjunto de todas as l-uplas ascendentes do conjunto {1, ..., k}.

Exercicio 21. Neste exercicio obtemos condi¢6es necessdarias e suficientes para que os
isomorfismos lineares «; e B; definidos no exercicio 16/ tenham bom comportamento
quando submetidas a agdo de um difeomorfismo f : A — B entre abertos de R".

Sejam entdo f : A — B um difeomorfismo entre abertos de R", x € Aey € B. Ao

campo de vetores em A dado por F(x) = f(x), associamos o campo G(y) = f (1—"(]‘_1 (y)))
em B.

a. Mostre que f*(a1G) = alpha; F para todo campo de vetores F em A se e somente se a
matriz de D f(x) na base canonica é ortogonal para todo x € A.

Dica. Mostre que f*(x1G) = a1 F equivale a Df (x)'Df (x) (f(x)) = f(x).
b. Mostre que f*(B,-1G) = B,—1F para todo campo F se e somente se det Df (x) = 1.
Dica. Mostre que f*(B,-1G) = Bn,—1F equivale a f(x) = detDf(x)f(x).

listo é,1, <issemprequer <s.
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c. Para cada campo escalar 1 em A associamos o campo escalark = hoa~! em B. Mostre
que f.(Bnk) = Byh paratodah se e somente se detDf = 1.

Exercicio 22. Seja f : U — R" um difeomorfismo. Suponha que toda forma fechada em
U também é exata. Mostre que o mesmo vale em f(U).

Dica. Pense em pull-backs.

Exercicio 23. Seja 0 : R? —]0,27[ a segunda coordenada da inversa de f : R? — R dada
no exercicio 22 da lista 2. Mostre que

do = 2nn,
Cr,n
onde C, , é o 1-cubo singular dado por C,, = (cos 27tnt, sin 27tnt).
Use o teorema de Stokes para 1-cadeias singulares para concluir que C, , ndo pode ser
o bordo de nenhuma 2 cadeia em R? \ {(0,0) }.

Exercicio 24. Sejam c; e ¢, 1-cubos singulares em R? satisfazendo c1(0) = ¢(0) e c1(1) =
c2(1). Mostre que existe um um 2-cubo singular c tal que doc = ¢; — ¢, + ¢3 — cy onde c3 e
c4 sd0 degenerados, ou seja, pontos em R?. Conclua que

Leo=fe
1 C2

para toda 1-forma exata w de R?. Dé um contra-exemplo em R? \ {(0,0)} quando w é
fechada, mas nao é exata.

Exercicio 25. Mostre que Se w é uma 1-forma num aberto de IR? e

C1 Co

para todos 1-cubos singulares com ¢1(0) = ¢2(0) e c1(1) = ¢2(1), entdo w € exata.

Dica. Lembre-se da construcao de uma funcao potencial para um campo de vetores em
R? feita em sala.

Exercicio 26 (“Bonus” - Introdugao as fungdes analiticas). Uma funcédo f : C — C é
diferenciavel em z se
. z) — f(z
f/(zo): llm f( ) f( 0)
Z—Z9 zZ— 2
existe. Se f é diferencidvel em todo ponto de um aberto A C C e f’ é continua em A
entdo dizemos que f € analitica em A.

a. Mostre que f(z) = z é analitica e f(z) = z ndo o é. Mostre que somas, produtos e
quocientes de fungg¢des analiticas também sdo analiticas.

b. Mostre que se f(z) = u(z) +iv(z), onde paraz = x + iy temos u(z) = u(x,y) = Rf(z)
ev(z) = v(x,y) = Sf(z), é analitica entdo u, = v, e u, = —v, (equacodes de Cauchy-
Riemann). Vale a reciproca?

c. Seja T : C — C uma transformacao R-linear. Mostre que T corresponde a uma mul-
tiplicagdo por um niimero complexo se e somente sea = deb = —c,onde (?4) éa
matriz de T em relagdo a base {1,i}. Com isso considerando f : C — C analitica como
uma fungao diferenciavel de R?> em R? temos que D f(zo) corresponde a multiplicagdo
por um nimero complexo. Determine esse nimero.


http://www.ime.usp.br/~lymber/teaching/mat5711-2012/lista2.pdf
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d. Se w, 7, 1, A sdo formas diferenciais em um aberto de IR? definimos

d(w+in) = dw +idy, /w+i17:/w+i/17,
c c c
dz = dx +idy, (wW+in) AN(p+id) = (wWAu—nAA) +i(pApu+wAN).

Mostre que d(f dz) = 0 se e somente se f satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann.

. Se f é analitica em A entdo | fdz = 0 para toda curva fechada tal que ¢ = d¢’ para
alguma 2-cadeia ¢’ em A.

. Mostre que dz/z = id6 + dh para alguma fungdo  : C\ {0} — R e conclua que
Je, (1/z)dz = 2rin.

. Se f é analitica no disco unitario aberto, D, mostre que f(z)/zoéem D \ {0} e

z z
@ [ 1@,
Crl,n Z Crz,n
para0 < rq,rp < 1.
Usando o item acima para calcular lim,_ |, ¢, f(z)/zdz conclua o resultado abaixo.

Teorema 0.3 (Férmula Integral de Cauchy). SejamD = {z € C: |z| <1}, f: D — C
uma fungdo analitica e c uma curva fechada em D \ {0} entdo

. z .
mtcm dz = 2minf(0),
z
onden é o winding number da curva c em torno da origem.
O winding number em torno da origem de uma curva fechada ¢ com imagem em
R?\ {(0,0)} é o unico inteiro n tal que c — C;,, = ¢’ para alguma 2-cadeia ¢’. (E
necessario verificar a existéncia e unicidade de tal n).



