MAT5711 — Calculo Avancado
Primeira Prova— 11/04/2016

Escolha duas dentre as trés primeiras questoes e mais duas dentre as trés titilmas questoes. Indique suas opgbes na
primeira pdgina da folha de respostas e justifique todas as passagens.

Questao 1 (Valor: 3,0 pontos). Calcule explicitamente o volume da bola unitaria euclideana em R", isto é, o volume
de B (0) = {(x1,...,x4) € R" : 23 + ...+ x3 < 1} executando os seguintes passos:
a. Denotando por «;,, o volume de B} (0) mostre que «,, = 2«,,_1I,, onde I, é¢ dado por

I, = /7 sin” (t) dt.
0

b. Mostre que «;, = 4w, 51,1, 1, paratodon > 2.
c. Mostre que I,I, 1 = 7w/ (2n), paratodon > 2.
d. Deduza que
M 2m+l "

= € T s 2m 1)

Questdo 2 (Valor: 2,0 pontos). Sejaa : [a,b] — R" dada por a(t) = (0,...,0, f(),t), onde f é uma funcédo limitada
e estritamente positiva de classe €.
Considere a rotagdo da imagem desta curva, em torno do eixo Ox;,, bem como os planos x, = ae x, = b. Seja S
aregido do IR” limitada por estes trés objetos.
a. Exiba um difeomorfismo entre S e o cilindro Bf‘l (0) x [a,b].
b. Calcule o volume de S em termos de f () e o volume de B{’*l (0) (vocé pode usar o resultado do exercicio acima,
se quiser).

Questao 3 (Valor: 2,0 pontos). Seja A um aberto estrelado em relacdo a origem de R”. Considere a aplicacdo
I:0%(A) — Q'(A) definida por

1 1
I(w) = Z (/0 twiliz(tx)dt> xj, dx;, — </0 tw,-liz(tx)dt> xi,dx;,

1<iy<ir<n

para cada w € O?(A) tal que
Wy = Z wi,i, (x) dxiy A dx;,.
1<ii<ira<n
a. Calcule I(dw) + d(Iw).
b. Conclua que se w é fechada em A entdo ela também é exata em A.

Observacdo 0.1. Definimos o operador I : QO3(A) — O?(A) em sala durante o exame.

Questao 4 (Valor: 3,0 pontos). Considere o operador linear * : Qk(A) — Q”*k(A), onde A é um aberto do R”,
caracterizado da seguinte maneira
Se w = dx; A...\dx; entdo *w é an — k-forma bdsica tal que w A (xw) = dx1 A ... Adx,.

a. Supondo n = 2 determine *(fdx; + gdx;).
b. Supondo n = 3 determine *(fdx; A dxp + gdxy A dxs + hdxz A dxq).
c. Supondo n = 4 e k = 2 mostre que * o x = Id e descreva os autoespacos associados aos autovalores 1 e —1 de .

Questdo 5 (Valor: 2,0 pontos). Sejam w uma 1-forma diferencial em R” e f : R” — R uma funcdo de classe >
que nunca se anula tal que d(fw) = 0.

a. Mostre que w Adw = 0.
b. Discuta a validade a afirmacdo acima para o caso de k-formas em geral.

Questdo 6 (Valor: 2.0 pontos). Sejam w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy € Q'(R?) e 7 : R — R? a proje¢do usual, ou
seja, t(u,v,w) = (u,v). Mostre diretamente que o diagrama abaixo é comutativo.
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BoaA Prova!



