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SOLUCOES PARA UM DOS TIPOS DE PROVA

1. Seja f : R> — R um funcéo e seja (xo,yo) € R?> um

ponto. Considere as seguintes afirmacdes:
(D) Se %(xo,yo) e %(xo,yo) existem, entdo f é con-
tinua em (xg, Yo)-
(IT) Se f ¢é diferencidvel em (xo, yo), entdo %(xo,yo)
e %(xo,yo) existem.
(I Se % e U

%y
(x0,Y0), entdo f é diferencidvel em (xg, y)-

existem em RR? e sdo continuas em

(IV) Se % (x0,yo) existe para todo versor i € R?, en-
tdo f é diferencidvel em (xg, o).

Assinale a alternativa correta.

a. Apenas as afirmacoes (I) e (IV) sdo verdadeiras.
b. Apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras.

c. Apenas as afirmagoes (II), (III) e (IV) sdo verdadei-
ras.

d. Apenas as afirmacoes (I) e (III) sdo verdadeiras.

e. Apenas as afirmacoes (II) e (IV) sdo verdadeiras.

Solugdo. A afirmacéo (I) é falsa, como enfatizado em
aula e no exercicio 1.4 daLista 2.

A afirmacao (II) é verdadeira: as derivadas parci-
ais sdo utilizadas na defini¢do de diferenciabilidade
de uma funcgdo.

A afirmacao (III) é verdadeira: é o teorema que ga-
rante a diferenciabilidade de func¢oes de classe C'.

A afirmacgédo (IV) é falsa, também enfatizado em
aula e ilustrado com o exercicio 5.4 daLista 2.

Resposta correta: b.

2. Suponha que no ponto (xp,yp) € R? a fungéo f :

R? — R tenha derivada direcional %(xo,yo) para
todo versor i € IR%. Assinale a alternativa correta.

a. A funcdo f ndo é necessariamente diferenciavel
em (xo, o) € nem é necessariamente continua em

(x0,%0)-
b. A funcdo f admite necessariamente derivadas

. d
parciais em (xp, yo) e vale a—{; (x0,¥0) = Vf(x0,¥0) -
if para todo versor il € R?.

c. A fungdo f é necessariamente diferencidvel em
(x0,%0)-

d. A fungdo f admite necessariamente derivadas
parciais em (xg, o) e é necessariamente continua

em (X0, o).

e. A funcdo f ndo admite necessariamente derivadas
parciais em (xg, Yo)-

Solugiio. A alterativa a. é a correta. A fungio f : R? —
R dada por

2
ey = {fy (x,y) # (0,0)
0, (x,y) # (0,0).
ndo é continua (e portanto ndo diferencidvel) em
(0,0) e admite derivadas direcionais em (0,0), para
todo versor if € R2.

A alterativa b. é falsa, o exercicio 5.3 da Lista 2 é
um contra-exemplo.

A alterativa c. é falsa, novamente o exercicio 5.4 da
Lista 2/é um contra-exemplo.

A alterativa d. é falsa, pois apesar de as derivadas
parciais existirem (sdo casos particulares da derivada
direcional), a fun¢do nédo precisa ser continua.

A alterativa e. é falsa, pois as derivadas parci-
ais sdo casos particulares das derivadas direcionais,
quando i = €; ou if = é;.

Resposta correta: a.
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3. Seja f : R?\ {(0,0)} — R uma funcio diferenciavel.
Suponha que exista n > 1tal que f(tx, ty) = t" f(x,y)
paratodot # Oe (x,y) € R?>\ {(0,0)}. Entao, para
todo (xo,y0) € R?\ {(0,0)}, vale

nf(xo,Yo)-
n f(xo/yo)

a. (xo,%0) - V£f(xo0,y0) =
b. (xo,y0) - Vf(x0,40) =
- (x0,y0) - V£ (x0,v0)
( ) =
( )

(e

e

x0,Y0) - V f(x0, Y0 f(xofl/o)erof(xo,]/o)-
x0,%0) - Vf(x0,y0) = x3 f(x0,¥0) + y5 f (x0, Y0)-

e.

Solugdo. Para cada (x,y) € R fixado, derivando a ex-
pressao f(tx,ty) = t" f(x,y) em relagdo a t vem que

Vf(tx, ty) - (x,y) = nt" 1 f(x,y), paratodot € R.

Emt =1e (xo,10) obtemos
(x0,y0) - Vf(x0,90) = nf (x0, Y0)-
Resposta correta: a.

4. Seja f : R?> — R a fungao dada por

4 3
flxy) = ; Hz (x,y) # (0,0),
0, (x,y) = (0,0).

Considere as seguintes afirmagdes:
(I) f é continua em (0,0).
() %(0,0) f(O 0) existem.
(Ill) fé diferenc1avel em (0,0).
(Iv) gi (0,0) = V£(0,0) - it para todo versor il € R?.

Assinale a alternativa correta.

a. Apenas as afirmagdes (I), (II) e (IV) sdo verdadei-
ras.

b. Apenas as afirmagdes (I) e (III) sdo verdadeiras.
c. Apenas as afirmagoes (III) e (IV) sdo verdadeiras.
d. Apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras.

e. Apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras.

Solugdo. A afirmacdo (I) é verdadeira, pois, para
(x,y) # (0,0), f é soma de dois produtos de uma
funcédo limitada com uma que tende a zero na ori-
gem, sendo entdo seu limite igual ao valor da funcdo
naquele ponto.

A afirmagdo (II) é verdadeira: segue diretamente
da definigao que £,(0,0) = 0e £,(0,0) = 1.

A afirmagdo (III) é falsa: o limite para testar a dife-
renciabilidade de f na origem é

hA 4k

Lk —0—0h — 1k

im ’
(hk)—(0,0) Vh? +k?
o qual ndo se anula ao longo da curva y(t) = (¢, ).

A afirmacdo (IV) é falsa, basta inspirar-se na curva
que desmente a afirmacdo (III) e considerar o vetor

i = (v/2/2,v/2/2), obtendo %£(0,0) =1 # V22 =
V£(0,0) - if

Resposta correta: e.

5. Suponha que o plano tangente ao gréfico da fungéo
diferencidvel f : R> — R, no ponto (1,1,f(1,1)),
seja dado por z = x +2y — 1. Se a curva y(t) =
(12, V/t,a+bt> +ct®),t > 0, estéd no gréfico de f, entdo

a.a—c=—1
b.a—c=0.
ca—c=1
d.a—c=2.

e.a—c=3.

Solugdo. A hipétese Im(y) C graff implica que

1) F(2,Vt) = a+ bt + cto.
Derivando ambos os lados em relagéo a t obtemos
1
2 Vi(#,Vt) - (2t, —=) = 3bt> + 6ct°.
® VARV

Da equagdo do plano tangente temos que
V£(1,1) = (1,2) e que f(1,1) = 2 (o ponto de tan-
géncia satisfaz a equagdo do plano).

Em ty = 1 as equagoes (I) e () tornam-se

7

a+b+c= 2
b+2c= 1

dondea —c = 1.
Resposta correta: c.

6. Seja f(x,y) uma funcio real de classe C?> em IR? e seja
g(u,v) a fungdo definida por

g(u,v) =uf (u2 + 02, %) , V(u,0) € R? tal que v > 0.

Assinale a alternativa correta. OBS: abaixo, as deriva-
das parciais de g sdo calculadas em (u, v) e as deriva-
das parciais de f sdo calculadas em (1% + 02, 4).

a 28 =0y 4 290 4 g2 OF | 380 4 1%

ou? v dy v 9xdy ox2 T 2oy
g af 29f f Pf | udf

b. 7_4 vay+208xay +4u’ x2 zjlzay'
g of 2

¢ Juoo 205; + 4u ?J ( _214 ) oxoy
Su df _ w2 Pf
v2dy  v3 9y?
d%g of 2 f 2\ of

d. 5.5 205 + dutvgg + (2 %) 3y
O 2 Pf

e aig_4u023f zuzaf +2 Bf

212 af + ud azif
I 9x? v dxdy

T dy " ot gy?”

Solugdo. Aplicando as regra de derivagdo (produto e
cadeia), omitindo os pontos de aplicagdo, obtemos:

1
Qu =f+2ufx+5fy e gv:u(Zfo—%fy).



Derivando mais uma vez, obtemos as derivadas de
segunda ordem de g:

20fy +u (fyy +20 (30fx + 2u (fry + uvfrx)))

uu = 2
2u3 2u u?
Suo = 40 fxx + (2u — ?)fxy - v{y +20fx - v];yy
u (2uvfy + u? fyy + 20° (0fx — 2ufry + 20° frx))

8o = v

Resposta correta: c.

7. Seja f : R> — R um funcio diferencidvel. Suponha
queacurvay(t) = (t3,13),t € R, seja uma parametri-
zacado da curva de nivel f = 8. Suponha que o plano
tangente ao grafico de f no ponto (1,1, f(1,1)) con-
tenha o ponto (2,2,1). Considere os vetores unitarios
ity = (1,0) e il = £(3,4). Entdo 5-(1,1) + 5£-(1,1)
éigual a

12

d. -2
e 105
Solugdo. A equacdo do plano tangente ao grafico de f
no ponto (1,1, f(1,1)) é

LA -1+ (1) -1) -2+ f(1,1) =0.

As informagdes do enunciado nos dizem respecti-
vamente que

f(3£2)=8VteR e f(1,1)+f,(1,1)+7=0,
jaquet=1nosda f(1,1) =8.

Derivando a primeira equagdo em relagdo a t no
ponto tp = 1 a obtemos entdo o sistema:

7

{2fx(1,1)+3fy(1,1) 0
LD+ f(L1) =-7

cuja solugdonos dd V£(1,1) = (—21,14) e, como f é

diferenciavel,

%(1,1) + E%(1,1) — V(1) i+ V(L 1)id)
= Vf- (i +ilp)

1
= 2(-21,14) - (8,4)

112
- =

Resposta correta: a.

8.Seja f : R> — R uma fungio diferencis-
vel. Sabe-se que a reta normal ao grafico de f
no ponto (xo, Yo, f(x0,y0)) € dada por {(3,2,1) +
A(=2,3,1),A € R}. Assinale a alternativa cuja curva
ndo pode ser a curva de nivel de f contendo o ponto

(%0, Y0)-

a. y(t) = (B, 2 +2t+1),t e R

b. y(t) = (sint,cost+1),t € [0,27].
c. v(t) = (P, t3+2t),teR.

d. y(t) = (2tant, t),t €] — /2, 7/2][.
e. 7(t) = (', t* —3),t e R.

Solugio. Das hipéteses dadas no enunciado temos
que V£ (x0,y0) = (2,—3). A curva de nivel de f que
passa por (xg, o) deve ter seu vetor tangente ortogo-
nal ao gradiente neste ponto: V f(xo,10) - 7' (tp) =0,
onde y(ty) = (xp,Y0). Para cada uma das alternati-
vas esta equagdo torna-se:
a. t% —ty—1 = 0,donde tyg = %(1 + \/5), portanto
existem dois pontos dessa curva com a proprie-
dade desejada.

b. 2costy —3sinty = 0, que tem solugdes reais e por-
tanto existem pontos na curva com a propriedade
desejada.

4 2

c. 10t; —9t5

reais.

— 6 = 0, que também tem duas solugdes

d. 4sec?ty—3 =0, que ndo tem solugdes, pois sect >
1, para todo t € R. Isso mostra que ndo existe
vetor tangente a esta curva que seja ortogonal a
V f(x0,Y0), sdo podendo entdo ser uma curva de

nivel de f.
e. 2¢0 — 6ty = 0, que tem duas solugdes reais (use o
TVM e o TVI para ver isso).



	Soluções para um dos tipos de prova

