Um problema de Otimizacao com Restricoes

MAT-2454 — Calculo Diferencial e Integral II — EP-USP

Problema. Dentre todos os pontos (x,y) € R? satisfazendo y?* = x(x + 1)?, determine,
caso exista, aquele mais préximo de (—2,0)]

Antes de atacar diretamente o problema vamos discutir a existéncia da solucdo e tam-
bém porque o méximo dessa distancia ndo existe. Para cada (x,y) € R?, a distancia de
(x,y) a (—2,0) é dada pela fungdo f : R*> — R de expressdo

floy) = (x+2)° +y7
que € claramente diferencidvel. A curva descrita pela restricao
¥ = x(x+ 1)

ndo € limitada, pois x > —1 e, para cada tal x existem dois pontos da curva com essa
abscissa. Assim, apesar da func¢ao f ser continua, o conjunto definido pela restricao nao
é compacto e portanto ndao podemos utilizar o teorema de Weierstrass para garantir exis-
téncia de solucdo para o problema. Devido as consideracdes acima sobre a restricao, a
distancia de um ponto (x,y) da curva ao ponto (—2,0) pode ser arbitrariamente grande.
Por outro lado, o minimo existe, uma vez que restringindo a curva ao interior de bolas
fechadas centradas em (—2,0) temos conjuntos compactos, onde f assume maximo e
minimo. Diminuindo o raio dessas bolas o ponto de minimo obtido é sempre o mesmo.
Denotando por C o conjunto definido pela restricdo do problema, isto é,

C={(xy) < R?: % = x(x+1)2},

podemos escrever C = ¢~1(0), onde ¢ : R? — R é dada por g(x,y) = y*> —x(x + 1) é
uma funcado diferencidvel. Sabemos, do teorema dos multiplcadores de Lagrange, que
uma solucao (xo, yo) para o problema deve satisfazer:

@ {Vf(x0,y0), Vg(xo,10)} élinearmente dependente;
(i) g(xo0,y0) =0.

A primeira condicdo acima pode ser expressa de duas maneiras. Se Vg(xo,y0) # 0
entdo ela equivale a

(0.1) V f(x0,y0) = AV g(x0,y0),

para algum A € R (chamado de multiplicador de Lagrange). Se Vg(xo, o) = 0 em geral
ndo existe tal A (quando existe?) e adependéncia linear entre os gradientes é automatica.

Lembrando que o vetor gradiente de uma funcao a duas varidveis é sempre ortogonal
as suas curvas de nivel vemos, na representacao da Figura[l} que tais gradientes sdo pa-
ralelos no ponto (0,0), pois V£(0,0) = (4,0) e Vg(0,0) = (—1,0) e g(0,0) = 0. Com isso
(0,0) é um candidato a solucdo do nosso problema.

Observe ainda que g(—1,0) = 0e Vg(—1,0) = (0,0), que é linearmente dependente
com Vf(—1,0), e portanto (—1,0) é também um candidato a solucao.
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FIGURA 1. Curvas de nivel de f e g e seus gradientes num ponto critico.

Considerando o problema através do gréfico de f, procuramos o ponto “mais baixo”
ao longo da imagem da curvaT : R — R® dada por

T(t) = (x(t),y(t), f(x(£), y(1))),
onde x(t) e y(t) satisfazem y2(t) = x(¢) (x(t) + 1)2.

FIGURA 2. Visualizando o problema em termos do gréfico de f.

Calculando os valores de f nos candidatos a solu¢do do problema temos
1= f(-1,0) < £(0,0) =2,
2



mostrando que o ponto (—1,0) é a solugao. Tal fato também poderia ser verificado atra-
vés da Figurall]

Neste problema a curva dada pela equacao de restricdao apresenta um “problema”: ela
nao é regular no ponto (—1,0), onde Vb se anula. Escrevendo a condicao sobre a depen-
déncia linear dos gradientes na forma (0.1I), perdemos oponto (—1,0) como candidato a
solucao. De fato, aqui o sistema de Lagrange se escreve

2(x0+2) =—A(xg+1)(Bxg+1
Vf(xo,y0) = AVg(x0,y0) o+2) _ Go )30 +1)
Y5 —xolo+1)? 2o 2w
0 Y5 = xo(x0 + 1)
Se yp # 0 temos A = 1 e a primeira equac¢ao nao tem raizes reais. Logo y = 0 e entdo
a terceira equac¢do da xp = —1 ou xp = 0. O valor xp = —1 torna a primeira equagado

incompativel, portanto o tinico candidato a minimo é (0,0).

A maneira mais geral de representar a dependéncia linear entre dois vetores do plano
¢ dada pelo determinante de suas coordenadas: os vetores v = (4,b) e w = (c,d) sdo
linearmente dependentes se e somente se det(? 5 =). No nosso caso isso corresponde a

fx(x0,v0)  fy(x0,y0) | _ 2(xp +2) 2yo| _
det [gx<xo,yo> gi(xo,yw] =0 = det [_<xo+1><3x0+1> A

ou seja, 4yo(xo +2) + 2yo(xo +1)(3x9g + 1) = 0. O sistema de Lagrange é
{4y0(xo +2) 4+ 2yo(xo+1)(Bxg+1) =0

Y5 — Xo(xo + 1) = 0.
e para yo # 0 temos a primeira equacao sem raizes reais, enquanto que yo = 0 anula a
primeira equacao e nos déd xp = 0 ou xp = —1, produzinho os dois candidatos obtidos

geometricamente na Figural[l]



