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Neste texto daremos uma demonstracéo elementar da existéncia de /a, comn > 1
e a >0, e também de {/a, com a € R en >1 impar.

Comecaremos provando a existéncia de V2, v/a e /a, com a > 0, para reco-
nhecer padroes, e entdo faremos as generalizacdes. Serdo usados apenas o Lema de
Arquimedes (propriedade Arquimediana de R), o Principio do Supremo (completude
de R) e o bindomio de Newton.

Ao longo da redacdo faremos vdrias observagdes motivando o uso do Lema de
Arquimedes: algo como "escolha n € Z., tal que % < #&Ll” nao é imediato a
primeira vista.

Todas as demonstracdes tem aproximadamente a mesma "estrutura", e tentamos
deixar isto evidente.

Por fim, agradeco a professora Zara Abud por revisar as anotagdes iniciais que
deram origem ao presente texto.

*terek@ime.usp.br



Proposicao 1 (Existéncia de \/Q). Existe b € R, tal que b? = 2.

Demonstracdo: Considere o conjunto A = {x € R | x* < 2}. Observe que A # g,
pois 0 € A, e que A é limitado superiormente, por exemplo, por 2. Pelo Principio
do Supremo, existe b = sup.A > 0. Afirmo que deve ser b?> = 2. Pela tricotomia da

relacdo de ordem < em R, € suficiente verificarmos que nédo pode ser b? > 2 e nem
b? < 2.

e Suponha que b%? > 2. Pelo Lema de Arquimedes, existe n € Z-, tal que:

1 bv2-2 1
T_L< TR e b——>0
Dai:
1\? 26 1 2b 1
(b——) =b’——+ 5 >b’—— =0 2b(——)
n
2 _ 2
>b2+2b< be)=b2+2—b2=2)

o que contradiz que b = sup.A, pois teremos que b — ?11 ¢ cota superior de A

1

. _ 2 .
com efeito, se x € A, entdo x2 <2< (b—1)" e com isso x < b — 1, usando
n n

que b—1>0), masb—1<b.

Observacdo 1. A motivacao para a escolha de n € dada pelo seguinte calculo:

V2 b 2 b
Figura 1: Situacdo no caso b? > 2.
1)’ 2b 1 2b 2b 1 b2-2
b——) = -+ > -2 = <2 &= — < ,
n n  n? n n n 2b

onde as desigualdades indicadas em vermelho sdo o que queremos.

e Suponha que b? < 2. Pelo Lema de Arquimedes, existe n € Z-q tal que:

1<2—b2
n 2b+1
Entdo, temos:
1\? 2b 1 2b 1 1
<b+—) =b’+—+ 5 <b'+—+-—=b"+-(2b+1)
n n n n n n
2
b2 _ 2b+1)=b2+2—b%2=2
< +(2b+1)( +1)=b"+ ’

contradizendo que b € cota superior de A, pois temos que b+}1 cAe b+% > b.
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Observacido 2. A motivacao para a escolha de n € dada pelo seguinte calculo:

] V2 b 2
Figura 2: Situacio no caso b? < 2.
1) 2b 1 2b 1 1 1 21
b+—) =b*+ 4+ = <V +—+-=b"+—-(2b+1) <2 &= =~ < :
n n n? n o on n n  2b+1
onde as desigualdades indicadas em vermelho sdo o que queremos.
Concluimos que b? = 2. O



Proposiciao 2 (Existéncia de v/a, a > 0). Seja a > 0. Existe b € R., tal que b? = a.

Demonstracdo: Considere o conjunto A = {x € R | x> < a}. Observe que A # &,
pois 0 € A, e que A € limitado superiormente, por exemplo, por a + 1. Pelo Principio
do Supremo, existe b = sup.A > 0. Afirmo que deve ser b?> = a. Pela tricotomia da
relacdo de ordem < em R, € suficiente verificarmos que néo pode ser b?> > a e nem
b? < a.

e Suponha que b%? > a. Pelo Lema de Arquimedes, existe n € Z- tal que:

1 b2—a
E< T e b——>0
Dali:
1\?2 2b 1 2b 1
(b——) =b’——+ 5 >b*— _b2+2b(——)
n
a — b?
b +2b =b? —b? =
> b" + ( %b ) +a a,

o que contradiz que b = sup.A, pois teremos que b — ?11 ¢ cota superior de A

) 3 2 .
(com efeito, se x € A, entdo x* < a < (b—1)" e com isso x < b — L, usando

que b—1>0), masb—1<b.

Observaciao 3. A motivacao para a escolha de n € dada pelo seguinte calculo:

Figura 3: Situacdo no caso b? > a.

1\? 2b 1 2b 2b 1 b2—
b——) =2 -4 o2 s g = Do g = S < a
n n n? n n n 2b

onde as desigualdades indicadas em vermelho sdo o que queremos.

e Suponha que b? < a. Pelo Lema de Arquimedes, existe . € Z-o tal que:

1 a—b?

n 21

Entéo, temos:

1\? 2b 1 2b 1 1
<b+—) =b’+—+ 5 <b'+—+-—=b"+-(2b+1)
n n n n n n

a— b?
2b+1

<b2+( )(2b+1):b2+a—b2:a,
contradizendo que b € cota superior de A, pois temos que b+}1 cAe b+% > b.
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Observacido 4. A motivacao para a escolha de n € dada pelo seguinte calculo:

Figura 4: Situacdo no caso b? < a.

1\? 26 1 2b 1 1 1

(b + —) =b’+—+ 5 <P+ —4+-=b"+-(2b+1]) <a &= — < —
n n o n n o n n n

onde as desigualdades indicadas em vermelho sdo o que queremos.

Concluimos que b? = a.

Observacdo 5. Note que o argumento é exatamente o mesmo feito na demonstracao
da Proposi¢do 1 - ndo ha nada de especial no nimero 2 aqui. O unico fato relevante
utilizado é que 2 > 0.
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Proposiciao 3. Seja a > 0. Existe b € R., tal que b® = a.

Demonstracdo: Considere o conjunto A = {x € R | x> < a}. Observe que A # &,
pois 0 € A, e que A € limitado superiormente, por exemplo, por a + 1. Pelo Principio
do Supremo, existe b = sup A > 0. Afirmo que deve ser b = a. Pela tricotomia da
relacdo de ordem < em R, € suficiente verificarmos que néo pode ser b®> > a e nem
b3 < a.

e Suponha que b® > a. Pelo Lema de Arquimedes, existe n € Z-, tal que:

1 b*—a 1
T L A
Dat
(b_l)3:b3_3_bz %_izbi%_?’_bz_l
n n nz nd n n
=b3+(3b2+1)(—1)>b3+(3b2+1)<a_—b3)=b3+a—b3=a
n 3b2+1 ’

o0 que contradiz que b = sup A, pois teremos que b — % ¢ cota superior de A

. N 3 .
(com efeito, se x € A, entdo x* < a < (b—1)" e com isso x < b— 1, usando

que b—1>0), masb—1<b.

Observacdo 6. A motivacao para a escolha de n é dada pelo seguinte cdlculo:

Figura 5: Situa¢do no caso b3 > a.

1\? 3b2 3b 1 3b? 1 1 1 b-a
b—— ) =p3- 2 2~ S pd 2 T 3 (3b%41 i e
( n) i R n o n n( +)>a(:)n<3b2+1’

onde as desigualdades indicadas em vermelho sdo o que queremos.

e Suponha que b3 < a. Pelo Lema de Arquimedes, existe n € Z-, tal que:
1 a—bd
— <
n  3b24+3b+1
Entédo, temos:

1\? b2 3b 1 b2 3b 1 1
b+ — :b3+3—+3—+—§b3+3—+3—+—:b3+—(3b2+3b+1)
n n nZ n3 n n n n

a—bd

bt o | (B +3b+1)=b°+a—b’ =
< +(3b2+3b—|—1)( +3b+1) +a a,
contradizendo que b € cota superior de A, pois temos que b+}1 cAe b+% > b.
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Observaciao 7. A motivacao para a escolha de n € dada pelo seguinte calculo:

Figura 6: Situagédo no caso b3 < a.

1\° 3b2 3b 1 3b2 3b 1
(b+—> el i e el i e e
n n n n n n n

1 1 b3
—b'+ (3074 3b+ 1) <a & < a

n  3b2+3b+1
onde as desigualdades indicadas em vermelho sdo o que queremos.

Concluimos que b3 = a.



Algumas desigualdades:

e Paran =2:

e Paran=3:

n n nZ ns n ns
32 1
>pd - — — =1p° (3b% +1)
n n
e Paran=14
1\* 4b3  6b%2 4b 1 4b3  4b
b—— ] =b*——+ — - 4+ —=>bt—— - —
n n n? nd nt n ns
4% 4 1
zb‘*—i——b b* — = (4b° + 4b)
n n n
e Paran=35
1\° 4 103  10b? 1 41002 1
b1 :b5—5b+0b—0b @__ b5—£—ﬂ——
n n n? ns3 nt nd n ns nd
41002 1
2b5—&—0—b——:b (5b% 4 10b? + 1)
n n n

A ideia para verificarmos as desigualdades acima se resumiu a eliminar os termos
positivos, e usar que:

1 1 1 1
n>l =n">n —= —< - —= ——>—— VYmecZy.
nm n nm n

Por fim, agrupando termos pares e impares temos:

n [n/2] [(n+1)/2] ‘
Z < )bn i bn‘l‘Z ( )bn i —b" + Z (21>bn 21_|_ Z (21_1> (2171))

i=0

onde |-| é a fungao piso.



Proposicdo 4 (Existéncia de /a, a > 0, n € Z-q). Sejam a > 0 e n € Z-,. Existe
b € R, tal gue b™ = a.

Demonstracao: Considere o conjunto A = {x € R | x™ < a}. Observe que A # I,
pois 0 € A, e que A € limitado superiormente, por exemplo, por a+ 1. Pelo Principio
do Supremo, existe b = sup.4 > 0. Afirmo que b™ = a. Pela tricotomia da relacdo de
ordem < em R, € suficiente verificarmos que nédo pode ser b™ > a e nem b"™ < a.

e Suponha que b™ > a. Pelo Lema de Arquimedes, existe k € Z- tal que:

b" — 1
Ca, (& b—E>0,

1<
k

onde C = Y /2 ([ m )pr-2-D Assim, temos:

1\N" & (), . (D
(t=%) -2 ()

i=0
2 o Mmoo o
=0t ; (21)bn Y ; (21—1)bn s
>bn_un+zn/2J ( n )bn—(Zi—l) 1
— \2i—1 K21
[(n+1)/2]

1 n .
>pt— = bn7(2171)
2o 3 ()

i=1

L1 N a—>b"

=b"—b"+a=aq,

o que contradiz que b = sup A, pois b — % ¢ cota superior de A (com efeito, se

x € A, entao x* < a < (b—1)", e dal x < b— 1, usando que b — % > 0), mas
b—1>b.

Observacdo 8. A motivacao para a escolha de k é dada pelo seguinte calculo:

Figura 7: Situacdo no caso b™ > a.



" « (M) (D
<b_E) —§(i)b o

1=

[(n+1)/2]

/2] 1 n 1
n n-2i_~ n—(2i-1)
=b"+ E ( )b Z (21 — 1)b k-l

(n+1)/2]

L(TH'U/ZJ n 1 1 L n
> b‘rL - bTL*(Zi*I) : > bn - bn7(2i71)
) (21_1) ez L (57

i=1

>a<;)1< b"—a
T (n+1)/2
k ZLJr/J( )bn (2i—1)

onde as desigualdades indicadas em vermelho sdo as que queremos.

e Suponha que b™ < a. Pelo Lema de Arquimedes, existe k € Z- tal que:

1 a—b"

xS ¢

onde C=)1, (})b™' Com isto, temos:

1 " - Tll n n1
(b+E> :§(1>b =D +Z< )b
n = n nfil_ n 1 . n n—i
<b"+ (i)b L =b +EZ(i)b

i=1 i=1

e portanto b +% € A, contradizendo que b € cota superior de A, pois b +% > b.

Observacao 9. A motivacao para a escolha de k é dada pelo seguinte calculo:

b+ l (’h . l’,

L o L o L

] v b i

S Lot {1 S

Conclutmos que b™ =a
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Proposicdo 5 (Existéncia de {/a, a € R, n € Z-, impar). Sejam a € R e n € Z-,,
impar. Existe b € R tal que b" = a.

Demonstracao: Se a = 0, o resultado € trivial e basta tomar b = 0. Se a > 0, o
resultado ja foi provado. Se a < 0, entdo —a > 0, e pela Proposicédo 4 existe b* € R
tal que (b*)™ = —a. Como n é {mpar, temos que (—1)" = —1. Assim:

()" =—a = a=—(b")" = (-1)*(b")" = (=b")",

de modo que b := —b* verifica b™ = a. O]
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