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IDENTIFICACAO

Nome: NUSP:

INSTRUCOES

1. Ndo é permitido portar celular (mesmo desligado) durante o exame. Sobre a carteira deixe
apenas ldpis, borracha, caneta e um documento de identificagiio com foto. Mochilas, blusas e de-
mais pertences devem permancer a frente da sala, juntamente com os celulares (ndo custa
repetir) e demais aparelhos eletrdnicos, que devem estar desligados.

2. Preencha a tinta, e de maneira legivel, todos os campos desta pagina.

3. Esta prova tem duracdo maxima de 2 horas. A entrega da prova e saida da sala s6 é permi-
tida ap6s 10:40.

4. Utilize, se necessdrio, as folhas seguintes (exceto a dltima) para rascunho.

5. Folha de respostas (tiltima): Preencha, a tinta e completamente, os campos daquela folha.
Deixe as tltimas colunas em branco, caso seu ndmero USP tenha menos de 8 digitos. Isto
deve ser feito antes da assinatura da lista de presenca. Evite erros nesse momento.

6. Assinale, com atenc¢do, apenas uma alternativa por questdo, preenchendo completamente
o alvéolo. Em caso de erro, o que deve ser evitado, assinale também a alternativa que
julgar correta e indique expressamente qual delas deve ser considerada na prépria folha de
respostas.

7. Ndo havera tempo adicional para transcri¢do das alternativas dos testes para a folha de
respostas.

8. Nao destaque nenhuma folha de sua prova.

Assinatura:

BoA PrROVA!
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Para os testes[I|e[2| considere a fungio

2
) — g e # 00,

0, se(x,y)=(0,0).

Teste 1 [FuncA1]l Seja ii = (v2/2, —v2/2). Considere as seguintes afirmagdes:
(I) f admite derivadas parciais em (0,0) e V£(0,0) = (0,0).
(II) f ndo admite derivadas parciais em (0,0).
@ 2£(0,0) = ¥2.

av) 2%(0,0) =o.

V) %(0,0) = — L.

il

—~

Sao verdadeiras apenas as afirmacdes:

(I) e (II0).
D) e (IV).
C| (1) e (IV).
@) e (V).
(

E| (I) e (I1D).

[= & [0 [=] I

Solugdo: Pelas defini¢des de derivadas parciais e derivada direcional, temos

o (0)0) 21im LD SO0 _

ox t—0 t
of _ o f(O1) —£(0,0)
5y00) =i FO L0 <o

afOO i f(#,—#)—f(o,())
ﬁ(' )_ti’% t =0t 4 %+§_tl—%t4+2t2_ 2

18V2 1 . N2 V2
m-—= lim —— = ~=

Logo, apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo verdadeiras.
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Teste 2 [FuncA2] E correto afirmar que:

B / ¢ continua em R2, mas néo é diferencidvel em RR2.

f é diferencidvel em R?, mas nao é de classe C! em R?.

f é de classe Cl em R?, mas nao é de classe C2 em R2.

[D] f é de classe C? em R2.

f néo é continua em (0, 0).
Solugio: f é continua em R? \ {(0,0)}, como quociente de duas fungdes continuas. Note que f
também é continua em (0, 0), pois

. . la
con Y = () o0 2 =

——

limitada

No entanto, f ndo é diferencidvel em (0,0). Basta observar que
) "
9L (0,0) # 0= (V£(0,0), 1),

onde i é o vetor do teste anterior.

Para os testes 3| e[| considere a fungio

2

kg 2 L s e o) £00)

0, se(x,y)=(0,0).
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Teste 3 [FuncB1] Seja il = (—Vv2/2,v2/2). Considere as seguintes afirmagdes:

(I) f admite derivadas parciais em (0,0) e V£(0,0) = (0,0).

(II) f ndo admite derivadas parciais em (0,0).

@ 2£(0,0) = ¥2.
av) 2%(0,0) =o.
V) %(0,0) = —£L.

Sdo verdadeiras apenas as afirmagoes:

D e (V).
(1) e (IID).
C|] (@) e (V).
(ID) e (IV).
(1) e (V).

= © [0 [=] i

E

Solugdo: Pelas defini¢des de derivadas parciais e derivada direcional, temos

a t—)O t !

of _ . f(0,t) = £(0,0)

5y (0/0) =lim === =0,
9 0,0) -1 f( %Tf) f(O’O)—l' 18V2 1
5700 = lim ; =P E oEge

Logo, apenas as afirmagdes (I) e (V) sdo verdadeiras.
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Teste 4 [FuncB2] E correto afirmar que:

B / ¢ continua em R2, mas néo é diferencidvel em RR2.

f é diferencidvel em R?, mas nao é de classe C! em R?.

f é de classe Cl em R?, mas nao é de classe C2 em R2.

[D] f é de classe C? em R2.

f néo é continua em (0, 0).
Solugio: f é continua em R? \ {(0,0)}, como quociente de duas fungdes continuas. Note que f
também é continua em (0, 0), pois

. . la
con Y = () o0 2 =

——

limitada

No entanto, f ndo é diferencidvel em (0,0). Basta observar que

9 (0,0) £0 = (V£(0,0), @),

il

onde i é o vetor do teste anterior.
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Teste 5 [pltgl]l Seja f: R? — R uma funcdo diferencidvel satisfazendo

f(t2,263) =1+ e’ 1, para todo f € R.

Sabendo que % (1,2) = 4, uma equagdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,2, f(1,2))

2

e

-4x—y—z:0.
Bl 4x+y—z—4=0.
[Cl4x —2y—z+2=0.
D] 4x+2y —z—6=0.
[E] 4x —z—2=0.

Solugdo: Derivando a igualdade dada em relagdo a f e usando a Regra da Cadeia, obtemos

% 2 5,3 2% 2 53\ _ 21
tax(t,Zt)+3t ay(t,Zt)fte ,VteR.

Fazendo t = 1 e substituindo %(1,2) = 4, deduzimos que

of _ of .
4+3@(1,2)_1 = ay(1,2)_ 1.

Como f(1,2) = 1+ e¢'~! = 2, 0 plano procurado tem equagao

z=244(x-1)-(y—2) <= 4x—y—z=0.
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Teste 6 [p1tg2] Seja f: R? — R uma funcdo diferencidvel satisfazendo

f(t2,263) =1+ e’ 1, para todo f € R.

Sabendo que % (1,2) =1, uma equagdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,2, f(1,2))

2

e

W2-—y+z-2=0

B] 2x+y—z—2=0.
x—y+z—1=0.
D] x+y—z—-1=0.
[E]y—z=0.

Solugdo: Derivando a igualdade dada em relagdo a f e usando a Regra da Cadeia, obtemos

% 2 5,3 2% 2 53\ _ 21
tax(t,Zt)+3t ay(t,Zt)fte ,VteR.

Fazendo t = 1 e substituindo %(1,2) =1, deduzimos que

of B af A\
a(1,2) +3=1 = g(l,z) =52

Como f(1,2) =1+ e¢'~! = 2, 0 plano procurado tem equagio

z=2-2(x—-1)4+(y—2) <= 2x—y+z—2=0.
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Teste 7 [p1tg3] Seja f: R? — R uma funcdo diferencidvel satisfazendo

f(23,12) =1+ e’ 1, para todo f € R.

Sabendo que % (2,1) =1, uma equagéo do plano tangente ao grafico de f no ponto (2,1, (2,1))

2

e

M 2-zr2=0

x+2y—z—-2=0.
x—y—z+1=0.
D] x+y—z—-1=0.
x—z=0.

Solugdo: Derivando a igualdade dada em relagdo a f e usando a Regra da Cadeia, obtemos
of of 2_
2 3 2 342 -1
217, t7) + t=—(2 = teR.
3t ax( ) ay( £°,1°) =t T, Vt e

Fazendo t = 1 e substituindo %(2, 1) = 1, deduzimos que

of _ of \
3+ @(2,1) =1 = @(1,2) =2,

Como f(2,1) = 1+ e'~! = 2, 0 plano procurado tem equagao

z=24+(x-2)-2(y—1) < x—2y—z+2=0.

Tipo 1 : Pagina 9 de @]\




Teste 8 [pltga] Seja f: R? — R uma funcdo diferencidvel satisfazendo

f(23,12) =1+ e’ 1, para todo f € R.

Sabendo que % (2,1) = 4, uma equagdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (2,1, f(2,1))

2

e

[ | x—4y+z=0.
x+4y—z—-4=0.
2x —4y+z—-2=0.
D] 2x +4y —z— 6 =0.
[E] 4y —z = 0.

Solugdo: Derivando a igualdade dada em relagdo a f e usando a Regra da Cadeia, obtemos
of of 2_
2 3 2 342 -1
217, t7) + t=—(2 = teR.
3t ax( ) ay( £°,1°) =t T, Vt e

Fazendo t = 1 e substituindo %(2, 1) = 4, deduzimos que

of _ of \
35-(12) +4=1 = 3-(1,2) =1

Como f(2,1) =1+ ¢'~! = 2, 0 plano procurado tem equagio

z=2—(x—2)4+4(y—1) <= x—4y+2z=0.
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Teste 9 [nivnabl] Seja f: R> — R uma fungéo de classe C! tal que V£(1,1) = (1,1). Sabendo
que exatamente uma das curvas abaixo tem imagem contida na curva de nivel de f que contém
(1,1), assinale a alternativa que contém tal curva.

) = (t,1/t),t €10, +o0l.

) = (sect,tant+1),t € |-%, 5.
t) = (cost+1,sint),t € R.

) = (

) = (

= (t,Int+1),t €0, +ool.
£3,1),t € R.

Solugdo: Sabemos que o gradiente de f no ponto P = (1,1) deve ser normal a curva de nivel de
f que contém P. Neste caso, a curva procurada deve satisfazer

(7' (to), (1,1)) =0,

onde t( é tal que y(to) = P. A tnica curva fornecida nas alternativas que satisfaz esta propriedade

e
y(t) = (t,1/t),t €0, +o0].

Com efeito, y(1) = Pe /(1) = (1,—1) L (1,1), como desejado.

Teste 10 [nivnab2] Seja f: R> — R uma funcio de classe C! tal que V£(1,1) = (1,0). Sabendo
que exatamente uma das curvas abaixo tem imagem contida na curva de nivel de f que contém
(1,1), assinale a alternativa que contém tal curva.

B (t) = (secttant+ 1), te =%z
Y(£) = (1,1/1),t € 10, +o0[.

v(t) = (cost 4+ 1,sint),t € R.

D] y(t) = (t,Int+1),t € |0, 4o0].

y(t) = (1), +€ R.

Solugdo: Sabemos que o gradiente de f no ponto P = (1,1) deve ser normal a curva de nivel de
f que contém P. Neste caso, a curva procurada deve satisfazer

(7'(to), (1,0)) =0,

onde t( é tal que y(to) = P. A tnica curva fornecida nas alternativas que satisfaz esta propriedade

é
T
y(t) = (sect, tant +1),t € }—E,E[.

Com efeito, y(0) = P e 7'(0) = (sec0 - tan0,sec?0) = (0,1) L (1,0), como desejado.
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Teste 11 [nivnab3] Seja f: R> — R uma funcdo de classe C! tal que V£(1,1) = (0,1). Sabendo
que exatamente uma das curvas abaixo tem imagem contida na curva de nivel de f que contém
(1,1), assinale a alternativa que contém tal curva.

t
t
t
t
t

(cost+1,sint),t € R.

(sect,tant+1),te |-F, 5.
(t,1/t),t € ]0,4o0l.
(
(

t,Int+1),t € 10,400
£3,1),t € R.

= &) [o] [=] W
QDR R =R =

(t)
(t)
(t)
()
(t)

Solugdo: Sabemos que o gradiente de f no ponto P = (1,1) deve ser normal a curva de nivel de
f que contém P. Neste caso, a curva procurada deve satisfazer

(7' (t0),(0,1)) =0,

onde t( é tal que y(to) = P. A tnica curva fornecida nas alternativas que satisfaz esta propriedade

2

é
y(t) = (cost+1,sint),t € R.

Com efeito, y(/2) = Pe /' (n/2) = (—sinmt/2,cos t/2) = (—1,0) L (0,1), como desejado.

Teste 12 [nivnab4] Seja f: R* — R uma fungao de classe C' tal que Vf(1,1) = (1, —1). Sabendo
que exatamente uma das curvas abaixo tem imagem contida na curva de nivel de f que contém
(1,1), assinale a alternativa que contém tal curva.

Y(t) = (t,Int +1),t € |0, +e].

v(t) = (cost +1,sint), t € R.

v(t) = (secttant +1),t € |-%, 5.
y(t) = (t,1/t),t€]0,+o0l.

(1) = (3, 1), FE R.

Solugdo: Sabemos que o gradiente de f no ponto P = (1,1) deve ser normal a curva de nivel de
f que contém P. Neste caso, a curva procurada deve satisfazer

(7'(to), (1,=1)) =0,

onde t( é tal que y(to) = P. A tnica curva fornecida nas alternativas que satisfaz esta propriedade

2

e

C

S@REN

)=
) =
)=
) =
)_

y(t) = (t,Int+1),t € ]0,+oo].
Com efeito, y(1) = Pe /(1) = (1,1) L (1,—1), como desejado.
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Teste 13 [part1] Um ponto P se desloca, a partir do ponto (—1,3), no plano xy. A trajetéria de P
é parametrizada pela curva

v(t) = (ae' +be !, cet +de "), t € [0, 4o0],

onde 4, b, ¢, d sdo constantes reais. Suponha que a diregdo e o sentido do vetor tangente a trajetéria
de P no instante + = 0 sejam aqueles de maior crescimento da fungdo f(x,y) = xy no ponto
(—1,3). Sabendo que ||7/(0)|| = v/10, em qual ponto P cruza o eixo Oy?

S S
NN
SRS

~

ENSEIEN
o
ERS

=
(ew]
s

Solugdo: A diregdo e o sentido de maior crescimento de f em (—1,3) sdo os mesmos do vetor
Vf(—1,3) = (3,—1). A hipétese sobre 7 implica que existe um ntimero real A > 0 tal que
7'(0) = A(3,—1) e, portanto,

~

V10 = |4/ (0)]| = A3, ~1)|| =AV10.
Isto significa que A = 1 e/ (0) = (3, —1). Por outro lado, sabemos que

Y(0) = (a+b,c+d) =(-1,3),
7' (0) = (a—b,c—d) = (3,-1).

Resolvendo o sistema, obtemosa =c=1,b = =2 ed = 2, ou seja,
() = (ef —2e7!, et +2¢71).

A primeira coordenada se anula apenas em ty = In /2. A segunda coordenada, calculada em t,
vale 21/2.

Tipo 1 : Pagina 13 de @]\




Teste 14 [part2] Um ponto P se desloca, a partir do ponto (—1,5), no plano xy. A trajetéria de P
é parametrizada pela curva

v(t) = (ae' +be !, cet +de "), t € [0, 4o0],

onde 4, b, ¢, d sdo constantes reais. Suponha que a diregdo e o sentido do vetor tangente a trajetéria
de P no instante + = 0 sejam aqueles de maior crescimento da fungdo f(x,y) = xy no ponto
(—1,5). Sabendo que ||7/(0)|| = v/26, em qual ponto P cruza o eixo Oy?

N
NN
SR
— =

o ElE)
N

|

N
BRSE
N—

~

ENSEIEN
A/\:a/\/\
5

=
(ew]
s

Solugdo: A diregdo e o sentido de maior crescimento de f em (—1,5) sdo os mesmos do vetor
Vf(—1,5) = (5,—1). A hipétese sobre 7 implica que existe um ntmero real A > 0 tal que
7'(0) = A(5,—1) e, portanto,

~

V26 = [/ (0)]| = All(5, ~1)| =AV26.
Isto significa que A = 1 e/ (0) = (5, —1). Por outro lado, sabemos que

¥(0) = (a+b,c+d) =(-1,5),
7' (0) = (a—b,c—d) = (5-1).
Resolvendo o sistema, obtemosa =c =2,b = =3 ed = 3, ou seja,
Y(t).= (2¢" —3e7!,2¢! +3¢e71).
V3

A primeira coordenada se anula apenas em fy = In ¥2. A segunda coordenada, calculada em ¢,

V2
vale 21/6.
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Teste 15 [part3] Um ponto P se desloca, a partir do ponto (1, —3), no plano xy. A trajetéria de P
é parametrizada pela curva

v(t) = (ae' +be !, cet +de "), t € [0, 400],

onde 4, b, ¢, d sdo constantes reais. Suponha que a diregdo e o sentido do vetor tangente a trajetéria
de P no instante + = 0 sejam aqueles de maior crescimento da fungdo f(x,y) = xy no ponto
(1, —3). Sabendo que ||7/(0)|| = v/10, em qual ponto P cruza o eixo Oy?

(=]
N
|
N
S
~—

S
NN

DD

—

ENSEIEN
ATO\A/\/\
o
&

=
(ew]
s

Solugdo: A diregdo e o sentido de maior crescimento de f em (1, —3) sdo os mesmos do vetor
Vf(1,-3) = (—3,1). A hipétese sobre 7 implica que existe um ntimero real A > 0 tal que
7'(0) = A(=3,1) e, portanto,

~

V10 = |4/ (0)]| = A(=3,1)|| =AV10.
Isto significa que A = 1e 7/ (0) = (—3,1). Por outro lado, sabemos que

v(0) = (a+b,c+d) =(1,-=3),
7' (0) = (a—b,c—d) = (=3,1).

Resolvendo o sistema, obtemosa =c = —1,b =2ed = —2, ou seja,
Y(t) = (—e' +2e7F, —et —2e71).

A primeira coordenada se anula apenas em ty = In /2. A segunda coordenada, calculada em t,
vale —2+/2.
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Teste 16 [part4] Um ponto P se desloca, a partir do ponto (1, —5), no plano xy. A trajetéria de P
é parametrizada pela curva

v(t) = (ae' +be !, cet +de "), t € [0, 400],

onde 4, b, ¢, d sdo constantes reais. Suponha que a diregdo e o sentido do vetor tangente a trajetéria
de P no instante + = 0 sejam aqueles de maior crescimento da fungdo f(x,y) = xy no ponto
(1,—5). Sabendo que ||7/(0)|| = v/26, em qual ponto P cruza o eixo Oy?

o O
5
[
NN
55

S—

~

OPO
S NN
S
S S
N~—  ~—

[= & [0 [=]

~

Solugdo: A diregdo e o sentido de maior crescimento de f em (1, —5) sdo os mesmos do vetor
Vf(1,—5) = (—5,1). A hipétese sobre 7 implica que existe um ntimero real A > 0 tal que
7'(0) = A(—5,1) e, portanto,

V26 = [[7/(0)] = All(=5,1)| =AV26.
Isto significa que A =1 e/ (0) = (—5,1). Por outro lado, sabemos que

¥(0) = (a+b,c+d) =(1,=5),
7' (0) = (a—b,c —d) = (=5,1).
Resolvendo o sistema, obtemos a = ¢ = —2,b =3ed = —3, ou seja,
Y(t) = (=2¢' +3e7!, —2¢ —3e7F).
V3

A primeira coordenada se anula apenas em fy = In ¥2. A segunda coordenada, calculada em f,

V2
vale —2+/6.
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Teste 17 [cadeial] Seja f: R? — R, f = f(x,y) uma fungao de classe C?. Considere g: R> — R
dada por
g(u,0) = uf(u® + %, uv).
d d P P P
Sabendo que (2, ~1) = 2,%(2,—1) =-2,20(2,-1) = 1,#(2,—1) —4de ay—aﬁ(z,—l) =00

2
valor de 2£(—1,1) &

B 8. —16. D] -s. 0.

Solugdo: Derivando g em relacdo a u usando a Regra da Cadeia, obtemos

a—g(u,v) = f(u® 4 0%, uv) +u Zu%(u2+02,uv) +0

of (2. 2
o gy (u”+v°,uv)| .

dy

Usando novamente a Regra da Cadeia e lembrando que, pelo Teorema de Schwarz, as derivadas
parciais mistas de f coincidem, concluimos que

aavzagu (u,v) = 20%@12 + 0%, uv) + Zugjyc(u2 + 0%, uv)
+ 4u20327]; (u? + 0%, uv) + u2v%}2€(u2 + o2, uv)
+ 2u(u® + vz)aa;(,;;(uz +0%, uv).
Fazendo (u,v) = (—1,1) e substituindo os valores. fornecidos no enunciado, resulta
aizgu (-1,1) = 16.
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Teste 18 [cadeia2] Seja f: R? — R, f = f(x,y) uma fungao de classe C?. Considere g: R> — R
dada por
g(u,0) = uf(u® + %, uv).

Sabendo que (2, ~1) = 2,%(2,-1) = -2, 34 (2,-1) = 1,‘;27{(2,—1) —depf(2-1)=00

7 9x2

2
valor de £ (1, -1) &

B - 16. 8. D] -s. 0.

Solugdo: Derivando g em relacdo a u usando a Regra da Cadeia, obtemos

a—g(u,v) = f(u® 4 0%, uv) +u Zu%(u2+02,uv) +0

of (2. 2
o gy (u”+v°,uv)| .

dy

Usando novamente a Regra da Cadeia e lembrando que, pelo Teorema de Schwarz, as derivadas
parciais mistas de f coincidem, concluimos que

aavzagu (u,v) = 20%@12 + 0%, uv) + Zugjyc(u2 + 0%, uv)
+ 4u20327]; (u? + 0%, uv) + u2v%}2€(u2 + o2, uv)
+ 2u(u® + vz)aa;(,;;(uz +0%, uv).
Fazzendo (u,v) = (1,—1) e substituindo os valores. fornecidos no enunciado, resulta
aiaé;(—l,l) = —16.

Teste 19 [dircres1] Suponha que a fungdo T: R?\ {(0,0)} — R dada por

1

T(x,y) = m

represente uma distribuicdo de temperatura em R? \ {(0,0)}. Considere uma particula sobre o
ponto P =(1,2). A dire¢do e o sentido de maior crescimento da temperatura desta particula sdo
os mesmos do vetor:

B -2 (1,2). (—1,2). D] (1,-2). (1,1).

Solugdo: O gradiente de T em um ponto (x,y) # (0,0) é

VT(xy) = - (x,y),

(X2 + y2)2

que tem a mesma diregdo de (x,y) e sentido oposto ao de (x,y). Logo, a diregdo e o sentido de
maior crescimento de T em (1,2) sdo os mesmos do vetor (—1, —2).
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Teste 20 [dircres2] Suponha que a fungdo T: R?\ {(0,0)} — R dada por

1

T(x,y) = m

represente uma distribuicio de temperatura em IR? \ {(0,0)}. Considere uma particula sobre o
ponto P = (—1,—2). A diregdo e o sentido de maior crescimento da temperatura desta particula
sdo os mesmos do vetor:

B 2. (-1,-2). (—1,2). D] (1,-2). (1,1).

Solugdo: O gradiente de T em um ponto (x,y) # (0,0) é

VT(x,y) = AT (x,y),

que tem a mesma diregdo de (x,y) e sentido oposto ao de (x,y). Logo, a diregdo e o sentido de
maior crescimento de T em (—1, —2) sdo os mesmos do vetor (1,2).

Teste 21 [dircres3] Suponha que a fungdo T: R?\ {(0,0)} — R dada por

1

T(x,y) = m

represente uma distribuicio de temperatura em IR? \ {(0,0)}. Considere uma particula sobre o
ponto P = (1,—2). A direcdo e o'sentido de maior crescimento da temperatura desta particula
sdo os mesmos do vetor:

B -12. (1,2). (-1,-2). D] (1,-2). (1,1).

Solugdo: O gradiente de T em um ponto (x,y) # (0,0) é

VT(xy) = - (x,y),

(x2 +12)2

que tema mesma direcdo de (x,y) e sentido oposto ao de (x,y). Logo, a diregdo e o sentido de
maijor crescimento de T em (1, —2) sdo os mesmos do vetor (—1,2).
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Teste 22 [dircres4] Suponha que a fungdo T : R? \ {(0,0)} — R dada por

1

T(x,y) = m

represente uma distribuicio de temperatura em IR? \ {(0,0)}. Considere uma particula sobre o
ponto P = (—1,2). A diregdo e o sentido de maior crescimento da temperatura desta particula
sdo os mesmos do vetor:

B 1-2. (-1,2). (1,2). D] (-1,-2). (1,1).

Solugdo: O gradiente de T em um ponto (x,y) # (0,0) é

VT(x,y) = AT (x,y),

que tem a mesma diregdo de (x,y) e sentido oposto ao de (x,y). Logo, a diregdo e o sentido de
maior crescimento de T em (—1,2) sdo os mesmos do vetor (1, —2).

Teste 23 [grad1] Seja f: R> — R uma fungao diferencidvel. Sabe-se que o gréfico de f contém
as imagens das curvas a(f) = (tz, t, —% + %) ,t €R,ep(u) = (u L g4 1) ,u > 0. Nestas

TG
condigdes, o gradiente de f em (1,1) é paralelo ao vetor:

W - (2,4). (2,-8). D] (26). (2, —4).

Solugdo: Derivando

emt =1eu = 1, respectivamente, obtemos

2+ %01 =- 1,

ox ay
of f 11—
a(l,l) - @(1,1) =4

Isto implica que Vf(1,1) = (1, —3), que é paralelo ao vetor (2, —6).
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Teste 24 [grad2] Seja f: R?> — R uma funcéo diferencidvel. Sabe-se que o gréfico de f contém
as imagens das curvas a(t) = (,t,t* —1),t € R, e B(u) = (u 1 —% + %) ,u > 0. Nestas

ru’
condigdes, o gradiente de f em (1,1) é paralelo ao vetor:

B 4. (2,-6). (2,-8). D] (2,6). (2, —4).

Solugdo: Derivando

f(£2,1) = t* -1,

2 u
fwl/u)=—=+5

emt =1eu =1, respectivamente, obtemos

21,1+ Y 1,1y =4,

ox oy
of f 11y
5(1,1) - @(1,1) =-1

Isto implica que Vf(1,1) = (1,2), que é paralelo ao vetor (2,4).

Teste 25 [grad3] Seja f: R> — R uma fungao diferencidvel. Sabe-se que o gréfico de f contém
as imagens das curvas a(t) = (t2,t,—*+1),t € R, e p(u) = (u 15— 1) ,u > 0. Nestas

’u’

condicdes, o gradiente de f em (1, 1) é paralelo ao vetor:

B 2-s. (2,4). (2,-6). D] (2,6). (2, —4).

Solugdo: Derivando

F(£2,8) = =2 41,
flu,1/u) =u’ —1

emt = 1eu = 1, respectivamente, obtemos

21,1+ Y1) = -2,

ox oy
of f 11y =
5(1,1) - @(1,1) =5.

Isto implica que Vf(1,1) = (1, —4), que é paralelo ao vetor (2, —8).
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Teste 26 [grad4] Seja f: R?> — R uma funcéo diferencidvel. Sabe-se que o gréfico de f contém
as imagens das curvas a(t) = (2, —1),t € R, e f(u) = (u 1 —u2+1) ,u > 0. Nestas

T u’
condigdes, o gradiente de f em (1,1) é paralelo ao vetor:

B o). (2,-8). (2,4). D] (2,-6). (2, —4).

Solugdo: Derivando

f(2 1) =1 -1,
fu,1/u) = —u®+1

emt =1eu =1, respectivamente, obtemos

zg(1,1)+g(1,1) =5,

ox oy
of f 11y =
g(l,l) - @(1,1) =-2.

Isto implica que Vf(1,1) = (1,3), que é paralelo ao vetor (2,6).

Teste 27 [elet1] A intensidade de um campo elétrico no plano xy é dada por uma funcéo difer-
encidvel E: R?> — R. Uma particula de prova passeia ao longo da curva (t) = (t? +1,3t),t €
[0, +00[. Sabendo que 9£(2,3) = 6 e 3—5(2,3) = —2, a taxa de variagdo da intensidade do campo
que a particula experimenta no instante’ t = 1 de seu movimento é de:

B s 10. —6. [D] —10. 0.

Solugdo: Considere a fungdo h: [0, +c0[— R dada por
h(t) = E(y(t)) = E(#? +1,3t).

Pela Regra da Cadeia,
oE oE
W(t)=2t=—(*+1,3t) +3-— (¥ + 1,3t
() =205 ( +1,30) +35(# +1,31),

para todo t > 0. Fazendo t = 1 e substituindo os dados do enunciado, obtemos #'(1) = 6.
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Teste 28 [elet2] A intensidade de um campo elétrico no plano xy é dada por uma funcéo difer-

encidvel E: R> — R. Uma particula de prova passeia ao longo da curva (t) = (t? +1,3t),t €

[0, +00[. Sabendo que 9E(5,6) =4 e 3—5(5, 6) = —2, a taxa de variacdo da intensidade do campo

que a particula experimenta no instante f = 2 de seu movimento é de:

B o 6. —6. [D] —10. 0.
Solugdo: Considere a fungéo h: [0, +oc0[— R dada por
h(t) = E(y(t)) = E(t? +1,3t).
Pela Regra da Cadeia,
W (t) = 2t%§(t2 +1,3t) + 335(# +1,3t),

para todo t > 0. Fazendo t = 2 e substituindo os dados do enunciado, obtemos /’'(2) = 10.

Teste 29 [elet3] A intensidade de um campo elétrico noplano xy é dada por uma fungéo difer-

encidvel E: R> — R. Uma particula de prova passeia ao longo da curva y(t) = (#> + 1,3t),t €

[0, +co[. Sabendo que 3—5 (10,9) =3e ‘3—5 (10,9) = —8, a taxa de variagdo da intensidade do campo
que a particula experimenta no instante t = 3 de seu movimento ¢é de:

B - 10. 6. [D] —10. 0.

Solugdo: Considere a fungdo h: [0,4c0[— R dada por
h(t) = E(y(t)) = E(#* +1,3t).

Pela Regra da Cadeia,
oE oE
/ _ 2 2
Wi(t) = Ztax (t“+1,3t) +3ay (t°+1,3t),

para todo t > 0. Fazendo t = 3 e substituindo os dados do enunciado, obtemos n (3) = —6.
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Teste 30 [elet4] A intensidade de um campo elétrico no plano xy é dada por uma funcéo difer-
encidvel E: R> — R. Uma particula de prova passeia ao longo da curva (t) = (t? +1,3t),t €
[0, +co[. Sabendo que Z%(17, 12) = —2e 3—5(17, 12) = 2, a taxa de variagdo da intensidade do
campo que a particula experimenta no instante t = 4 de seu movimento é de:

B o —6. 10. D] . 0.

Solugdo: Considere a fungdo h: [0, +c0[— R dada por
h(t) = E(y(t)) = E(#? +1,3t).

Pela Regra da Cadeia,
oE oE
/ _ 2 2
H(t) = Ztax (t“+1,3t) +3ay (t°+1,3t),

para todo t > 0. Fazendo t = 4 e substituindo os dados do enunciado, obtemos '(4) = —10.
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Teste 31 [teor1] Seja f: R?> — R uma fungdo qualquer. Assinale a tnica afirmagéo que é falsa.

2 2
B s %(xo,yo) existe, entdo aay—afx(xo,yo) também existe.

Se % e % existem e sdo funcdes de classe C! em R?, entdo para todo (x,y) € R? tem-se

9?2 92
ety (1Y) = ok (x,).

f o 9f

Se f é uma fungio de classe C? em R?, entéo as fungdes 3x © gy sS40 diferenciaveis em R?.
[D] Se %(xo,yo) = 0 para todo vetor unitario i € R?, entdo V f(xq, yo) = (0,0).
Se |f(x,y)| < x* + y? para todo (x,y) € R?, entdo f é diferencidvel em (0,0).

Solugdo: A primeira afirmacéo é falsa. Definindo f(x,y) = |x|, temos

ﬁ(x y)=0,V(x ]/)E]R2 - 82f (x,y) =0,V(x y)e]R2
ay 7 7 7 axay 7 7 7 .

No entanto, como o limite

lim ——————"~ = lim —

t—0 t t—0 t
30 exist luf 9(0,0) ndo exist tanto, 24 (0,0} também na
nao existe, concluimos que 3 (0,0) nao existe e, portanto, W( ,0) também néo.

af  of

A segunda afirmacéo € verdadeira. Se 3 e gy existem e sdo fungoes de classe C! em R?, entdo

f é de classe C2 em IR? e, pelo Teorema de Schwarz, suas derivadas parciais mistas (de segunda
ordem) coincidem em R?.
A terceira afirmacdo é verdadeira. Se f é de classe C> em R?, entdo suas derivadas parciais de

- ) . < Of O s
segunda ordem sdo continuas em R2. Isto significa que as fungdes % e % sdo de classe C! (e,

portanto, diferencidveis) em IR?.

z

A querta afirmacédo é verdadeira. Basta lembrar que %(xo, Yo) = %(xo,yo) e %(xo,yo) =

% (x0,Y0), onde {e1, e} denota a base canénica de R?.
A quinta afirmagéo E é verdadeira. Observe primeiramente que, por hipétese, f(0,0) = 0. Logo,
N\ 2
L) SAO0] L FEO)]

= lim <lim — =lim |t = 0.
t—=0 [t] =0 |¢| t=0 |t t=0

Isto implica que
g(o, 0) = lim f(t0) = f0.0 _
ox =0 t

Analogamente, concluimos que %(O, 0) = 0. Finalmente,

L ) - £(0,0) - 5£(0,0)1 = 5(0,0)k] T
(h.k)—(0,0) ViZ+ k2 (1K) —(00) VA2 + K2
< h* 4 k2

lim —————
~ ()= (00) Vh% + k2
= lim )\/h2+k2 =0.

(hk)—(0,0

Isto prova que f é diferencidvel em (0,0).
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Teste 32 [teor2] Seja f: R? — R uma funcdo qualquer. Assinale a tnica afirmagéo que é ver-

dadeira.

B se|f(xv)| < x2+y?paratodo (x,y) € R entdo f é diferencidvel em (0,0).

2 2
se ;y—aj;(xo,yo) existe, entdo %(xo,yo) também existe.

se as fungdes g—f e % sdo diferencidveis em R?, entdo f é uma funcdo de classe C2 em R2.

[D] se Vf(x0,y0) = (0,0), entdo gﬁ(xo,yo) = 0 para todo vetor unitario i € R?.

se aaxgy(x y) = 2f ~(x,y) para todo (x,y) € R?, entdo as funcdes gf e gﬁ séo de classe C! em

R2.

Solugdo: A primeira afirmacao é verdadeira. Observe primeiramente que, por hipétese, f(0,0) =

0. Logo,

_ 2
lim f(£0) = f(0.0)] lim f(£,0)] < lim = — lim |t| = 0.
t—0 |¢] =0 ¢ t=0 || t=0

Isto implica que

af(o 0) — lim f(t,O) —f(0,0) —0

ox t—0 t
Analogamente, concluimos que %(0, 0) = 0. Finalmente,
) )
L U - £0.0 - FO0R-FOOK T fe k)]
i 2 im
(h,k)—(0,0) Vh? + k2  (hk)—(00) VIZ + K2
h? + k2

< Iim @ ——
= (hk)—(00) VH2 + k2
= lim Vh+kK=0.

(h,k)—(0,0)

Isto prova que f é diferencidvel em(0,0).
A segunda afirmacéo é falsa. Definindo f(x,y) = |x|, temos

g(x y)=0,V(x ]/)E]R2 - azf (x,y) =0,V(x y)e]Rz
ay 7 7 7 axay 7 7 7 .

No entanto, como o-limite

nao ex1ste concluimos que 3

lim f(£0) = f(0.0) _ lim It

t—0 t t—0 t

£ 2f (0,0) também nao.

(0,0) nao existe e, portanto, IR

A terceira afirmagcdo é falsa. Considere a fungéo

f(x ]/) _ {(xz +]/2)5/2 sin (ﬁ) , se (x,y) + (0/0),

0, se(x,y)=(0,0).

Nao é dificil (mas é trabalhoso) mostrar que as derivadas parciais de primeira ordem de f sado
fungdes diferencidveis em R?, mas f nao é de classe C2 em R?.

A quarta afirmagao é falsa. Basta tomar a funcao f usada nos testes[T]e 2] ou dos testes[3|e[d]

A quinta afirmagdo é falsa. Considere a fungdo

Flxy) = {<x2+y2)5/251“ (2k2), se(xy) # (0,0,

0, se(x,y)=(0,0).

As derivadas parciais mistas (de segunda ordem) de f existem e coincidem em todos os pontos,
mas f nao é de classe C? em R?.

‘Tipo 1 : Pagina 26 de @]\







HENEEEEEEEN
N ____HE BEEEE

14/10/2019— MAT-2454 — Segunda Prova— Folha de Respostas

Respostas ilegiveis ou ndo indicadas nesta folha serdo desconsideradas.

Identificacao:

Nome: NUSP:

Assinatura

Por favor coloque seu nimero USP nos campos abaixo, deixando as primeiras colunas em
branco caso ele tenha menos de 8 digitos.

[0] [0] [o] [o] [0] [0] [0] [0]
[ o] @] o] (o] [ aHal
(2] [2] [2] [2] [2] [2]2] [2]
(3] (3] (3] (3] [3] [3] [3] [3]
(4] [4] [4] [4] [4] [4] [4] [4]
(51 [5] (5] (8] [5] [5] [5] [5]

[6] [6] [e] [6] [6] [6] [6] [6]

[Z] 17 [7] [7] (7] [Z] [7] [7]

[8][8] [8] [8] [8] [8] [8] [8]

(o] 9] [8] [9] [o] [9] [9] [9]

Respostas:

Teste 1: |l [B] [C] [D] [E] Teste 10: [l [B] [C] [D] [E]
Teste 2: |l [B] [C] [D] [E] Teste 11: [l [B] [C] [D] [E]
Teste 3: [} [B] [C] [D] [E] Teste 12: [} [B] [C] D] [E]
Teste 4: |l [B] [C] [D] [E] Teste 13: [l [B] [C] [D] [E]
Teste 5: | [B] [C] D] [E] Teste 14: [} [B] [C] [D] [E]
Teste 6: [l [B] [C] [D] [E] Teste 15: [l [B] [C] [D] [E]
Teste 7: [l [B] [C] D] [E] Teste 16: [l [B] [C] [D] [E]
Teste 8: [} [B] [C] [D] [E] Teste 17: [} [B] [C] [D] [E]
Teste 9: [l [B] [C] [D] [E] Teste 18: [l [B] [C] D] [E]
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Teste 19

Teste 20

Teste 21

Teste 22

Teste 23

Teste 24

Teste 25

: Il [B] [C] D] [E]
- Il [B] [C] D] [E]
: Il [B] [C] D] [E]
: Il [B] [C] D] [E]
- Il [B] [C] D] [E]
: Il [B] [C] D] [E]
: Il [B] [C] D] [E]
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Teste 26:

Teste 27:

Teste 28:

Teste 29:

Teste 30:

Teste 31:

Teste 32:
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M (8] [€] O] [E]
M (3] [€] O] [E]
M (5] [€] O] [E]
M (8] [€] O] [E]
M (3] [€] O] [E]
M (5] [€] O] [E]
M (5] [€] D] [E]
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