MAT-0321 - CALCULO INTEGRAL - PARTICOES DA UNIDADE

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS

1. INTRODUCAO E A TEORIA

Nestas poucas pdginas vamos construir um conceito fundamental para a estender a in-
tegral, como definimos até agora, para conjuntos mais gerais. Isso sera feito decompondo
a funcdo a ser integrada ao invés de trabalhar em seu dominio. O alcance dos resultados
aqui obtidos vai além dos propdsitos utilizados neste curso. As Partigoes da Unidade sao
uma ferramenta que permite “colar” resultados obtidos localmente, tornando-os globais.
Aqui lidamos com fung¢des definidas em subconjuntos de R”, mas estes fatos generalizam-
se para espagos topolégicos Hausdorff e para-compactos, quando lidamos apenas com
fungoes continuasﬂp

A colagem de fung¢des continuas definidas em conjuntos abertos ou fechados é dada
pelo

Proposicao 1.1 (Colagem de fungdes continuas). Seja A C R" tal que uma das duas proprie-
dades abaixo vale:
n
(i) By,...By é uma colegio finita de fechados tal que A = | b;.
i=1
(ii) {B;}ic1 € uma colegio qualquer de abertos tais que A = |J B;.
i€l

Se fi: B; — RX sdo funcdes continuas tais gue f; = f; , existe uma tinica funcio conti-
1 1 g q 1 ] BimB], g

nua f: A—>1Rktalquef‘3_ = fi.

‘BiﬂBj

A demonstragdo desse fato segue diretamente do fato da continuidade ser uma propri-
edade local. Para fungdes diferencidveis conseguimos um resultado semelhantes quando
a condicdo (ii) do Lema acima é satisfeita:

Proposic¢do 1.2 (Colagem de fungdes diferencidveis em abertos). Sejam A C R" e {B;}c; é

uma coleciio qualquer de abertos tais que A = \J B;. Se fi: B; — R sdo funcdes diferencidveis tais
i€l
ue f; = f; | existe uma tinica funcdo diferencidvel f: A — RF tal que = f.

Novamente o argumento de localidade é utilizado para provar este resultado. Uma vez
que percebemo isso, é natural perguntar se 0 mesmo nao vale também para uma cobertura
por fechados dominio. Em primeiro lugar é preciso definir o que é uma fungéo diferencia-
vel num conjunto fechado:

Defini¢ao 1.1 (Fungédo diferencidvel num conjunto fechado). Sejam B C R" um fechado.
Uma fungdo f: B — R¥ é diferencidvel se existem um aberto A C R", contendo B e uma
funcio diferencidvel f: A — R* tal que f ‘ s =1

INa verdade a para-compacidade num espaco topoldgico Haustéria é equivalente a existéncia de particdes
da unidade continuas.
1
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E importante verificar que a definigdo acima ndo depende da funcao f . Com essa de-
finicdo temos que as fungdes f1: R<g — R e fo: R>9 — R, dadas respectivamente por
fi(x) = —x e fo(x) = x, sdo diferencidveis (utilize, por exemplo, como extensdes as fun-
¢oes dadas pelas mesmas formulas). A interse¢do de seus dominios é um fechado, {0},
onde o valor de ambas é o mesmo. Porém, ndo existe f: R — IR diferencidvel tal que
f‘]Rgo =fie f|1R20 = f». De fato, a tnica fun¢do que atende do pedido é f(x) = |x|, ndo
diferencidvel em xy; = 0.

y f(x)
fi(x) fa(x)

Para construir uma particdo da unidade, precisamos de elementos bésicos, as ‘fungdes
“bump” em IR". Para isso, comegamos com o

e*, x>0

éde classe C*(IR).

Lema 1.3. A funcgio f: R — R, dada por f(x) =
0, x<0

Demonstragdo: Se xo < 0 ou xg > 0 é facil ver que todas as derivadas de f existem em xp.

Se xp = 0entdo lim f(x) =0= lirgl+ f(x)e f(0) =0, ouseja, f é continua em x(. Para
x—0~ x—
verificar o grau de diferenciabilidade de f neste observamos inicialmente que se x < 0,

entdo f*¥)(x) = 0. Se x > 0, temos

e V/x
f(k)('x) = pk(x)ﬁ/

para algum polindmio py de grau menor ou igual a k. Verificamos isto por indugéo:

e se k = 0, basta tomar po(x) = 1.
e supondo vélida a expressdo para um certo k > 0 temos

1/
f(k+1)(x) = (xZP;<<x) + pr(x) — 2kxpk(x))ﬁ.

Para garantir a existéncia de f*)(0), basta considerar os limites laterais. Pela esquerda
temos, obviamente, que sdo nulos para todo k. Pela direita, usando L'Hospital no segundo
fator, temos

® e ®
lim x) = lim pr(x)—5- = pr(0) x 0 =0 = lim X).
Jim £9(x) = Tim pe(0) % = pi(0) Tim £0(x)
Isso mostra que cada derivada de ordem k + 1 existe em xo = 0 e portanto a derivada de
ordem k é continua naquele ponto para todo k, como querfamos. O grafico de f estd na

Figura @ O
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Este é um exemplo de uma fungéo de classe C*(IR) que ndo € analitica, pois sua série de
Taylor é nula e ndo coincide com a fun¢do em nenhum x > 0. Isso mostra que as técnicas
utilizadas aqui ndo se generalizam para fun¢des complexas.

Se A C R", entdo as fungdes de classe C*(A) serdo denotadas simplesmente por fungdes
suaves em A.

Lema 1.4. Dados r1 < ry € R, existe uma fungio suave h: R — R tal que h(x) = 1,se x < ry;
0<h(x)<lseri<x<ryeh(x)=0,sex>r.

Demonstra¢ao: Tome

fra—x)
hix) = ’
= F ) e
onde f é a funcdo construida no Lema Como f(rp —x) + f(x —ry) > 0, para todo
x € R, temos que  atende ao pedido no enunciado. Veja o gréfico de 1 na Figura[lb] O

Yy y
| i
£ AL
| * rnon X
(A) Gréfico de f(x) dadano Lema (B) Grafico de h(x) dada no Lema

FIGURA 1. Gréficos das fung¢des construidas acima.

A fungdo h é chamada de fungdo cutoff. Uma construcdo alternativa se da utilizando as
fungdes bump, dadas por expressdes do tipo g(x) = f(Z=L)f(1 — Z=L):

rp—r n—n

y

A 8(x)

| ) x

Para xg € R" e r > 0, denotamos por B,(xg) a bola em R", de raio r e centro em x( e por
B, (x¢) seu fecho. Podemos generalizar as construgdes acima para dimensdes mais altas:

Teorema 1.5. Dados 0 < r1 < rp € R, existe uma fungio suave H: R" — R tal que H(x) =1

sex € B, (0);0 < H(x) <1,sex € B,,(0)\ B,,(0) e H(x) =0, se x € R" \ B,,(0).

Demonstragdo: Basta tomar H(x) = h(|x|), onde / é a fungdo dada no Lema([l.4 Esta fun-
¢d0 é a composta de 1 com | - |, ambas suaves fora da origem. Numa vizinhanga da origem
H coincide com a fungédo constante 1 e portanto também é diferencidvel neste ponto. Veja
um exemplo de tal fun¢do na Figura t

z

No resultado a seguir verificamos que o R" é paracompacto, propriedade crucial para
construgdo das parti¢des da unidade.
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z

FIGURA 2. Gréfico de uma fungdo bump em R2.

Lema 1.6 (Para-compacidade de R"). Sejam A uma colegio qualquer de abertos em R" e A sua
reunido (um aberto, portanto). Entdo existe um colegdo de bolas fechadas B = {B;}iciy tais que
i. A= U By
i=1
ii. cada B; estd contido num elemento da colecio A;
iii. todo ponto de A tem uma vizinhanga que intersecta um niimero finito de bolas B;.

Demonstracio: E relativamente simples conseguir uma cole¢do de bolas que atenda as
duas primeiras propriedades, mas atender a terceira é um pouco mais sofisticado. Co-
mecamos lembrando que todo aberto de IR” se escreve como a reunido de uma familia
crescente de compacto(;fl

Seja entdo {D;}! ; a familia de compactos cobrindo A que, pela construgao indicada,
verifica D; C Int D;, . Para manter a consisténcia de notagao definimos D; = @, se i < 0.
Cada “coroa” C; = D; \ Int D;_; é limitada, pois estd contida em D; e é fechada, pois é a
interse¢do de fechados D; N (IR" \ Int D;_1), ou seja, cada C; é compacto. Além disso, cada
C; é disjunto do fechado D;_, C IntD;_;.

FIGURA 3. Construgdo dos compactos D;, das coroas C; e de uma bola By.

2Use a fungéio distancia de pontos do compacto até o complemento do aberto. Ela assume valor minimo,
use metade dessa distancia para construir o préximo compacto, e repita o processo.
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Para cada x € C;, escolhemos uma bola fechada B, centrada em x, contida em A e
disjunta de D;_,, que tenha raio suficientemente pequeno para estar inteiramente contida
num elemento da cobertura A. Os interiores das bolas B, cobrem C;, escolhemos entdo
uma quantidade finita dessas bolas que ainda cobre C; e denote o conjunto dessas bolas
por B;.

Seja B = fj B; a colegdo enumerével de bolas fechadas construidas acima. Por constru-

i=1
¢do, cada elemento de B é uma bola contida num elemento de A, cujos interiores cobrem

A. De fato, se x € A, seja i o menor inteiro tal que x € Int D;. Logo x € C;, que é coberto
pelos interiores das bolas em B;.

Falta verificar a dltima condi¢do do enunciado. Para tanto, dado x € A, temos que
x € IntD;, para algum i. Todas as bolas das cole¢des C;, j > i+ 2, sdo disjuntas de D;.
Deste modo, Int D; intersecta somente bolas que estdo nas colegdes Bj, 1 < j < i+1e,
portanto, x admite uma vizinhanga que intersecta somente um ndmero finito de bolas da
colecédo B. O

Observagio 1.1. E importante notar que a tltima propriedade do Lema acima, a condicéo
localmente finita, vale somente para pontos de A, mas ndo para pontos em sua fronteira.
Na verdade, cada vizinhanga aberta de x € dA intersecta necessariamente uma quantidade
infinita de bolas da colecao B5.

Observagao 1.2. Como mencionado anteriormente, o Lema 1.6/ prova que R" é para-com-
pacto. Em espacos topoldgicos gerais essa condi¢do ndo é satisfeita automaticamente e
portanto é um propriedade adicional do espaco que, além de ser Hausdorff, devemos exi-
gir se quisermos construir parti¢cdes da unidade (apenas continuas, no caso de espacos to-
polégicos). Um teorema de Doudona garante que todo espago Hausdorff e para-compacto
é normal. Um exemplo de espaco topolégico Hausdorff que ndo é para-compacto é o plano
de Sorgenfrey. Quando estudamos variedades diferencidveis é razoavel pedir que sejam
espagos topolégicos Hausdorff e para-compactos.

Para definirmos o objeto em foco, precisamos da
Defini¢ao 1.2. O suporte de uma fungdo f: A — R é o conjunto

supp f = {x € A f(x) £ 0}.

Em outras palavras, x ¢ supp f se, e somente se, existe uma vizinhanga aberta de x onde
f é identicamente nula.

E entdo

Definic¢ao 1.3 (Parti¢do Suave da Unidade). Dada uma uma cole¢do qualquer de abertos
em R", A = {A;}ic], denote sua unido por A C R". Uma partigio suave da unidade para A
é uma cole¢do @ = {¢;}cj, de fungdes suaves ¢;: R" — R tais que

i. 0 < ¢i(x) <1,paratodosx e R"eic [;

ii. supp¢; C A, paracadai € I;

iii. cada x € A tem uma vizinha que intersecta somente um ndmero finito dos supp ¢; e
iv. ¥ ¢i(x) =1, paratodo x € A.

i€l

Se, além disso, a colegdo P satisfaz, para todoi € I
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V. supp ¢; € compacto e
vi. supp ¢; C A;,
dizemos que a particao da unidade tem suporte compacto e é subordinada a cobertura A de A,
respectivamente.

Teorema 1.7 (Existéncia de Parti¢des da Unidade). Sejam A = {A;}ic; um colegio de abertos
de R" e A C IR" sua reunido. Entdo existe uma parti¢io da unidade suave, com suporte compacto
e subordinada a cobertura A.

Demonstra¢do: Dada a colecdo de abertos A, considere a colegdo de bolas B construida
no Lema Para cada i € N seja 1p;: R" — R uma fungdo bump cujo suporte é B; € B,
como as construidas no Teorema Com isso temos que supp ¢; é compacto e que cada
ponto em A estd contido num ndamero finito das bolas B;. A cole¢do ¥ = {¢; };cn atende

todas as Condii)es da Defini¢ao|[1.3] exceto

oo
A condigdo [iii garante que a soma A(x) = Y ¢(x) tem um numero finito de parcelas
i=1

ndo nulas e portanto é convergente para todo x € A, o qual estd contido no interior de ao
_ Yi(x)
Ax)

continuam

menos uma B; e portanto ;(x) > 0, donde A(x) > 0. As fungdes ¢;(x)
verificando as mesmas propriedades das ; e, para cada x € A,

L) M)
Lol =130 T A

i=1

O

Corolario 1.8. Se A é um conjunto qualquer (ndo necessariamente aberto) e A = {A}ic; é uma

cobertura aberta de A, entdo existe uma partigio da unidade em A.

Demonstra¢ao: Basta observar que (J A; é um aberto e portanto admite particdo da uni-
i€l

dade. O

2. APLICACOES

Vejamos alguma aplicagdes das particdes da unidade, concluindo com um extensao do
conceito de integral para uma classe maior de dominios de integracdo. Comegamos com a:

Proposicao 2.1 (Fungdo “bump” em um fechado qualquer). Sejam A um fechado qualquer e
U um aberto contendo A. Entio existe uma fungdo suave p: R" — R tal que 0 < ¢(x) < 1, para
todox €c R",p =1em Aesuppyp C U.

Demonstragdo: Considere a cobertura aberta {Uy = U,U; = R"\ A} e a partigdo da
unidade { ¢y, 1} subordinada a ela. Para cada x € A temos ¢1(x) = 0 e entdo ¢o(x) =1,
sendo esta tiltima a funcdo procurada. U

Proposigao 2.2 (Extensdo suave de fun¢des em fechados). Sejam A C R" — R um fechado e
f: A — R uma fungiio suave. Para todo aberto U D A, existe f: R" — R suave tal que f| =1
esupp f C U.

Demonstra¢ao: Para cada p € A tome uma vizinhanga V, C U de p e uma fungédo suave
f»: V, = R tal que £, coincide com f em V, N A. Como {V,: p € A} U (R"\ A) é uma co-
bertura a aberta de R"”, tomamos a particao da unidade {¢,: p € A} U {¢@o}, subordinada
a esta cobertura, de modo tal que supp ¢, C V, e supp 9o € R" \ A.
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O produto ¢, fp é suave em V), e, admite uma extensdo suave a todo R", definindo-a
como 0 em R" \ supp ¢,. Tudo funciona bem pois a extensdo proposta e ¢, fp, coincidem
no aberto V,, \ supp ¢,. Definimos entdo f: R” — R por

x) = Z G"p(x)fp(x)

pEA

que é suave pois, para cada x, é soma finit de fungdes suaves. Para ver que esta é real-
mente uma extensdo de f temos que, para cada x € A, go(x) = 0e f,(x) = f(x) para todo

p tal que ¢, (x) # 0. Logo,

x)zzq’p(x)]fp( ( +Z¢P > x)=1-f(x) = f(x).

peA peEA
Concluindo,

supp f = | J supp ¢, = |J supp ¢, C U.
peEA peEA

O

Para estender a integracdo que vimos em sala (conjuntos limitados, via func¢des caracte-
risticas) precisamos primeiramente de algumas defini¢oes.

Defini¢do 2.1 (Coberturas Admissiveis). Uma cobertura aberta A = { A; };c; de um aberto
A é admissivel A; C A, paratodoi € I.

Dadas uma parti¢do da unidade ® = {¢;};cj, subordinada a cobertura A e admissi-
vel, e uma fungdo f: A — R, localmente limitada e com conjunto de descontinuidades
de medida nula, diremos que f é integrdvel (no sentido extendido) se Y. [, ¢i(x)|f(x)|dx,
cujas parcelas podem ser rearranjadas como uma sequéncia, é converzgeelnte. Em particular

Y| 4 i(x)f(x) dx‘ é convergente, ou ainda, }° [, ¢i(x)f(x) dx é absolutamente conver-
i€l i€l

gente.
Vamos verificar que o conceito acima independe da parti¢do da unidade escolhida.

Teorema 2.3. No contexto da definigdo acima,
(i) se ¥ = {;}jcj € outra particdo da unidade admissivel e subordinada a uma cobertura A’,

entio
L[ p@lf @l =T [ a@lfla e ¥ [ g@fd= T [ as

j€J i€l j€l
(ii) Se A e f sdo limitados entdo f é integrdvel no sentido estendido.
(iii) Se A é J-mensurdvel (fronteira de medida nula) e f é limitada esta nova defini¢do coincide com
a vista em sala.
Demonstracgao:

(i) Uma vez que o suporte de ¢;f é compacto e existe apenas um ntimero finito das ¢,
cujo suporte intersecta esse compacto temos que

Y omf@ar=Y [ (Loi)efx)de= LT [ e f(x)dx

icl icl je] ieljej

30s suportes das ¢, sdo uma familia localmente finita
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Aplicando essa expressdo para | f| mostramos a convergéncia absoluta e portanto po-

demos inverter a ordem da soma, donde

Y [ e =Y [ 4(x0f(x)dx

ic1 /A jej /A

(ii) Se A estd contido num retangulo fechado R e |f(x)| < M para todo x € A, entdo
existe uma subcolegéo finita &' C P, cujos suportes estdo contidos em R, de modo
que

) / pilf(x)dx < ) M/ @;dx = M/ Y ¢i < M-vol(R)

g /A gt A A e

(iii) Sejam € > 0 e C o compacto dado pelo Exercicio [} Apenas um ndmero finito das

@; ndo se anula em C. Denote por @' qualquer cole¢do finita que as contenha. Se
[ 4 f(x) dx denota a integral como vimos em sala, ento

[ f@ax— ¥ [ go@feax < [ ‘f(X)— L p)f(x)

ped’ ped!

< M/A (1—¢§>/q)(x)> dx
:M/A Y. (x)dx

PP\’

dx

<M ldx < M-e.
A\C

3. EXERCICIOS

L+ cosx se —T< X< T
Exercicio 1. Seja f: R — R dada por f(x) = 27 , que é suave.
0, caso contrario

Considere as fungdes ¢y, cujos graficos sdo traslagdes de k7r/2 unidades para a esquerda
do gréfico de f, se k é par e de (k — 1)7t/2 unidades para direita, se k é impar. Veja a figura

abaixo:

P4 P2 1 ¢3 ¢s
-7 h\\\ .- RN P RN -7 “‘\ P “\\
,’/ ’>:\ r>:\ >:\ 4>:\ \\\
-~ L - S -7 Y -~ S e S~ i
- - -
—27 —7T T 27T X

FIGURA 4. Uma parti¢do da unidade em RR.

Determine o suporte de ¢, e mostre que cada x € IR pertence a, no maximo, trés suportes
dessas fungdes. Mostre finalmente que { ¢y }ren € uma partigdo da unidade em R.

Exercicio 2. Exiba um contraexemplo para a Proposicdo 2.2)quando o dominio original é

aberto.
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Exercicio 3. Para cada n € N seja A, um fechado em |n,n 4 1. Suponha que f: R — R
satisfaz [, f(x)dx = Ve que f(x) = 0se x ¢ A, para todo n € IN. Encontre duas

n
particdes da unidade para R nas quais a soma ), [ ¢f(x)dx converge absolutamente
@ed

para valores distintos.

Exercicio 4. Sejam A um conjunto J-mensurdvel e € > 0. Mostre que existe C C A, um
compacto J-mensurével, tal que | ac ] dx = e.
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