Analise Combinatoria, Probabilidade e Aplicacoes
Lista 5

Resolva os seguentes exercicios. Defina primeiro o espago amostral para cada exercicio.

1. Um total de 46% dos eleitores de uma certa cidade classifica a si mesmo como petista,
enquanto 30% se classificam como tucanos e 24% se clasificam como democratas. em
uma eleicao local recente, 35% dos petistas, 62% dos tucanos e 58% dos democratas
votaram. Um eleitor é escolhido aleatoriament. Dado que essa pessoa tenha votado
na eleicao local, qual é a probabilidade de que ele ou ela seja

Sol:
Seja Pt,T e D o evento que uma pessoa aleatoria seja petista, tucana ou democrata,
respectivamente. Seja V' o evento "uma pessoa voto”. Entao, temos que

P(Pt) =046, P(T)=0.3, P(D)=0.24,

P(V|Pt) =035, P(V|T)=0.62, P(V|D)=0.58.
Vamos a obter primeiro P(V) (item (d)). Entao, pela probabilidade total
P(V)=P(V|Pt)P(Pt)+ P(V|T)P(T)+ P(V|D)P(D)
= (0.35)(0.46) + (0.62)(0.3) + (0.58)(0.24)
= 0.4862.

(a) Temos que

P(Pt|V) = P(V|§2§D(Pt) = (O‘géiégé46) = 0.3311.

(b) Neste casso

prvy =L WJDT(ZI; () _ (Obéjééoég) = 0.38256.

(c¢) Finalmente

P(T|D) = PW‘;%D(D) = (O'giég';él) = (.2863.
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2. Uma urna contem 8 bolas brancas e 4 bolas pretas. Se extraem duas bolas uma a
cada vez com reemplazamento. Seja A o evento ”a primeira bola extraida é branca”
e seja B o evento "pelo menos uma das bolas extraidas é branca”. Obter

(a) P(ANB),
(b) P(A°N B),
(¢) P(A°N B°),
(d) P(A|B),
(e) P(A|B°),
(f) P(B|A) e,
(g) P(B|A?).
Sol:

Um espago amostral para este problema é
Q0 ={w=(w,ws) :w; € {b,p},i=1,2},

onde cada w; representa a cor da na i-ésima bola extraida, sendo b se a bola é branca
e p se é preta. Note que este espaco nao é equiprovavel. Temos que

ANB=A={("),(bp)}
ANB =10

AN B ={(p.b)}
AN B =B ={(p,p)}

Por tanto,
@ PanB) = PN+ PUeab - (3) + (53) -
() PN B) = PUBY = 5.
(€) P(A"NBY) = 5
d) Temos que
) ! PIAIB _P(Aﬂb)_P(AﬂB)_3
(41B) = P(B) ~ 1-P(B°) 4
e) Temos que
¥ d . P(AN B°)
f) Temos que
" ! P(ANB)
Temos que
il ! o P(A°NB) 3



3. Determine ¢, para a expresssao abaixo ser uma funcao de probabilidade de uma
variavél aleatoria discreta X.
p(ac)zi, x=0,1,2,....
3x
Sendo A={reN:z=2+1,keN}eB={reN:2=3k+ 1,k € N}, obtenha
as probabilidades que P(X € A) e P(X € B).

Sol:

Pars ser p(z) funcdo de probabilidade, devemos ter que > .~ p(i) = 1, mas
e = 1Y 1 3
>0 =25 =2 (5) == s

Portanto, ¢ = 2/3.
Por outro lado,

rcen=32 (0" =BG -3 (0)-4

wxen-£10)"-EE) () -5

k=0

4. Um experimento consiste no lancamento de trés moedas. Seja X a v.a. "nimero de
caras obtidas”. Obter

(a) fungao de probabilidade de X e fungao de distribuigdo acumulada e suas grafi-
cas.

(b) Esperanga e variancia.
(c) A probabilidade de obter maximo dois caras.

(d) Probabilidade de obter pelo menos uma cara.

Sol:
Seja C :=cara e K:=coroa. Entao, o espaco amostral é

Q={w = (w1,ws,w3) : w; € {C, K}}.
Alem disso, Rx = {0,1,2,3} e X ~ Bin(3,1/2).

(a) Temos que a fungao de probabilidade é

pocen- () () - () ket



A fungao de distribuicao acumulada é

(0, se x<0
1
-, 0<z<l1
S se <z
4
F(z) = 3 e 1<zx<2
z se 2<x<3
3 <
1 se x> 3

(b) Temos que

Bx) == ) (5) =5
Var(X)? = npq = (3) G) G) _ Z

(d) A probabilidade pedida é

17

P(Xz1):1—P(X<1):1—P(X:O):1—§:§.
5. Suponha que dois times joguem uma serie de partidas que termina quando um deles
tiver ganhado ¢ partidas. suponha que cada partida jogada seja, independentemente,

vencida pelo time A com probabilidade p. Determine a esperanca e variancia quando

(a) i =2.
(b) i = 3.
Sol:

Seja N a variavel aleatoria que determina o niimero esperado de partidas jogados
antes de uma vitéria (por qualquer equipe A ou B).

(a) Temos que P(N = 1) = 0, pois precisamos dois jogos ganhados por A ou B. Por
outro P(N = 2) = p? + ¢* que corresponde a que A ganhe os dois jogos ou B
ganhe os dois jogos. Temos tambem que P(N = 3) = 2pqp+2qpq = 2p*q+2¢°p
e P(N = k) =0 para todo k > 4 (isto ¢ Ry = {2,3}). Note que,

STPIN=i)=P(N=2)+ P(N =3) =1’ + ¢ + %% + 2¢°

=P+ (1 —p’+2p°(1 —p)+2(1—p)*p
=P+ 1 =20+ P+ 20> =20 +2(1 — 2p + p*)p
=1



Assim,

E(N) =2(P(N = 2)) 4+ 3P(N = 3)
=2(p* + ¢*) + 3(2p°q + 2¢°p)
=2+ 2p— 2p°.

J& que Var(N)* = E(N?) — [E(N)]?, temos que

E(N?) =4(P(N =2))+9P(N = 3)
= 4(p* + ¢*) + 9(2p°q + 2¢°p)
=4 — 10p — 10p*.

Entao,
Var(N)? = E(N?) — [E(N)]?
= (4—10p — 10p®) — (2 + 2p — 2p°)?
= 2p(1 = 3p+4p® — p*).
(b) Neste caso Ry = {3,4,5}, e

P(N=3)=p’+¢’
P(N = 4) = 3qp® + 3pg’
P(N =5) = 6¢°p” + 6p*¢°

> PN =i)=p"+ ¢’ +3¢p° + 3pg* + 6¢°p° + 6p°¢* = 1.
Assim,
E(N) =30+ ¢*) + 4(3qp” + 3pg”) + 5(64°p° + 6p°¢%)
=32p* —4p* +p* +p+1).
E(N?) — [E(N)]?, temos que

9(p* + ¢*) + 16(3qp® + 3pg®) + 25(6¢*p* + 6p°q*)
3(18p* — 36p® + 11p* + Tp + 3)

J& que Var(N)?
E(N?)

Entao,
Var(N)* = E(N?) — [E(N))?
= 3(18p* — 36p® + 11p* + Tp+3) — [3(2p* — 4p* + p* +p+ 1)]?
= —3p(12p" — 48p°® + 60p° — 12p* — 27p® + 18p* — 2p — 1).

Os exercicios abaixo nao precisam ser entreques na lista. As pessoas que decidirem
resolver e entregar ganharao no mazrimo 2.5 pontos de 10 pontos na sequnda prova.

. Pedro e Juan dividem ao azar uma barra de chocolate com 4n porgoes (n > 0) em
dois pedagos de modo que o pedago de Pedro sempre é maior que o pedago de Juan,
quem sempre recebe algo.

(a) Obter o nimero esperado de porgoes de Pedro.

(b) Obter a varianga.



