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Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele n3o substitui as aulas (onde existem
discussdes, resolucdes de exercicios, figuras, etc) e ndo substitui a
leitura da bibliografia recomendada. Figuras foram produzidas com
o GeoGebra http://www.geogebra.org

Motivacdo: Estabelecer ferramentas necessarias para entender
vetores consumo, descrever vinculos orcamentarios, além de
aplicacBes lineares (uteis para entender, derivadas e.g, da aplicacdo
demanda, fun¢do utilidade, funcdo producio etc)



Objetivo:
(€&D) Espacos Euclidianos, vetores e sistemas lineares
(@) Matrizes, vetores e aplicacdes lineares
(€9) Produto interno e projecado ortogonal
(@) Vetores com pé



Espacos Euclidianos, vetores e sistemas lineares
R? := {(x1,x) = x, |x; € R}
R3 := {(x1,x2,x3) = x, |x; € R}
R™:={(x1,x2, "+ ,Xm) = X, |x; € R}
Sejam u,v e R" e A e R.

Multiplicacdo por escalar: Au:= (Auy, -+, Aupy)
Soma de vetores: w =u+v:=(u1 4+ vi, -, Un+ V)
4
sfv=1(23) - - _ __ _
0= (4,3)
2 /




Definicdo 1

O espaco R™ com as operacdes: multiplicacio por escalar e soma
de vetores, serd chamado espaco vetorial Euclidiano. Um
elemento deste espaco vetorial sera chamado vetor.

Obs: Como veremos ao longo desta disciplina vetores do espaco
vetorial Euclidiano:
» modelardo velocidades com pé em 0 := (0,--- ,0) e R e
assim poderdo ser representados como flechas com pé em 0;
> serdo solucdes de problemas lineares, e.g., solucdes de sistemas
lineares homogéneos.



Obs: Qualquer vetor v € R™ podem ser descrito como
combinacdo linear da base canénicas
{ei =(0,0,---,1,0,---,0)}, ou seja v =), vie; com v; € R.

Ex:

7 1 0
)=o) 2]
Problema 2

Escreva o vetor (7,—1) como soma de dois vetores, um paralelo ao
vetor u = (1,1) e outro paralelo ao vetor v = (1, —1).



Obs: O vetor (7, —1) ndo pode ser descrito somente em termos
de u=(1,0) e v=(2,0)

Obs: O vetor (7, —1) ndo é unicamente descrito como
combinacdes dos vetores u = (1,0) e v=(0,1) e
(u, v, w sdo linearmente dependentes).

Observe que: qualquer vetor em R? pode ser descrito unicamente
pela base {u, v}

Ex1 {v=(1,0),v=(0,1)}
ou
Ex2 {uv=(1,1),v=(1,-1)}.



Definicdo 3

Um conjunto de vetores {&;}7, = {&,&, -+ ,€m} em R™ &

chamado base do espaco vetorial Euclidiano R™ se

(a) combinacBes lineares de {;}™, geram qualquer vetor em
R™ ou seja dado v € R™ sempre existem escalares ¢; € R tais
que v => ", ci&.

(b) os vetores {¢;}7; sdo linearmente independentes, ou seja
se tivermos ¢; € R e d; € R tais que Y 7, & = Y iy di;
entdo ¢; = d,.

Obs: Observe que vetores {n;}7_; em R s&o linearmente
indendentes se e somente se )7, k;7; = 0 tem como Gnica
solucdo k; = 0.

Obs: Se {n;}7_; em R™ s&o L. (i.e., linearmente independentes)
entdo obrigatoriamente n < m.



Problema 4

Descreva ¢ = (5,—2,9) em termos de combinacdo linear de

{v=1(2,4,-2),v=(1,-6,7),

2 1
x1| 4| +x |—6|+x3
-2 7
2 1 X1
4 —6 X2
-2 7 X3
2x1 +lxo +1x3
4x; —6x» +0x3
—2x1 +7x2 +2x3

}
5
= |-2
9
5
—2
9
5
-2
9



Sol: Eliminacdo de Gauss

Passo 1: Eq (1) com a Eq(2)

2x1  +1lx +1lx3 = 5
4-X1 — 6X2 +OX3 = =2
—2x1 +Tx2 +2x3 = 9

Seja h1 = 3 =2, entdo —hy x Eq(1) + Eq(2) = (N2)

2x1 +1xo +1lxz3 = 5
0xq —8x, —2x3 = -—12
—2x1 +T1xo +2x3 = 9



Passo 2: Eq(1) com a Eq (3)

2x1 +1x +1lx3 = 5
0 —8xp —2x3 = —12
—2x1 +T1xo +2x3 = 9

Seja 1 = 5 = —1, entdo —h1 x Eq(1) + E£q(3) = (N3)

2x1 +1lxo +1lxz = 5
0 - 8X2 - 2X3 = —12
Ox; 48x» +3x3 = 14



Passo 3: Eq (2) com a Eq (3)

2x1 +1lxp +1lxz = 5
0 —8X2 —2X3 = —-12
0 +48x 433 = 14
Seja hp = _i = —1, entdo —hy x Eq(2) + Eq(3) =
2x1 +1xo +1X3 = 5
0 —-8x —-2x3 = -—12

0 +0x +x3 =

(N3)



Passo 4: Retro-substituicdo

2x1 +1xo
0 —8X2
0 +0
X3
X2

X1

—|-1X3
—2X3

+Xx3

= =N



Proposicdo 5

Dado um conjunto de vetores
u = (a1, a21, as1)
v = (a12, a22, a32)

= ( ) ) )

considere o sistema linear homogenéo Ax = 0 que tem colunas u,
v, w, ILe.,

aiixy “+anxe +aizxg = 0
axxy +axnxy +anxg = 0
azixy +azpxy +axzxg = 0

Entdo conjunto de vetores {u, v, w} forma uma base de R se e
somente se a anica solucdo do sistema Ax = 0 for a solucdo trivial
ie, x = (0,0,0).



Definicdo 6
Um subconjunto W c R™k & chamado subespaco vetorial de
RMK se:

(a) ueve Wentiou+veW
(b) ue€ W entdo Au € W para qualquer A € R.

Exemplo 7 (reta em R? passando por 0)
W = {(Xl,XQ) S Rz, Nixy 4+ Noxp = 0}

Exemplo 8 (plano em R*® passando por 0)
W = {(x1,x2,x3) € R®, Nyxi + Noxp + N3xz = 0}



Definicdo 9
Seja W C R"% um subespaco vetorial. Um subconjunto de
vetores {1;}7_; de W & chamado base de W se

(a) todo w € W pode ser escrito como combinacdo linear de
n H n .
{nj}_q1, ousejaw =737, ¢ onde ¢ ER;
(b) {nj}/_; sdo linearmente independentes, ou seja se tivermos

¢ € Red €Rtaisqued 7 ¢ = > 7, djn; entdo ¢; = dj.

Obs: 2 bases de W tem o mesmo nimero de elementos n. Tal
nimero é chamado dimensao, e denotado por dim W = n



Exemplo 10

Considere W = {(x1,%2,x3) € R3 2x; + 3x + 4x3 = 0} Ao
resolver o sistema linear concluimos que: x; = —%(3x2 + 4-X3> e
assim x € W equivale a:

x = (x1, %2, x3)

1
( — 5(3)(2 -+ 4X3), X2, X3>

3
= X2(_§7 17 0) + X3(_27 07 1)

Assim vetores candidatos para base de W s3o:

> = (—%, 1,0) ou seja substuimos xo, =1 e x3 =0

> 1 = (—%,O, 1) ou seja substuimos x; =0 e x3 =1
N3o é dificil notar que {n1,m2} é L.1, (de fato 1 # A1) e pelo
sistema acima {n1,m2} gera W.



Comentarios: Eliminacdo de Gauss pode ser aplicada para qualquer sistema
linear (eventualmente com permutacdes). Lembrando que um sistema linear
homogéneo Ax = Osempre tem solucdo, porém pode ter um nimero infinito de
solucdes. A dimensio do espaco de solucées Ax = 0 é o niomero variaveis
livres. Dado o sistema escalaonado (i.e., passo 4), fixo uma equacg&o, a primeira
varidvel com valor diferente de zero, é chamada variavel pivd (daquela linha).
As variavéis pivés sempre sdo determinadas em termos das variaveis livres.

Ex: suponha a1 e ax» diferentes de zero:

aiixy  4aiexe +aisxs = 0
0 a2x2 +asxs = 0

Entdo x3 & variavel livre (dim do espago solu¢do Ax =0 é 1) e x> e x1 sdo
variaveis pivos.

x € R? atende Ax = 0 se e somente se:




Comentarios (exemplo trabalhado): Seja W o espaco vetorial das solu¢des do
sistema linear homogéneo

+1X1 —|—3X2 —|—3X3 —|—2X4 = 0
+2x1 +6x2 +9x3 +7x4 = 0.
—1x3 —3x +3x3 +4x4 = 0
Escalonando:
+1X1 +3X2 +3X3 +2X4 = O
0 0 +3x3 +3xx = 0
0 0 0 0 = 0

Note que x € W < x = (—3x2 + xa, X2, —xa, Xa).

Assim dim(W) = 2 (o nimero de variaveis livres.) Uma base {&;} de W é:
& =1(-3,1,0,0) ie,xx=1exs =0
52 :(1,0,—1,1) i.e.,Xz :076 X4 = 1

Teorema 11
Todo subespaco vetorial W de R™* & solucdo de um sistema linear homogéneo.



Matrizes, vetores e aplicacdes lineares

Formalmente falando, uma matriz A de tamanho n x m é uma
funcdo de {1---n} x {1---m} — R. Podemos representar tal
func3o via tabela com 2 indices, i=1---nparalinha, j=1---m
para coluna e escrever A = [ajj]

2 1 1
Ext A= |4 —6 0| ématriz3 x3comay; =4
-2 7 2



2 1
Ex: B=|4 —6| ématriz3x2eb3pr=7
-2 7
1
Ex: |—6| & matriz 3 x 1. Note que ela pode ser identificada com
7
o vetor v = (1,-6,7) € R3.

Obs: Iremos frequentemente identificar um vetor
v =, vje; € R™ (descrito em termos da base canénica) como
uma m x 1 matriz (matriz coluna) [a;;] com a;; = v;.



Tais como vetores em R, podemos somar matrizes n X m por
matrizes n X m e podemos multiplicar matriz por nimero real. Ou
seja, se A e B sdo matrizesnx me A € R

> C = A+ Bonde [¢j] = [aj + bj]
> A\C = [)\C,J]

Podemos multiplicar matrizes A e B se elas forem compativeis i.e.,
sejam:

» A é matriz n X
» B é matriz /| x m

Entdo C = AB = [cjj] é matriz n x monde ¢;; = Y, aivbyj



Ex: Sejam
A=[-1 —1 1] matriz 1 x 3 (matriz linha)

1
B = {2] matriz 3 x 1 (matriz coluna)
1

Assim C = AB @ uma matriz1 x 1

1
[ci]=AB = [-1 -1 1] {2]

1

= (1)@ +(-1(=2) + (1))

= 2



obs: No caso geral o coeficiente ¢;; € a matriz 1 x 1 resultado do
produto da matriz (linha) obtida pela i/ linha de A com a matriz
(coluna) obtida pela j coluna de B

2 1 1 1 0 02 1 1
C=|(4 -6 0=(2 1 0|0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1] (0 0 1



Definicdo 12
Uma aplicacdo T : R™ — R" & chamada aplicacio linear se
atende as propriedades:
> T(A\v)=AT(v)
> T(v+w)=T(v)+ T(w)
Dado uma n x m matriz A podemos definir uma aplicacdo linear

do R™ para R" via multiplicaco de matrizes, uma vez que vetor
x € R™ pode ser identificado como uma matriz coluna m x 1.

T: R —» R”
x — Ax

Obs: Por vezes usamos a notacdo [T] = A e [T] é chamada representacdo
matricial de T na base candnica.



Exemplo 13 (Rotacgo 0 = %)

V2 V2
Seja A= \2@ \/22

2 2

~ 2 2 cara % _§ X
Entdo T : R* — R* serd T(x) = 73 5 [Xz]
2 2
Ou segja
Vi V3 VB2
T(x1,x2) = (7X1_7X277X1+7X2)

V2 V2

FR
V2

=+ Xz(—77

~—

= x(

)

o5



Obs: A transformacdo T & uma rotacdo de 6 = 7. Mais
geralmente podemos definir Ry

_|cos(8) —sin(0)
Ro = Lin(@) cos(Q)]



Exemplo 14 (Modelo de Markov de empregabilidade)

Em nosso modelo x; € niimero de individuos com trabalho, x»
numero individuos sem trabalho. Sejam 0 < g < 1 probabilidade do
individuo (com trabalho) manter o trabalho depois de 1 semana,

0 < p <1 probabilidade do individuo (sem trabalho) achar um
trabalho depois de 1 semana. Definamos T : R? — R? como

Tx) = [(1 ! q) (lfp)] [ij

Ou seja T(x1,x2) = (g1 + pxo, (1 — q)x1 + (1 — p)x2)

Obs: A aplicaggo linear 7 : R* — IR?, definida como T(x) = Ax mede a
distribuicdo de empregabilidade depois de 1 semana. A aplicacdo linear
T2=ToT :R*> = R?*é T?(x) = A%x (onde A*> = AA & o produto de
matrizes) mede a distribuicdo de empregabilidade depois de 2 semanas. De
forma analoga a aplicacdo linear 7> = T o T o T : R? — R? mede a
distribuicdo de empregabilidade depois de 3 semanas e assim por diante.



Proposicdo 15

Toda aplicacdo linear T : R™ — R" pode ser descrita por
multiplicacdo de matriz i.e, T(x) = [T]x, indentificando x =}, e
com a matriz coluna [x;]

Demonstracdo.

Dado a base canbnica {e;} e escrevendo x =), x;e;, temos
T(x) =>_;xiT(ej) ou seja para determinar a matriz A devemos:

» Determinar o vetor T(ej) (matriz coluna), i.e.,, x; =1e x; =0
U#1)

» colocar T(ej) na coluna j da matriz [T] = A.

O



Ex Voltemos ao nosso Exemplo 13. Suponha que T : R? — R?
tenha sido apresentada como:

T(X1,X2) = (\Qle {Xz, \Qle —+ £X2)
Assim .
(1,0 = (520
o= (- V2.

Assim a representacdo matricial de T na base canénica é:

[T]= N

V2 ﬁ]



Prob: Seja T : R? — R? aplicacdo definida como
T(x1,x2) = (x1, —x2). Entdo
(a) Determine a representagdo matricial na base canénica [T].

(b) Descreva geometricamente o que T faz.

Prob: Seja T : R? — R? aplicacdo definida como

T(x1,x2) = (2x1 + 2x2,3x2). Entdo

(a) Determine a representacdo matricial na base candnica [T].

(b) Seja R={x€R?|0<x; <1,0< x <1}. Esboce
T(R)={y e R?|y = T(x),x € R}

Prob: Seja T :RR? — R a aplicacdo linear definida como
T(X1,X2) =2x1 + x»

(a) Determine a representacdo matricial na base candnica [T].

(b) Dado c € R esboce a pre imagem (chamada também conjunto
de nivel) T71(c) = {x € R?|T(x) = ¢}



Sistema lineares revisados

Seja A a matriz com colunas u, v, w. Aplicando a eliminacdo de
Gauss temos que a solucdo do sistema Ax = ¢ se torna equivalente
a solucdo de um sistema Ux = ¢. onde:

2 1 2 1 1
A= |4 -6 e |0 -8 -2|=U
-2 7 0 0 1

Proposi¢do 16

Um conjunto de vetores {u, v, w} forma uma base de R3 se e
somente se a eliminacdo de Gauss aplicada a matriz A (que tem
colunas u, v, w) der uma matriz U diagonal superior, cujos
elementos da diagonal sdo todos diferentes de zero.



Proposicdo 17 (Decomposicdo LU)

Seja n x m matriz A . Suponha que durante a eliminacdo de Gauss
ndo foi necessirio fazer nenhuma permutacdo de linhas. Ent3o
existe uma n x n matriz L (matriz lower com "1s"na diagonal
principal) e uma n x m matriz U escalonada tal que A = LU, sendo
que U é a matriz obtida no processo de eliminacdo de Gauss e
coeficientes de L sdo os Ijj gerados no processo.

2 1 1 1 0 0 2 1 1
Ex: A=|4 -6 0| L=]2 1 0JU=1|0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1 0 0 1

Comentario: Quando eliminacdo de Gauss demanda permutacdo de linhas,
temos que existe uma n x n matriz P (invertivel) tal que PA = LU.
Decomposicdo LU é util para calculo numérico, e tem papel fundamental para
compreender imagem Im(T) e pre-magem T~ '(0) (também chamada de kernel
ou nicleo de T) da aplicagdo linear T(x) = Ax



Comentarios: Na disciplina de Célculo Il estaremos (a menos de explicitamente
mencionado) considerando transformacdes lineares, aplicacdes e fun¢des
descritas na base candnica. Porém as vezes pode ser (til descreve-las em outra

2 2 01
base. llustremos 2 casos. Sejam [Q] = \% \/52 ., A= L 0}, vetores

0 :( 2, 5 ) G = (— ‘f f) e apllcacao ||near Q : R* — R? definida como
Q(x) = [Q]x. Note que Aq1 =q1 e Agx = —qa.

Caso 1 Seja a aplic. linear T : R — R? definda como T(x) = Ax. Obs:
ToQ(x) = T(x1q1 + x2q2) = x1q1 — X2q2
ou seja T é uma reflexdo na direcdo de q.
Caso 2: Seja f : R* — R definida como f(x) = x"Ax = 2x;x>. Ent3o:
foQ(x)=f(xiqi+xq)=x —x

ou seja o grafico da funcio (ndo linear) f & uma rotacdo do grafico de
f =foQ (a qual é uma sela de cavalo)






Comentarios: Considere uma m X m matriz A. Se Aqg; = \iqi, o vetor q; é
chamado um auto-vetor e o nimero \; é chamado auto-valor associado a g;.
O comentério anterior ja indica qudo atil pode ser ter uma base de
auto-vetores. Adiantemos aqui um resultado que usaremos posteriormente
nesta disciplina (quando formos estudar a matriz Hessf(p)).

Teorema espectral Dado uma m x m matriz A simétrica (i.e., A= A*), entdo
existe uma base ortonormal de auto-vetores {q;}, ( para definicdo de
ortonormal, vide Defini¢do 21 na préxima secdo)

llustremos a relevancia de auto-vetores, resolvendo E.D.O linear a seguir:
()] _[-2 17 [x()
x(t)] |1 =2| |x(t)

: -2 1 V2 _2
Sejam B = { 1 72} g1 = é eq = é Note que g1 e g» séo
2 2
auto-vetores de B com auto-valores: A1 = —1 e \» = —3. Note que:

x(t) = (xa(t), x2(t)) = c1exp(tr1)gr + c2 exp(tA2) g2

atende a E.D.O x/(t) = Bx(t). Fato de {q;} ser base e unicidade de E.D.O
garantem que todas as solucdes sio dadas desta forma.



Comentarios: Calculo de auto-vetores e auto-valores:

Bv = Av equivale a (B — Ald)v = 0 e tal sistema tem solugdo n3o trivial
se e somente se (B — Ald) ndo for invertivel, ou seja se e somente se
p(\) = det(B — Ald) = 0. Vejamos um exemplo: B = [_12 _12}

Passo 1: Encontre os auto-valores, i.e., resolva p(A) =0,

2 1
O—p()\)—det([l _2}[3 ﬂ)—x2+4A+3
e A= -1 =3

Passo2: Encontre os auto-vetores,i.e, para cada ); resolva o sistema

( 2 1] [x o0 ) x] _[o
1 -2 0 X x| |0]°
Para A\; = —1 solucdo é (x2, x2), para Ay = —3 solucdo é (—xz, x2).

Assim uma base ortonormal de auto-vetores é

{g1=(%2,2),qo = (— L2, *2)}



Imagem de aplicacdes lineares e subespacos vetoriais

Imagens de aplicacBes lineares T : R™ — R™** sio subespacos
vetoriais.

Obs: Seja uma aplicacdo linear T : R™ — R™+k definida como
T(x) = Ax. Ent3o as colunas de A sdo base da imagem
W = Im(T) se uma das equivaléncias vale:

> Té injetora,
» as colunas de A sdo linearmente independentes,

» todas as colunas de U (obtidas no escalonamento de A) sdo
pivos, i.e., existem m pivos.

No caso acimadimW = m



Comentarios (exemplo trabalhado): Determinemos uma base
W =im(T) = {y € R}|y = T(x), ¥x € R*} onde T(x) = Ax para

1 3 3 2 1 3 3 2
A=12 6 9 7|.SejaU= |0 0 3 3| matriz escalonada de A.
-1 -3 3 4 0 0 0O

Utilizando decomposicdo A = LU possivel mostrar que:

As colunas de A que s3o base de W coincide com as posicdes das colunas de U
onde tem os pivds. Ou seja base {£1,&} de W =1Im(T) &

& = (1,2,-1)

& = (3,9,3)

e dim(W) =Im(T) = 2 & o namero de variaveis pivos.



Produto interno e projecdo ortogonal

Definicdo 18
O produto interno (canbnico) é a aplicagdo (-,-) : R” x R™ — R
definida como (u,v) =, ujv;

No caso R?
(u,v) = v + vy

No caso R3
<U, V> = Uuivy + UV + U3 V3



Obs: Sejam v = (uy, u, u3), v = (v1, v, v3) € as matrizes

u vi
U= |w|, V=|w|,U =[un u us| (transposta de V)
u3 v3
(u,v) = wmvi+ wva+ u3vs
Vi
= [ w w]|wn
V3

= UV

Def: Dado uma n x m matriz A = [a;;] a matriz transporta A’ é
matriz m x n definida como A’ = [aj;] (ou seja as colunas de A se
tornam linhas de A?).



Proposicdo 19
Sejam u,v,w € R™ e A € R. O produto interno canénico em R™
atende as seguintes propriedades:

1. (u,v) = (v,u)

2.4

3. (Au,v) = Xu, v)

4. (u,u)y >0

5. (u,u) = 0 se e somente se u =10



Definicdo 20
Seja v € R™. A norma de v é definida como |[v|| = /(v, v)

Ela medird o tamanho do vetor v

m
%

Ex: Seja v = (3,4)

vl = V{v,v)
ol =5

32+2

mgﬂwa




Prob: Seja v = (1,1). Calcule:
(@) vl

(b) H = 3v|

(C) |

(d) H ol

Obs: Mais geralmente, ||[Av| = |A|||v]|. Em particular se A\ = H17||
temos

v

|

vl =1
‘ HVH

v



A norma também permite criar uma funcio distancia
d:R™ x R™ — R definida como

d(a,b) = [la— b

Tal funcdo atende as propriedades:
» d(a,b) >0, e d(a,b) =0 e somente e a = b,
» d(a,b) =d(b,a)
» d(a,c) <d(a,b)+d(b,c)



Considere os vetores u, v € R™ O angulo entre estes vetores é

B (u,v)
<os(0) = Tl

u, v sdo ortogonais se (u,v) =0



Definicdo 21

Uma base {¢;} em R™ é chamada ortonormal se
> flgill =1
> (&i.&j) =0parai#j

Ex: Duas bases ortonormais diferentes de R?2
(a) {(1,0),(0,1)}
(b) {2, ). (-2, )}



Proposicdo 22
Seja {&;} em R™ uma base ortonormal de R™. Entdo para todo

v € R™ temos:
m

V= Z(Va§i>§i

i=1

Prova: Seja v = ). ¢;&;. Multiplicando os 2 lados por &j, temos

<Va gio> = <Z leia £i0>

I

= > (citi &)

1

= Zci<§ia§io>

1
= Cj-



Comentarios: Matrizes ortogonais

Uma m x m matriz Q é chamada matriz ortogonal se (Qx, Qy) = (x,y),
Vx,y € R™. A aplicagdo linear T : R™ — R"™ (as vezes até denotada pelo
mesmo simbolo Q) definida como T(x) = Qx & chamada isometria.

Prob: Verifique que se T & isometria entdo ela preserva norma e preserva
angulo.

Prob: Verifique que Q é matriz ortogonal, se e somente se QQ' = Q'Q = Id.

Prob: Seja Q matriz orgotonal m x m e g; suas colunas. Verifique que {g;} é
base ortonormal de R™.

Prob: Verifique que: Ry = Z?r?((g)) _c:s?g)} eS= [(1) fl] sdo matrizes

ortogonais.



Projecdo ortogonal
Motivado pelo Proposicdo 22 definimos:

Definicdo 23

Sejam u, v vetores em R™. A
de v ao longo de v é

definida como

< v > v
= u, —— —_—
VI v

Ex Seja (3,5) e (2,0).

(0,0)




Recordemos que uma reta contendo zero em R? é dada por:

R = {(Xl,X2)€R2| Nixi + Noxo = 0}
= {(x,x) €R?| (N1, Vo), (x1,%)) = 0}

Obs: N = (Nyi, N,) é um vetor normal a reta.

Obs: A distancia de um ponto v a uma reta Nyxy + Noxo =0
é calculada como a projecdo, i.e., d = ||Py(v)||

Prob: Calcule a distancia de v = (1, 3) a reta descrita pela
equacdo da reta 3x; +2x, =0



Recordemos que um plano contendo zero em R3 é dada por:

P = {(x1,x,x3) € R®| Nixi + Noxo + Nzxs = 0}
= {(x,%,x3) € R ((Ni, N>, N3), (x1,x,x3)) = 0}

N = (Ni, Ny, N3) &€ um vetor normal a reta.

A distancia de um ponto v ao plano Nyx; + Noxo + N3x3 = 0 &
calculada com a projecido, i.e.,

— |Pu () = H<ua,,ﬁ,'u> HW - ‘<”’||xy>‘



Imagem de aplicaces lineares e projecdo ortogonal

Proposicdo 24

Sejam u = (211,321, 331) e v = (a12, a2, 332) vetores com

u# \v (i.e, linearmente independentes). Considere T : R> — R3 a
aplicacdo linear T (x) = Ax onde

a1 a12
A= lax1 a2
azi1 as2

Entdo a imagem de T é um plano contendo zero. Um vetor normal
N a este plano atende (N, u) =0 = (N, v)

N,
. [31 1 a1 a3 1] _ [0}
1.€., N2 =
ai2 a2 as2 N 0

Além disto os vetores u e v sdo uma base deste plano.



11

Prob Seja A= [2 2| e T:R? — R3 a aplicacdo linear
31

T(x) = Ax.

(a)
(b)

a

b

Calcule um vetor normal N a imagem de T.

Determine a projecio ortogonal de g = (2,2,0) no plano, i.e.,
o ponto 7(q) contido no plano tal que ||g — 7(q)|| € a
distancia de g ao plano.

Dica da solucdo de (b) 7(q) =g —

Obs: No caso particular T : R? — R3 onde as colunas s3o linearmente

independentes, é possivel usar o produto vetorial (que sé existe em dimens&o
3) para calcular um vetor normal N.



Figura: 7(q) = g — Pu(q)




Vetores com pés

Um vetor com pé em p € R™ é definido como:
vp = (p,v) € R™ x R"

O espaco dos vetores com pé em p (espaco tangente em p) é
definido como T,R™ = {(p,v) € R" x R™, Vv € R™}

Espaco T,R™ admite:
» estrutura de espaco vetorial:
Vp+ wp = (p, v+ w)

)\VP = (p7 AV)
» produto interno:

(Vp, Wp)p == (v, w)



Vetores com pé modelam velocidade de um movimento retilinio
uniforme, ou seja considere a curva parametrizada o : R — R"™
definida como:

a(t)=p+tv
=(pr+tvi, - Pm+ tvy)

= (ax(t),- -+ am(t))

entdo:

onde La(t) = (Lai(t), -, Sam(t))

Obs: E comum na literatura de Calculo 2, por abuso de notac3o,
escrever o/(0) = v mas é bom ter em mente que velocidades sdo de
fato vetores com pé v,



Obs: Dado p,q € R™ existe uma isometria 7p g : ToR™ — T,R™
(translagdo) definida como

%,Q(p> V) = (qv V)

Devido a esta translacdo, € comum em vérias contas identificar
ToR™ com ToR™ =R, (o que ndo sera possivel fazer de forma
tdo simples em superficies e outros subconjuntos do espaco
euclidiano, e.g espacos curvos)

Como veremos em Calculo 2, o pé do vetor sera fundamental na
regra da cadeia, ou sejadado f: UCR™ - R

d

af(p%— tv)|i=0 = df(p)vp, = (VFf(p), vp)p



Obs: Dado p,x € R™ podemos definir uma parametrizacdo
B :R — R™ ligando p a x como

B(t) = p+t(x - p)
Note que 5(0) = p e 5(1) = x e que 3'(0) = v, = (p,x — p).

Utilizando 8 podemos introduzir geometricamente os conceitos de
retas em R? e planos em R3 (que nio contém o zero).

Uma reta perpendicular a um vetor N, € T,R? (também chamada
reta passado por p com um vetor normal N) é o conjunto de
todas posicBes (3(1) para todos os todos os vetores (com pé) v,
perpendicular a N,.

Uma plano perpendicular a um vetor N, € T,R3 (também
chamado plano passado por p com um vetor normal N) é o
conjunto de todas posi¢cGes 3(1) para todos os vetores (com pé) v,
perpendicular a N,,.



Definicdo 25 (Reta passando por )

R = {(x,x) € R (N1, Na), ((x1,%) — )) = 0}

{(Xl,XQ) S R2’ N1(X1 — )+ N2(X2 — ) = 0}

= {(x1,x) € R?| Nixy + Nax; = ¢}
onde ¢ = (N, p)).

Obs: N = (Ny, N) é chamado um vetor normal a reta.

Prob: Sejam x3, x> quantidade de mercadorias A e B consumidas
por uma pessoa. Sejam $2,00 e $3,00 os precos unitarios de A e
B respectivamente. Descreva em coordenadas euclidianas o espaco
dos nimeros de unidades das mercadorias, quando a despesas para
mercadorias € $10,00 e esboce tal conjunto.



de um ponto g € R? a reta

= {(xa,x) € R2‘ Ni(xa — p1) + No(xo — p2) = 0}
|Pn(U)|| onde U =g —pep e R. Ou seja:

= [IPn(U)I

= [(v )]
= [(a=ro )]
= agl{e) = ()

_ |N1g1 + Nago — ¢

\/ N2+ N2




Problema 26

Calcule a distancia de q = (1,1) para a reta

R = {(x1,x) € R? 2x; + xo = 4}.

2r+y=4

Figura:



Problema 27

Determine o ponto 7(q) na reta 2x + y = 4 mais préximo do ponto

g=(1,1).
Sol: Note que
U=(11)-

7(q)

. Note que )=

pertence a reta. Defina
—1(21)
NGRVA




20 +y=4




Definicdo 28 (Plano passando por )

P = {X€R3’ <(N1,N2,N3), ((Xl,XQ,X;J,)— )> = 0}
= {xe R?” Ni(x1 — p1) + Na(xo — o) + N3(x3 — p3) = 0}
= {X S R3’ Nixy + Noxo + N3x3 = C}
onde ¢ = (N, p)).

Obs: N = (N, N, N3) é um vetor normal a reta.

Prob: Sejam xi, x2, x3 0 nimero de unidades das mercadorias A,
B e C consumidas por uma pessoa. Sejam $2,00 e $3,00 e $4,00
os precos unitarios de A, B e C respectivamente. Descreva em
coordenadas euclidianas o espaco dos nimeros de unidades das
mercadorias, quando a despesas para mercadorias € $10,00 e
esboce tal conjunto.



de um ponto ¢ € R3? ao plano

= {X € R3’ Nl(xl — ) + NQ(XQ — ) + N3(X3 — ) = 0}
= ||Pn(U)|| onde U =g — p e p € P. Ou seja:

= [IPn(U)I

= (v )
= [(a=ro )]
= agl{e) = ()

_ |N1g1 + Nago + Nags — ¢

N2 + N3 + N3




Obs: Considere 2 planos:
P={x¢€ R?’\lel + Noxo + N3x3 = ¢}

ﬁ = {X S R3‘N1X1 + NQXQ + /V3X3 = 5}

Suponha que N # AN (i.e., sdo linearmente independentes). Entdo
o conjunto PN P é uma reta em R3,



