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(&) L'Hospital
(€9) Teorema do valor Médio (TVM)

(@) Comentarios: Expansdo de Taylor.



L 'Hospital

Teorema 1

Sejam f e g funcées diferencidveis em (a, b) onde

—00 < a< b< +4o0. Assuma que g'(x) # 0 para x € (a, b) e que
o limite lim,_, 5+ % exista (inclusive podendo ser +00). Suponha
que um dos seguintes casos ocorra.

1. limy_,+ f(x) =0 elim, ,,+ g(x) = 0.
2. limy o+ f(x) = £oo e lim, ,,+ g(x) = +o0

Entéo: . p
lim fx) = lim (x)
x—at g(X) x—at g’(x)

Obs: Resultado analogo vale para b™.



Teo: L'Hospital

im T i £ el = gu = meed
X x '(x) . .
~28(x) g limyaf(x) = £oo = limys,g(x)

Ex:(limite fundamental trigonométrico) Note que
limy_osin(x) =0 e lim,_o x = 0. Entdo:

. d .
lim sin(x) ZH im 7556;“()()
x—=0 X x—0 g 5
dx
— im cos(x)
x—0 1
= 1

Obs: Estamos apenas ilustrado L'H. A demonstracdo via trigonometria do
limite fundamental (encontrada nos livros) é relevante, pois o limite
fundamental é utilizado na demonstracdo das derivadas das funcdes
trigonomeétricas



Teo: L'Hospital

. M . f/(X) . /ImX*}af(X) = gu = |Imxaag(X)
X Cox /(X) | .
—a g(X) —ag limy_sa f(x) = 4+oo = ||mx%ag(X)

Dem: Caso particular. Vamo supor que f e g sdo diferenciaveis
em x = a e que f(a) =0 = g(a). Temos por expansdo de Taylor
de primeira ordem:

f(x)="f(a)+f(a)(x—a)+ R

g(x)=g(a) +g'(a)(x —a) + Re

onde lim,_,, % = 0. Visto que f(a) =0 = g(a) temos:

f(x) fl(a)(x—a)+ Ry
g(x)  g'(a)(x—a)+ R




R =o.
pois Iimxﬂam




Teo: L’Hospital

. f(X) ] f/(X) /Imxﬁaf(X) = 0 = llmx%ag(x)
lim lim - se ou
x—ag(x) x—ag/(x) limyaf(x) = Zoo = lim,..g(x)

Prob: Calcule:

(a) limy—1 l:(:(l)

exp(x)
2

(b) “mx—)Jroo

(C) “mX—H-oo %



Teo: L'Hospital

jim 10 i L0 limesaf(x) = 0 = limeag(x)
X X /(X) | i
—a g(x) —ag limy,f(x) = £oo = limy,g(x)

Observe que: limy_1In(x) =0 e limy_1 x — 1 = 0. Assim:

| ' 1
lim L(X) Hoim —/X
x—=1x—1 x—=1 1
1
= lim —
x—1 X

= 1



Teo: L’Hospital

£1(x) . limy_af(x) = 2 = limy_,g(x)
u

limy_,f(x) = £oo = lim,,,g(x)

Observe que: limy o0 exp(x) = +00 e limy_ ;o0 x° = +00 Assim:

. oexp(x) vrH . exp(x)
lim > = lim ——=
Xx—400 X x——400 22X
LH e &P
X—+-+00



Teo: L’Hospital

. M e f/(X) /Imxaaf(X) = 0 = llmxﬁag(X)
lim = |lim - se ou
x—a g(x) x—a g (X) limy 4 f(X) = oo = |imxﬁag(x)

Sol: limy_ 400 '”\3(/{)_

Observe que: limy_ o In(x) = +00 € limy_ 400 /X = +00. Assim

. In(x) v x—1
Ilm 3 — ||m 72/3
Y _
X—+00 \/; X—400 3X
= lim 3x 1x?/3
X—r—+00
= lim 3x~1/3
X—r—+00

= 0



Observacao 2
Se limy ,,f =0 e limy_,g = 0o podemos usar L’hospital para
calcular limy_,, f(x) - g(x). De fato:

' i &) wh g (X)
>|<[>na f(x) ~g(X) = )I(ina 1/f(X) o X@‘?W

Ex:

= lim 5
x—0+ —1x—

= lim (—=1)x

x—>0+( )

= 0



Prob: Calcule: lim,_,g+ x*

Sol:
li =i I
Jim =i explen(x)
= li I
exp(_ lim xIn(x))
Y exp(0)
= 1

onde na igualdade (*) utilizamos Observacdo 2.



Teorema do valor Médio (TVM)

Teorema 3 (TVM)
Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua e diferenciavel em (a, b).
Entdo existe um c € (a, b) tal que
f(b) —f(a)
b—a

Ex: f:[-2,0] — R onde f(x) = —x? + 4. Note que f'(x) = —2x
e para ¢ = —1 temos
4—-0 f(b) —f(a)

=25 02" b-a







Se f(a) =0 = f(b) e f ndo & identicamente nula, TVM significa
que existe maximo ou minimo no interior (o que ja foi visto em
aulas anteriores). O TVM ¢ atil em varias demonstracdes. Ele sera
usado na prova do Teorema Fundamental do Calculo. Também
permite redemonstrar resultados ja vistos. A prova do L'Hospital
(casos gerais) segue do TVM generalizado a seguir:

Teorema 4

Sejam f : [a,b] — R e g : [a, b] = R funcdes continuas e
diferenciaveis em (a, b). Entdo existe um c € (a, b) tal que




Comentarios: Expansdo de Taylor

Se f:(a,b) — R é suave e p € (a, b) entdo:

f(x) = f(p)+f'(p)(x—p)
+ R

f(x) = flp)+(p)x—p)
b P R)x - p) Ry

f(x) = flp)+(p)x—p)
+ " (p)x — p)

1
51 (P)x = p)* + Ry

onde |imX*>p (X’_?i';’)n =0



