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Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele ndo substitui as aulas (onde existem
discussdes, resolucdes de exercicios, figuras, etc) e ndo substitui a
leitura da bibliografia recomendada. Em particular o aluno ou aluna
n3o deve se limitar aos exercicios deste guia, deve também
fazer exercicios da lista e da bibliografia recomendada, pois integral
se aprende por meio de varios exercicios.



(&9) Mudanca de variavel

(€9) Integral por partes



Mudanca de varivel

Ex: Calcule: fab cos(x?) 2x dx

Abordagem informal: y = x% % =2x; dy = 2xdx

/cos(x2)2xdx = /cos(y) dy

= sin(y)+c¢
= sin(x?) +c¢

Assim fab cos(x?) 2x dx = sin(xz)\: = sin(b?) — sin(a?)



Proposicdo 1 (mudanca de variavel)
Sejam g : [a, b] — R uma funcdo de classe C* e f uma funcéo
continua em g|a, b|. Entdo:

b ) b £(b) g(b)
[ fleg (o= F o gl = FOIE = [ )y

onde d%F(y) = f(y)

Dem: Pela regra da cadeia (F o g)'(x) = f(g(x))g’(x). Isto e o
teorema fundamental do Célculo termina a prova.



Mudanca de variavel:
g(b
ff (x)dx = F o g(x )| = F(y g(a) f

Ex: fab cos(x?) 2x dx

Neste caso g(x) = x%; g’(x) = 2x; f(y) = cos(y); F(y) = sin(y)
Assim

b &(b)
/ cos(x?)2x dx = cos(y) dy
a



Mudanca de variavel:
(b) b
Iy F(g(x))g'(x)dx = F o g(x)[. = F)IE. = [ F(y)dy

g

Prob: Calcule:
1. fab sin3(x) cos(x)dx

2. fab xv/1 + xdx

3. fb 3x2+1d

x34x

b 2x
4. fa (X—zi-il)zdx



Mudanca de variavel:

J7 f(g(x)e’ (x)dx = Fog(x)[. = F(y)[) = [&5) f(y)dy

g(a)

Sol: fa sin®(x) cos(x)dx
Escolhendo g(x) = sin(x) temos g’(x) = cos(x). Assim:

/ab sin®(x) cos(x)dx =




Mudanca de variavel:
J2 Fg(x)g'(x)dx = Fog(x)|. = F(y)[) = [

Sol: fab xv/1+ xdx
Escolha g(x) = (1 + x) Assim g'(x) =1 e x = g(x) — 1.

b b
/X\/1—|—de = /(g(x)—l)\/g(x)g’dx
&(b)
= [ -y

g(a)
b
= /g( )(y3/2 —y'?)dy
g(a)
_ (2}/5/2 B 2y3/2>‘g(b)
5 3

b

_ (2(1 —|—5x)5/2 o2 +3x)3/2)

a



Mudanca de variavel:
b
J2 F(g(x)g (x)dx = Fog(x)|. = F)IE = 50 F(y)dy

b
Sol: f 3;3_:(1 Ix

Escolha g(x) = x® + x. Entdo g'(x) = 3x%> +1

b 2 b s
3 1
/ );+ dx = /g(X)dx
. X3+ x 2 &(x)
/g(b) dy
gla) Y

= |55

b
= In\x3+x\‘
a



Mudanca de variavel:
J7 f(g(x)g’ (x)dx = Fog(x)|. = F(y)50 = [ (y)dy

Sol: f x+1)2 dx
Escolha g(x) = (x +1). Entdo g'(x) =1 ex =g(x) —1

b [Pael) 1)
| ot = | TG e
g(b) 2(y —1)
/g() o7 ¥

= 2(| ly|+y~ 1) 5(5)
= 2<In|x+1|+ 1)_1)‘1)




Mudanca de variavel:
J2 f(g(x)e’ (x)dx = Fog(x)|. = F(y)[") = [51) #(

Prob: Calcule:
. [ cos?(x)dx

[

2. [sin®(x)dx
3. [cos*(x)dx

4. [sin®(x)dx

o

J tan(x)dx



Integral por partes

Teorema 2 (Integracdo por partes)
Sejam f :[a,b] - R e g [a bl — R funcoes de classe C. Enao

J2F(x)g(x)dx = f(x — [P f(x

Dem:



Int. por partes: [”f/(x)g(x)dx = f(x)g(x)|5 — [L F(x)g'(x)dx
Ex: fabxexp(x) dx.

Escolha: g(x) = x e f/(x) = exp(x).
Assim g'(x) =1 e f(x) = exp(x)

b b
/ xexp(x)dx = xexp(x)|? —/ exp(x)ldx
a a

= xexp(x)|5 — exp(x)|2



Int. por partes: [ f/(x)g(x)dx = f(x)g(x)|5 — [L F(x)g'(x)dx
1. [ x%sin(x)dx
2. [In(x)dx

3. fab exp(x) cos(x)dx



Int. por partes: [ f'(x)g(x)dx = f(x)g(x)| — [ f(x)g’'(x)dx
Sol: [ x?sin(x)dx. Escolhemos: g(x) = x? e f/(x) = sin(x)
/x2sin(x)dx = —cos(x)x? +/2xcos(x)dx
Para [ 2x cos(x)dx escolhemos: g(x) = 2x e f'(x) = cos(x)
/2xcos(x)dx = 2xsin(x)—/2sin(x)dx
Juntando temos:

/x2 sin(x)dx = — cos(x)x? + 2x sin(x) 4 2 cos(x) + ¢



Int. por partes: [” f/(x)g(x)dx = f(x)g(x)|8 — [L F(x)g'(x)dx

Sol: [In(x)dx. Escolhemos g(x) = In(x) e f'(x) =1

/In(x)ldx - xln(x)—/ixdx

/In(x)dx =xIn(x) —x+c¢

Assim:



Int. por partes: [ f/(x)g(x)dx = F(x)g(x)|5 — [? F(x)g'(x)dx

Sol: fab exp(x) cos(x)dx seja g(x) = cos(x) e f'(x) = exp(x)

b b
/a exp(x)cos(x)dx = cos(x)exp(x)|2 +/ sin(x)exp(x)dx

Para fab sin(x) exp(x)dx seja g(x) = sin(x) e f'(x) = exp(x)

b b
/ sin(x)exp(x)dx = sin(x)exp(x)|? —/ cos(x)exp(x)dx

Substituindo a segunda equagdo na primeira temos:

b
2/3 exp(x) cos(x)dx = cos(x) exp(x)|2 + sin(x) exp(x)|?




