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Resumo

Este trabalho estuda duas abordagens para solug@o de sistemas de controle ndo lineares semi-
implicitos. Ambos os métodos tentam encontrar, via controle geométrico, um sistema
explicito cujas solugdes convirjam para as solucdes do sistema original. O primeiro método
aplica somente técnicas de desacoplamento e estabilizacdo por realimentagcdo de estado, ao
passo que o segundo método, considera um campo vetorial no espago de estados e de entradas
de maneira a obter um novo sistema que siga as solu¢des do sistema original. Como sera visto
nos experimentos numéricos, ambos os métodos asseguram convergéncia, mas o segundo
método € numericamente mais estavel que o primeiro.



Abstract

This work studies two approaches to solve semi-implicit non-linear control systems. Both
methods try to find, via geometric control, a completely explicit in wich its solutions converge
to the solutions of the original system. The first method uses only the decoupling and
feedback state stabilization techniques, while the second method, considers a vectorial field
on state space and the input space, in order to obtain a new system that follow the solutions of
the original system. As will be shown in the numerical experiments, both methods assure
convergence, but the second method is numerically more stable than the first one.
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Introducgdo 1

Introducao

Neste trabalho lidaremos com Equagdes Diferenciais Algébricas (DAEs), em

particular com sistemas ndo lineares semi-implicitos invariantes no tempo da forma

x(t)=fx(e).u(r)]
y(1)=h[x(1)]=0
Onde xe R" é o vetor de estados do sistema, ue€ R"é o vetor de entradas e ye R’ é
o vetor de saidas. Para um aberto Qe R", f:Q — R" exprime a dinidmica do sistema e

h:Q — R’ representa o conjuntos de restricdes para os estados xe R".

Vejamos um sistema no qual dimu =2 e dim y =1, escrito explicitamente a direita.

X =X, +u,
X, =u, e {x =y,
y=x,=0

Verificamos que u, deve ser identicamente nulo para que a restricio x, =0 seja
obedecida, por esse motivo u, pode ser chamado de pseudo-entrada [3]. Vemos também, a
partir do lado direito da expressdo acima, que 0 mesmo ndo ocorre com u,, ja que este pode
ser escolhido arbitrariamente. Assim, a entrada u, recebe a denominagdo de verdadeira

entrada [3].

Analisemos agora outro exemplo simples, onde dimu =dim y =1

X=X,

n=u <{5=0
y=x,=0

Neste caso ndo existem entradas verdadeiras, por conseguinte o sistema serd
completamente determinado. A esta classe de sistemas na qual a entrada e a saida possuem a
mesma dimensdo, dd-se o nome sistemas quadrados, e € nela que nos concentraremos.

Estudaremos dois métodos para a obtencdo de solucdes desta familia de sistemas.
Ambos tentam encontrar um sistema explicito cujas solu¢des convirjam para as solucdes do

sistema original, utilizando para isso a teoria geométrica do desacoplamento [2].
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Nos sistemas explicitos assim gerados, poderemos aplicar entdo as técnicas
tradicionais de integracdo numérica.
O primeiro método, rotulado de Método I [1], considera uma transformacdo de

coordenadas sobre o espaco de estados e uma realimentacdo de estado estitica na forma

u=0a(x)+ f(x)v, obtendo um sistema modificado.

Este sistema modificado serd desacoplado, i.e., cada saida y, serd controlada
separadamente por uma das componentes v,. Mais ainda, mesmo para uma condicdo inicial
que ndo obedeca exatamente a restricao, os estados do sistema serdo levados cada vez mais

proximos da restri¢do. Formalmente, para uma condigdo inicial x, tal que |h(x0 )| <&, £>0,

as saidas y, convergirdo assintoticamente para o vetor nulo.

O segundo método, chamado de Método II [1,3], foi elaborado com o intuito de obter
melhor convergéncia do que o Método I em algumas situacdes encontradas em problemas
reais de controle, dentre elas, matrizes mal condicionadas e nao linearidades [1].

No Meétodo II € considerada uma transformacdo de coordenadas sobre o produto
cartesiano do espago de estados e de entradas, obtendo outro sistema modificado e

desacoplado. Com base neste novo sistema tenta-se estabelecer um campo vetorial 7, no qual

as solugdes do sistema | _ |=7(x,u) convirjam para as solu¢des do sistema original de forma
u

mais robusta.

A Teoria do Desacoplamento e os resultados necessdrios para Método I podem ser
encontrados no Capitulo 1. Ainda neste capitulo, discutiremos sobre a existéncia de
coordenadas complementares que formardo a transformacio de coordenadas e veremos como
um sistema explicito pode ser equivalente a um sistema semi-implicito.

No Capitulo 2 exporemos os fundamentos do Método II, mencionando teoremas de
convergéncia. Apresentaremos também argumentos que nos permitirdo compor um
difeomorfismo local através de uma escolha numérica de coordenadas complementares.

A combinacio dos resultados tedricos, para os dois métodos, organizada em formato
de algoritmo estd presente no Capitulo 3, juntamente com especificacdes de construgcdo das
simulagdes. Por fim, no Capitulo 4, realizaremos experimentos numéricos para aferir a

precisdo dos métodos, comparando-os sob diferentes aspectos.



Capitulo 1: Fundamentos Teéricos para o Método 1

Este capitulo abrange aspectos tedricos referentes ao Método I, onde analisamos como
e sob quais condicdes € possivel construir uma transformagdo de coordenadas e uma
realimentacdo de estado para um sistema de controle explicito, tal que, cada uma das saidas
y; seja afetada por uma e apenas uma entrada u,. Trataremos de sistemas quadrados, i.e
sistemas cuja saida e entrada possuam dimensdo de mesmo tamanho.

Discutiremos sobre a existéncia de coordenadas complementares, que compordo o
uma transformacdo de coordenadas diferencidvel, e como sistemas explicitos dados numa

estrutura especial sdo equivalentes a semi-implicitos.

Teoria do Desacoplamento

Seja o seguinte sistema ndo linear afim explicito, dado por sua representagdo de estado:

)'c(t):f[x(t)]+’2j:gi [x()Ju, (1) (1.1a)
y(t)=h[x()] (1.1b)
Onde

tel ¢ avaridvel de tempo

x(t) e XcR” ¢ o espaco de estado

u(t)eUeR" é 0 espago de entrada

y(t)eY c R' € o espaco de saida (com [ =m para sistemas quadrados)
f()eC”:X — X descreve a dindmica do sistema com entrada nula («=0)
g,()eC”:X > X descreve como a entrada 1, modifica a dindmica do sistema

h(.)e C”:X —Y  associa um estado do sistema a sua saida

A fim de simplificar a notag@o, omitiremos a dependéncia de ¢ ou x quando ndo isto

prejudicar a leitura.
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Denotaremos Y, (#,,x,,%,u),i€ {l,..,m} as saidas do sistema (1.1) no instante 7,

aplicando-se a entrada u , a partir de da condicdo inicial x, no instante ¢, .

Defini¢ao 1.1 Para o sistema (1.1), uma saida y, € dita invariante sob uma entrada u;, em X,

se e somente se para todo u=(u1,...,uj,...,um) e 11=(u1,... u u )

sty
¥, (tgs Xootst8) = ¥, (£g, %y 1,1), V€ X (1.2)
Ou seja, a entrada u; ndo altera a saida y,, independentemente da escolha de u;.

Teorema 1.2 Considere o conjunto de fungdes abaixo
L, Ly ...Ly h(x), Vk20, X,,....X, €{f.8....8,}, x€ X, (1.3)

A saida y; € invariante sob uma entrada u; se (1.3) € identicamente nulo para todo x€ X,
Prova: Vide [2]

Defini¢do 1.3 O Sistema (2.1) é chamado de desacoplado em X, se e somente se, apds
reordenacdo das entradas, valem as seguintes propriedades:

(i) Paracada ie {1,..,m} ,asaida y, € invariante sob as entradas u ;- sempre que J#i

(iiy  Asaida y, € ndo invariante com respeito a entrada u,, i€ {1,..,m} .
Utilizando o Teorema 1.2, obtemos uma condi¢fo suficiente para (i)
. _ (1.4)
Vj#i, L, Ly ...Ly h(x)=0, Yk 20, X,,.... X, € {f,&....8, > Xx€ X,
De (1.3), extraimos a expressao da influéncia de u; sobre y,

L Ly ..Lh(x), Vk20, X,....X, €{f.8,....8,}, x€ X, (1.5)
Para (ii), consideraremos um subconjunto de (1.5)

LgiLl}hi ()C), Vk > 0, xXe X() (16)
Proposicao 1.4 Caso (1.5) seja identicamente nula

L Lh(x)=0, Vk 20, xe X, (1.7)

Entdo, todas as fungdes em (1.5) também serdo identicamente nulas.
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Prova
Para k=0
LgiL‘}h( x)= O:Lglhl( x)=0 (1.8)
Para k >0
LL,..LH (x)=0, (de(2.8))
L Ly ...Lyh(x)=1L,Ly ...L, h(x)=0, (de (2.4))

L,Ly ...Ly L:h(x), (apartir da validade da expressio (1.7) para k -1)

X f

Assumindo-se que (1.4) seja verdadeira e (1.7) seja falsa, a seguinte construcdo € admissivel
para todo i€ {1,..,m}

Derivando-se y, em relagdo a ¢

yi:i(yi(x(t))) I ; %(f(x)+igk() j L +L hu=h"(x,u)

dt a.x a.x k=1

Se L h,=0, " (x)=L,h, . Neste caso, derivaremos a expressdo mais uma vez.

. @ @
hf”=%(hf”(x(t))) ag’x i= ag’x { +ng j=L§hf”+Lg,thf”uﬁhf”(x,u)

Novamente, se L, L.h =0, i” (x)= L.
De modo geral, pode-se gerar h'*’, enquanto A* ™" (x,u)=h""(x).

) (k=1 (k=1) m
hi(k_l) = i(hi(k_l) (x(t))) - - x= = (f ’ Z 8 iUy j - Ll}hi(k_l) +L, L];‘_lhi(k_l)” = hi(k) (x, ”)
k=1

dt 0x ox

Definicdo 1.5 Definiremos nimeros caracteristicos p,, inteiros ndo negativos, para todo

ie{l,...m}, como o menor k tal que h" dependa explicitamente de u , ou seja
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5= (=510()

: h”
© = azx = thi(o) +Lg,hf(0)”i _ thi(o) = (: yi(l) (x))
S (1.9a)
3 = k= L L LR = LR = R (=% (x))
oh# "
o ::')—xx: LR 4 L 17 P, = i) (: y#) (x,u))
V(0 k) (X {0 P ), Ly LR =0 (1.9

Lembrando que
Vxe X

L L7h" %0

0>

Logo, no conjunto X = {xe X ILg»L’Ji"_lhf(p""”ui #0, i€ [1..m]}, a entrada u, influencia a saida

y; instantaneamente.

Definicao 1.6 O sistema (1.1) é dito fortemente desacoplado se (1.4) é valida e se existem
numero caracteristicos p,,..., 0, como em (1.9). Diremos que esta propriedade é global se

X, coincidir com X ou local caso contrério [2]

Se o sistema (1.1) é ndo desacoplado, podemos tentar alterar a dindmica do sistema

adicionando uma realimentagao.

Definicao 1.7 Dado o sistema (1.1), uma realimentacdo de estado estdtica [2] tem o formato

u=a(x)+p(x)v (1.10)

Onde @:X ->R", B:X >R™ e veR". Sendo det(f(x))#0 para todo xe X,.

Aplicando-se (1.10) a (1.1) obtém-se o sistema modificado em malha fechada

X(t)zf(x)+ig~i(x)vi (1.11)

Onde :
Foo=f(x)+28,(x)a;(x) (1.12a)
g(x)zigj(x)ﬂji(x), ie[l.m] (1.12b)

v=—p" (a(x)+ 5 (1120
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Neste ponto, enunciaremos formalmente o problema de desacoplamento sugerido na

introdugdo do capitulo.

Problema 1.8 O Problema de desacoplamento para o sistema original (1.1) consiste na
obtencdo de uma realimentacio de estado estatica (1.10) tal que o sistema modificado (1.11)
torne-se fortemente desacoplado conforme Defini¢éo 1.6.

Lema 1.9 Uma realimentacdo de estado estatica para o sistema (1.1) ndo altera os nimeros
caracteristicos p,,..., 0, .

Definicao 1.10 Para qualquer sistema (1.1), € possivel tentar o processo (1.9) e, caso existam

inteiros finitos ndo negativos p,,..., 0, , combinar os resultados como abaixo
y(p):a(x)-l-b(x)u (1.13)
onde
_ -1 -1
y(pl) L?l hl Lg L/;] lh-l ng1 L? hl v Lg,,, L? h’l
YW= La=| P |, b(x)= 5 = 5 :
P Pl Pl Pl
y(pm) L h, L LI h L, L7 h, - L, L7 h,

A matriz mXm b(x) é chamada de matriz de desacoplamento [2].

Teorema 1.11 Seja o sistema (1.1), com nimeros caracteristicos finitos p,,...,p, . Entdo o

Problema 1.7 de desacoplamento ¢ soluvel através de uma realimentacio de estado estética se
e somente se

posto b(x) =m, Vxe X (1.14)
Prova

Trabalharemos primeiro com o sentido de equivaléncia mais simples, assumindo que
posto b(x) =m, Vxe X ¢ vdlida, logo podemos derivar as saidas do sistema (2.1b), extraindo

a matriz de desacoplamento b(x) de acordo com a defini¢do 2.8
Yy =a(x)+b(x)u (1.15)

A hipdtese garante a existéncia de b"l(x), por conseguinte, imporemos (a’, ﬁ)em uma

realimentagio de estado estatica (1.10) u = a(x)+ £(x)v, onde

a(x)=-b"(x)a(x) (1.16a)
ﬂ(x):b‘l(x) (1.16b)
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Combinando (1.15) e (1.16)

W =a+b(a+py) (1.17a)
YO =a+b(=bla+by) (1.17b)
y(p) =y (1.17¢)

A partir de (1.17c) verifica-se que o sistema em malha fechada (1.11) é desacoplado em
termos da Definicdo 1.5, pois existem, por hipdtese, os niimeros caracteristicos finitos
Ps---» P, € além disso, cada uma das saidas y, € influenciada por uma e apenas uma entrada

V..

1

Agora, assumiremos a existéncia de uma solu¢do para o problema de desacoplamento.
Podemos projetar uma realimentagdo de estado estética u = a(x)+ B(x)v, tal que o sistema

modificado (1.11) torne-se desacoplado.

Cabe ressaltar que a combinagdo de (1.10) e (1.13) resulta na expressdo da matriz de
desacoplamento para o sistema modificado (1.11)

y(p) =a+bu (1.18a)
y(p)=a+b(a+,3v) (1.18b)
y(p)z(a+ba’)+(bﬁ)v (1.18c)
~ 1.18d
y(ﬂ) =a+bv ( )
Além disso, por hipétese, existem numeros caracteristicos finitos p,,...,p, que, pelo Lema

1.7, sdo os mesmos para o sistema original (1.1) e o modificado (1.11).

Ja que o sistema modificado é desacoplado temos

-1 -1 -1
L 127 o L I27'h ) (L I27h, 0
b(x)= : ; - (1.19)
=1 =1 =1
L, 1%"h, - L, I, 0 L, 1"'h,

Onde det(l; (x)) # 0, porque a ndo invariancia de y; sob u; implica em L, L’;""lhi #0.
Temos também que det( Jii (x)) #0 em uma regido X (vide Definicdo 1.7).

Como b(x)=b(x)B(x), chegamos a tese (1.14) de que posto b(x) =m, Vxe X,
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Teorema 1.12 Sejam piz p;, denominado grau relativo do sistema, e a aplicacdo
i=1

S:X — R’ definida por

(hl (x),thl (x),...,L’;‘_lh] (x),hy(x),....h, (x),...,L’;'”_lhm (x)) (1.20)

Quando a propriedade (1.14) é vdlida para o sistema (1.1), entdo

posto S (x)=p (1.21)

Prova: Consultar apéndice.

A titulo de melhor visualizag@o, introduziremos uma notag¢do alternativa para a

aplicacdo S(x) em (1.20).

F(3) = (0 ()3 (1) 3 ()3 () 122

Existéncia de Coordenadas Complementares X

Proposicio 1.13 Seja um conjunto de fungdes independentes (pé{(pi U >R iefl,., p}}
sendo x, pertence ao aberto U cR". Entdo, existe outro conjunto de fungdes

fcé{fci :V—)R”,ie{l,..,n—p},VCU} tal que a aplicagdo ¥ :V — R" [3]

w(x)= (fgj))j (1.23)

¢ um difeomorfismo local em V .
Prova

Tomando-se a matriz jacobiana

99 99
ox, ox,
Jo(x)=| : (1.24)
29, 09,
ox, ox
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A independéncia das fungdes em ¢ permite nos reordenar as colunas de (1.24) de tal maneira
que as o primeiras colunas de J¢ formem uma submatriz ndo singular

CAZ N L B}

ox, dx, | 0x,,, ox, 125)
Jo(x)=| : : : : '

99 . 9% . 9%

ox, ox, | 0x,,, ox,

Note que, por abuso de notagdo, a seqiiéncia dos indices x; foi mantida apesar da possivel
permutacdo das colunas de (1.24)

Indicaremos por Xge ey @S coordenadas de x restritas aos indices {k,..,k +l}.

. 0
W(x)2 P ¢ (1.26)
x{p+1,.4,n}
Observe que

4 Y
d o W (x)
oVl | ox _lox, (1.27)
ax X0 a_x 0 I

o0x Py

X0

€ ndo singular pois os elementos em sua diagonal sdo diferentes de zeros em X, . Portanto,

w(x) € um difeomorfismo numa vizinhanga V de x,, de acordo com o Teorema da
Aplicagao Inversa [4].

Estrutura do Método 1

Reunindo os resultados dos Teoremas 1.12 e 1.13, concluimos que posto b(x) =m,

Vxe X, (2.14) é uma condi¢do necessdria e suficiente para que
2=y (x)=(r"" (x),2(x)) (1.28)
seja um difeomorfismo numa vizinhanga V de x,.

Considerando a derivada em ¢ de (1.28)

Iy (x) . (1.29)
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Iremos substituir (1.1a) em (1.29)

5= a:/;)(cx) f(x)+ia‘gix) ¢, (x)u, (1.30a)
Z=Wf(w—l(z))+2a'//(g; (Z)) gi(';”_l(z))ui (1.30b)

Utilizaremos a notagdo (y.f)(z)= f (l//‘1 (z)) , sugerindo a representacdo de f

no espago de coordenadas z =y (x). Logo (1.30) equivale a

z=(w*f)(z>+§(w*gi>(z>ui (1.30¢)

Ademais, utilizando a notacdo (1.22) para (1.9), vamos reescrever (1.29) na forma canonica

).)1(0) _ yl(l)
)'}1(/71_2) — yl(pl_l)

yl(pl_l) =a, +bu

0= 131
)"f,f"’_2) — y’(npl—l)

yff”’_l) =a,+bu

{)é:ﬂ()?,Y(p_l),u)
Onde a, e b, correspondem a i-ésima linha da matriz a(x) e a matriz de

desacoplamento b(x) conforme Defini¢do 1.10 e 77()?, Y(’H),u) =(20)(2)+ D (%) (2)u,
i=1

Por causa da relacdo entre 77 e sistemas semi-implicitos, como serd visto na préxima

secdo, 17 recebe o nome de dindmica zero.
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Se impusermos a realimentagdo u = a/(x)+ S(x)v segundo (1.16) e acrescentarmos

ao sistema as saidas (1.1b), com a mesma notacao (1.22) , obteremos

5’1(0) _ yl(l)
}')1(/71—2) — yl(ﬂ1—1)
).’1(/)1_1) ="
. (1.32a)
W=
e =yl
=y,
= yl(O)
: (1.32b)
Y =N
{fc:n()z,w-l),v) (1.32¢)

Temos entdo que em uma regido X, tal que posto b(x)=m, Vxe X, (1.14) a

A

transformacdo de coordenadas zil//(x):(Y(” _1)(x),x(x)) (1.28) aplicada ao sistema

original (1.1) gera (1.31).

Adicionando-se a realimentacdo de estado estética (1.16) chegamos a um sistema em

malha fechada (1.11) no formato (1.32), fortemente desacoplado (Teorema 1.6).

Observe também que, ao tratar de sistemas quadrados, ndo restam entradas para que
possamos controlar diretamente as coordenadas X .
A estrutura (1.32) serd a base para a constru¢io do Método I. Para controlar a

velocidade de convergéncia, escolheremos cada uma das entradas v, segundo um parametro

y>0, onde
pi—l .
v==> a3, Yi={l,..,m} (1.33a)
j=0
pi—l .
7 (s)=(s+p)" =s"+> as’ (1.33b)

J=0
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Observe que o sistema (1.32a,b) com (1.33) € linear e possui todos autovalores iguais

a —y, o que implica em limy, =0 Vie {l,..,m}. Veja também que (1.32c) evolui somente de

acordo com a dindmica zero 77.

Uma abordagem algoritmica deste método sera feita no Capitulo 3.

Sistemas Semi-Implicitos

Consideremos agora sistemas semi-implicitos

)'c(t)zf[x(t)]+2gi [x(t)]ui(t) (1.34a)
i=1
y(t)=h[x(r)]=0 (1.34b)
Ao contrario do sistema explicito (1.1) ndo mais podemos escolher arbitrariamente as

entradas u para o sistema semi-implicito (1.34) devido a restri¢do (1.34b). De um ponto de

vista geométrico, podemos dizer que, no espaco M =X ,xU c R"™™, estamos presos a

superficie de nivel h(x)=0, que depende implicitamente de u devido as relagdes

diferenciais expressas por (1.34a).

Estabeleceremos o conjunto

F:{(x,u)eMI Y(p)(x,u)zo} (1.35)
Vejamos agora que, para uma condi¢do inicial (xo,uo) e I' o sistema (1.32) torna-se

y Zo (1.36a)

i=n(2r"".0) (1.36b)
que coincide com a solucdo do sistema implicito (1.34).

O adjetivo semi-implicito provém do fato de que V(x,u)e T, y(x,u)=(%0), uma
escolha de X, e, por conseguinte de ¥’ (%,)e R"”, determina as demais p coordenadas de

X, por isso, podemos entender x como um pseudo-estado e X como o verdadeiro estado do

sistema [3], ou ainda, como uma subvariedade de dimensdo n— p dentro da variedade M .



Capitulo 1: Fundamentos Tedricos para o Método 1 14

Ao lidarmos com sistemas quadrados, se escolhermos u de modo que a dindmica do

sistema (1.1) evolua somente sobre I', abdicamos ao controle das coordenadas fc(x) , que

serdo regidas exclusivamente pela dindmica zero 77()%, y® )) . Em outras palavras temos que os

sistemas quadrados (1.34) sdo sempre completamente determinados, ou seja, ¥ ndo ¢ uma

entrada livre, mas sim uma pseudo-entrada.

Exemplos ilustrativos e algumas discussdes sobre sistemas completamente

determinados podem ser encontrados na Introducéo deste trabalho.



Capitulo 2: Fundamentos Teoricos para o Método 11

Iremos estudar na primeira secdo deste capitulo a teoria do Método II, que é uma

alternativa para resolugdo de sistemas semi-implicitos da forma'

€)= [+ T [x()]u (1) (2.1)
y(t)=h[x(t)]=0 (2.1b)

Assim como em (1.35), indicaremos por I o conjunto de todos

(x,u)e M = X xU c R™ satisfazendo (2.1).

A arte na implementacdo de algoritmos para esta classe de problemas reside em lidar

com erros numéricos. Na pratica, podemos ndo dispor de uma condi¢do inicial

&, =(x,,uy)e ', a0 invés disso, teremos
£, e (M\T) tal que Hfo—é'ou<8, e>0 (2.2)
Ou ainda, mesmo quando conseguirmos uma condicao inicial exatamente em I, erros

decorrentes de precisdo finita podem gerar situacdes como em (2.2). Com o objetivo de

alcancar maior robustez, estudaremos o Método II.

Para este método, tentaremos construir um campo vetorial 7 sobre a variedade M

d [’“J:r(x(t),u(t)) 23)

dr |\ u

onde as solugdes ¢ (t)=(%(t).i(t)) do sistema explicito (2.3) convirjam para as solugdes do

sistema semi-implicito (3.1).

Na segunda sec¢do exporemos a teoria de um processo para a obtengdo de coordenadas

complementares X que também seja robusto do ponto de vista numérico.

' Veja a descrigdo das aplicacdes envolvidas neste sistema em (1.1)
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Estrutura do Método 11

Corolario 2.1 (do Capitulo 1) Considere os conjuntos M =(X,xU)e R™ e Ne R™ e
aplicacio ¥Y:M — N
‘I’(x,u)z(fc,Y(p))iz (2.4)

entdo M e N sdo localmente difeomdrficas por ¥, com Yy i(Y(”_l),y(p)) e Y(”_l), y(p) e

X definidas respectivamente por (2.22), (1.13) e Proposicao 1.13.

Prova
oY (x,u) _
Denotaremos ————— por T (x,u), entdo
d(x,u)
ox Ju
(p-1) (p-1)
T (xu)=| 2O }p 2.5)
ox Ju
N 9
ox ou "
—_—

Lembrando que Y7 sio fungdes independentes quando posto b(x)=m, Vxe X, (1.14) ,
entdo a Proposicdo 1.13 garante a existéncia de uma aplicacdo X tal que o posto da submatriz

% oy ay”
% | seja maximo. Além disso, por construcdo, temos que =0e

# 0 de acordo

oyt ou ou
ox

A

. ) ox
com (1.9) e, mesmo com a imposi¢do de a— =0, temos
u

o
{ay?jll J 0
ox (26)

que € ndo singular, porque os elementos em sua diagonal sdo ndo singulares em X,

Utilizando o Teorema da Aplicacdo Inversa [4], concluimos que M e N sdo

localmente difeomérficas por W .
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Da mesma forma que no Método I, escolheremos um parametro de convergéncia

¥>0 e montaremos um sistema auxiliar, chamado de injecdo de saida generalizada, nas

coordenadas (fc,Y(p )) como segue

3 ==y Q2.7)

0 __

30 =—py¥

3 =gy

Que sera reescrito na forma vetorial como

)é:—(f(x)+g(x)u) (2.7a)

Y"(P) — _7y(/’) (2.7b)

Note que ndo usufruimos do fato que y*' =y**, v(i,k)e ({L...m}.{0,..p,—2}),

decorrente da prépria construcao de Y"”) em (1.9), como feito em (1.32).

=y(t~t

Ao invés disso, optamos por um sistema no qual Y (£)=Y" (z,)e""™) devido a

(2.7b), logo limY ) = 0. Assim (2.7) converge assintoticamente para uma solu¢do em I".

Em particular, o sistema sempre evoluird em I' para qualquer condi¢@o inicial
(x55u,)eT.

Voltaremos a discutir este tema na proxima se¢ao.

A idéia agora € recuperar as coordenadas originais (x,u), preservando as boas

caracteristicas do sistema (2.7) nas coordenadas ()2 Y )) . Seja o sistema

o[ )ea00) 28)
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Onde 7(x,u) obedece a
ox
T (x,u)7(x,u)= g(f(x)"‘g(x)u)

_7y(/’)

(2.9

Com esta formulagdo obteremos um campo vetorial 7(x,u) cuja representagdo no

espago ()?,Y(p)) , dada por (‘PJ)(Z), coincide com o sistema (2.8) , i.e.
ok
ox
<dY‘P) , r> =—yr? (2.10b)

(a2, 7)=—=(/ (x)+g(x)u) (2.10a)

Chama-se a atencdo do leitor que a expressdo de T(x,u) pode ser obtida

algebricamente e que o sistema (2.7), no qual (2.7b) é linear, serd resolvido por métodos

numéricos. Um passo-a-passo para este método € assunto do Capitulo 3.

Teoremas de Convergéncia para o Método 11
Apresentam-se trés teoremas a fim de formalizar os conceitos abordados até aqui.

Teorema 2.2 Seja ¢ (t)=(x(),it(t)) uma solugdo do sistema (3.6) com ¢ (t,)e I'. Entdo
x(t)=x,({ () é uma solugdo de (3.1) com entrada u(r). Reciprocamente, se X(t)e C é
uma solugdo de (3.1), entdo existe uma i (¢) tal que ¢ (t)=(x(),i()) é uma solugdo de

(3.6) para uma condigdo inicial (ﬂ'x (S (5)).u (1, )) el.

Teorema 2.3 Seja ¢ (¢)=(x(t),u(t)) uma solugdo de (3.6) com condigdo inicial {;. Se

¢ (¢) € bem definida para todo 7€ [£,.1, ], entdo “Y(p) (t)” <e”

Y (s, )H para todo z€ [1,,1,].

Teorema 2.4 Seja LcM=R"XR" um conjunto compacto. Sejam &>0 e
L ={ue MIdist(u,L)<e€}. Assumiremos que toda solugdo () de (3.6) com condigio

inicial {'(7,)€ L, é bem definida e estd dentro de um conjunto compacto Ve M para todo
te [to,tl]. Entdo existe d >0 tal que, se {(¢) é uma solugdo de (18) com condigdo inicial em
Le “Y(p)(to )H<5, entdo existem &;,k, >0 e uma solugdo x(7) de (3.1) onde, para todo

7 (1) ~x(0)] < [Y ) (1)

1 (1=1g)

tet,,1,] , teremos que

Prova: Vide [5]
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Obtendo Coordenadas Complementares X

Tomando por base a Proposi¢do 1.13, sabemos que para todo conjunto ¢ de p+m
fungdes independentes, existe um conjunto x de n—p fungdes que completam a

transformagdo de coordenadas ¥ (x,u)=(@(x),%(x)). Todavia, conseguir a expressio

analitica de X pode ser uma tarefa ardua.

Como artificio, apresentaremos abaixo uma asser¢cdo que nos permitird operar com
uma escolha local de uma matriz constante que representard X, mesmo sem obté-la

diretamente.

Proposicao 3.5 O campo 7 definido por (3.9) tem as seguintes propriedades que ndo
dependem da escolha de %(x)

L <dY(p) ’ T> =—yy?
2. Para um ponto (X,u) de I', 7(X,u) ndo depende da escolha de %(x)

3. Para um ponto (¥,) de I', &= (dx,7(X,it)) = f (¥)+¢ (%)@

Prova Consultar [3]

Agora, nosso problema converteu-se em descobrir uma matriz R tal que o posto de

R
{ayw} em (X,i) seja mdximo, de modo a conseguirmos uma 7 (X,i) invertivel, i.e , um
ox

difeomorfismo local ¥ ao redor de (x,u).

(p-1)
seria

Qualquer matriz R, oy de linhas linearmente independentes de H ,, = 3
X

uma escolha plausivel, entretanto, gostarfamos de confeccionar R menos suscetivel a erros

numéricos.

Um recurso de dlgebra computacional que garante maior robustez sdo as matrizes
ortogonais. Langcaremos mao entdo de um resultado simples da dlgebra linear sobre

complementos ortogonais.



Capitulo 2: Fundamentos Tedricos para o Método 11 20

Lema 3.6 Seja V z{vl,..,v p} um conjunto de vetores linearmente independentes no R" e o

seu complemento ortogonal V"' = {xe R" /<x,v> =0, Vve V} .Entio R" =V &V~ [6]

Um processo facil para extragdo de um complemento ortogonal V* é a decomposi¢do
QR [6]. Dada uma matriz de posto midximo S, obtém-se uma matriz ortogonal g, € uma

nxs

matriz triangular superior de diagonal positiva 7, tais que gr=S. Subdividiremos a matriz

{lo e {0

Similarmente ao processo de Gramm-Schmidt, a decomposi¢cdo QR gera em ¢, a

g como segue

ortogonalizagdo dos vetores coluna de S e em g, seu complemento ortogonal.

Fazendo S=H" e computando as matrizes ¢,, g, € r pelo processo acima, R =g,

implicard em uma matriz

T

q,
ay(ﬂ—l) 0
ox (2.12)

N” "
ox ou

localmente invertivel porque os elementos em sua diagonal possuem determinante néo nulo,

pelo Lema 3.6.



Capitulo 3: Algoritmos e Construcao de Simulacao

Apresentam-se aqui os algoritmos referentes aos Métodos I e II para a solucdo de
problemas semi-implicitos ndo lineares. Como introducdo a cada um dos algoritmos, foi
inserida uma brevissima discussdo sobre as ferramentas envolvidas e mencdes aos topicos
relacionados da teoria presentes nos Capitulos 1 e 2. O cddigo fonte destes algoritmos estd

disponivel no Apéndice. Manipularemos DAEs da forma

x()=fx(1).u(r)] (3.1a)
y(t)=h[x(t)]=0 (3.1b)

de acordo com (1.1), substituindo f[x(r) ]+ g, [x()]u () por f[x(r).u(t)]. ou seja,

lidaremos com sisttema ndo necessariamente afins, discutindo as implicagdes desta
generalizacdo na Secdo Construgdo da Implementagdo do Método 1.
Ressalta-se novamente que nossos sistemas serdo quadrados logo, completamente

determinados.

Obtendo a Aplicagio v

Um trabalho a ser feito para ambos os métodos é a obtencdo de Yy = (Y(” -, y(p )),

(1.22) e (1.13), utilizando célculo simbdlico.

Esta aplicagdo, cujo posto é pleno, serd construida de acordo com (1.9), para que
consigamos posteriormente um sistema fortemente desacoplado pelo Teorema 1.3. Visto que

dimu =dim y, derivaremos sucessivamente as [ =m saidas do sistema enquanto elas nao
dependam explicitamente da entrada u .

Observe que denotamos P ={p,,... o, }
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Algoritmo 3.1

Fungdo TransformaCoordenadas ( f, /, x,u), Devolve (Y (p=1) y(p ), /5)

Yo {1y e { L pe{}
Para cada i € {1,..,m}, Faga:

k<0

h < h,

Enquanto a—h =0
ou

Y(Pfl) « Y(p—l) U{fl}

h « <(—;Zf>
k<«k+1
Fim do Enquanto
P« pU{k},
y(p) - y(p) U{fl}

Fim do Para cada

Lembrando que se k >1, na i-ésima entrada e k-ésima iteragdo, h = " = L;hl.(k—l) pois

. d LoD _ D (& _ D P
u o0x '

' dr ' d(x,u)

22

(3.2)

De (3.1b) temos que as restricdes h(x) ndo dependem explicitamente de u, entdo

h=h® =L n"" évilida para k =1.

Defini¢io 3.2 E denominado indice de uma DAE o inteiro k¥ =max{p+1}. Esta é uma

maneira de se medir a dificuldade de integracdo de um sistema (3.1), visto que k= expressa o

nimero minimo de derivacdes necessarias para chegarmos a Y (0) (x).

Obtendo Coordenadas Complementares X

Outra tarefa comum a ambos os métodos € a obtengdo de x para compor um

difeomorfismo ¥ (x)= (Y (r _1),)%) (1.28). Sempre que Y *) formar um conjunto linearmente,

o Teorema 1.13 garante a existéncia de x. Utilizaremos aqui a técnica do complemento

ortogonal, inspirada no Lema 3.6 ¢ na decomposi¢do QR, para uma escolha local de x (Lema

3.5).
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Algoritmo 3.3
Fungdo CoordenadasComplementares ( H ), Devolve (R)

(p.n) < dim(R)
(g,r) < Decomposi¢aoQR (H )

T

Qps1 7 Qg
R«| : :

qn,p+l e qn,n

Construindo Implementacao Método I

Descreveremos a rotina que fornecesse os elementos para o diagrama de simulacio do

Meétodo 1. Aproveitaremos as relagdes y*) = yl.(k“) v (i,k)e ({l,..,m},{O,..,pi —2}) de Y\,

inerentes a prépria construcdo (1.9), chegando a um sistema (1.31) nas coordenadas
w(x)= (Y(p _1),)2) =z, fortemente desacoplado pelo Teorema 1.6.

.(k

Vi = yi(
YSpi_l) =a,+bu

k+1)

(3.3)

}V(i,k)e ({L...m}.{0,..p,—2})

fcz?]()?,Y(p_l),u)

Neste método, dependemos da separacio de y”) em a(x)+b(x)u, conforme (1.13),

para que possamos definir uma realimentagdo de estado estdtica via (1.16)

u=a(x)+p(x)v, onde a(x)=-b"(x)a(x), B(x)=b"(x)
Verifica-se facilmente que esta separacdo € possivel somente para sistemas afins,
portanto, ao contririo do Método II, este método € aplicavel somente para esta classe de
problemas.

A nova entrada v serd parametrizada por ¥, como em (1.33).

pi—l . pi—l )
v==>ay”, Vi={L.,m}, onde 7,(s)=(s+7)" =5 + > a,s’ (3.4)
Jj=0 j=0

No algoritmo a seguir serd utilizada uma fun¢do ConstroiFungio (Expg;,,.Var, )

. BEsta Fun¢doy, .. serd definida pela substituicdo das varidveis

Numérica )

Retorna (Fung@o

simbdlicas Varg, por valores numéricos em Expy;,, -
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Algoritmo 3.4

Fungdo Constréilmplementagdol (¥, f, h, x,u), Devolve (Implementagdo)
ConstroiFungao(7.{ })
ConstroiFungdo ( fx u})
ConstroiFungdo (h,{x})

(Y(p_l), y(p),,b) < TransformaCoordenadas ( ', 1, x,u)

(p-1)
ConstroiFungdo ( aYa ,{x}j
x

(p)

a<y , be(y(p)—a)

u=0 u=l1

a—-b'a, Pe-b"'

P
v, ¢ —Y_CoeficientesPolindmio ( Joon )\ Vie p

k=0

u —a+pv

realimentagio

ConstroiFuncio (ureanmemagﬁo , x)

Para cada i€ {l,..,m}
39—y vk edo,.., p, -2}
3 —a +bu,

Fim do Para cada

ConstroiFuncdo (Y(p ) {x})

Diagrama 3.5

Retornaremos ao espacgo tangente das coordenadas originais do sistema calculando

d
x=T"%, onde T(x) im.
ox

O leitor deve notar que as varidveis numéricas no préximo algoritmo estdo assinaladas
com uma barra e que a fungdo F1 do diagrama ndo precisa ser reconstruida, ja ela é

parametrizada pelas saidas da funcdo Constréilmplementacéiol .
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Algoritmo 3.6
Fungdo F1(x), Devolve (f )

u= Mrealimentagﬁo 5

ay(/’—l)

X

J

R < CoordenadasComplementares {

R
T |yl
ox

Construindo Implementacao Método II

Exibimos a seguir a rotina que criard as entradas do esquema de simulagdo para o

Método II.

Ja que ndo podemos escolher livremente as entradas u para sistemas semi-implicitos

(Capitulo 1, Secdo Sistemas Semi-Implicitos) optaremos por um difeomorfismo sobre o
espaco dos estados e das entradas ¥ (x,u) = (fc,Y (0 )) =z conforme Coroldrio 2.1.

Outra diferenca em relacdo ao primeiro método é que ndo incluiremos agora as
relacdes derivativas entre as fungdes em Y'”) no sistema nas coordenadas (fc,Y (o )) .

Nosso sistema nas novas coordenadas serd uma injecdo de saida generalizada com

parametro de velocidade de convergéncia ¥, como em (2.7)

;=g—i(f(x)+g(x)u) (3.5)

Y — _},Yoo)
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Algoritmo 3.7

Fungdo Constréilmplementagdoll ( y, f, &, x,u), Devolve (Implementagdo)
ConstroiFungdo(7.{ })
ConstroiFungdo ( f,{x,u})
ConstroiFungdo (h, {x})

(Y(p'l), y(p),,b) < TransformaCoordenadas ( f, 1, x,u)

ConstroiFunga ao { x})
ConstroiFung¢ao [ o' J
ox
ConstroiFungdo ( y {x u})
ConstroiFuncdo [ j
Diagrama 3.8

Podemos interpretar F2 como um campo vetorial 7 no espago (x,u) (2.6-7), tal que
Y (1)=Y"(1,)e7"™), ou seja, que as solugdes ¢ (¢)=(%(t),u(t)) do sistema simulado

convirjam assintoticamente para uma solu¢@o na variedade I'. Veja os Teoremas 2.2-4 para

uma formalizacdo destes conceitos.

Novamente retornaremos ao espago tangente original calculando x=7""%

0¥ (xu) | »
Por construgdo, temos que 7 (x) = W ¢ da forma (Coroldrio 2.1)
XU
%
ox
{aw’”} 0 (3.6)
ox
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Como antes, as variaveis numéricas foram assinaladas com uma barra e F2 € recebe

parametros de Constréilmplementagaoll .

Funcdo F Z[XJ, Devolve ( . j
u

Algoritmo 3.9

=|

<

T
(p-1)
R < CoordenadasComplementares { Ya J
x Y
R 0
(p-1)
T « or 0
ox
ay(p) ay(p)
ox ox [Aj
Rf j
T ¢«
_yy(P)

Note que a ultima passagem dos Algoritmos 4.5-6 serd calculada através de

Eliminacdo de Gauss, sem necessidade de wuma inversio numérica de 7T,.
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Realizaremos aqui um estudo empirico dos métodos através de simulacdes. As

técnicas de aferi¢do utilizadas serdo: (i) comparagdo das solugdes obtidas através dos métodos

com a solugdo analitica, (ii) andlise do erro numérico de y em relagdo a restricdo

y=h (x) =0 e (iii) comparacgdo entre as solucdes obtidas pelo Método I e II.

Trataremos de algumas variantes de dois exemplos, a saber, matrizes mal

condicionadas [1] e o péndulo simples [7].

Exemplo 1: Matrizes Mal Condicionadas

Seja o sistema linear

Onde
A=T"'AT, B=T'B, C=CT,*
Com (A, I§,C~‘ ) oriundos do sistema linear original
x(t) = Ax(t)+ Bu(r)
y(t)z(fx(t)zO

onde
0 —-100 -100 -100 0
- 0 0 1 0 ~ |10
A: s B =
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Observe que (4.6) € igual a

x, =—100x, —100x, —100x,
Xy =X

X =x,

X, =u

y=x,=0

2 T, foi invertida simbolicamente nestas simulagdes

(4.7a)
(4.7b)

(4.8¢)

(4.9a)
(4.9b)

(4.9¢)

4.7
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de onde se extrai a expressao analitica da solucdo de (4.6)
w(t)=w,, V(w,,0)el

F—{(wu)eR4><]Rl tal =7 ! = 10
=1(w, que w=T,"(¢,0,0,0) ,ce]Reu—O}

Comecaremos pelo caso mais simples, tomando 7, =1

Veja que > entdo p= 3, Y = (w,, wy,w,) e y¥) =u (Algoritmo 3.1).

A escolha X =w, completaria y ) para uma base de R*.

O sistema para o Método I (vide 4.3 e 4.4) é

¥ =y PN

3=y UG

() _ =

I =u PO RUNPYEN R NC

)Eza—x(Aw(t)+Bu(t)) $=-100y =100y" —100y®?
2

O sistema para o Método II (vide 4.5) é

7O ==y 59 = _yyl0
=gy 50 = —gy 0
) =—yy? I FCINC
;:%(Aw(z)wu(t)) £=-100y" ~100y" ~100y”

A

- 0x . :
Salvo a utiliza¢do de uma escolha local de — como descrito no Algoritmo 4.3, estas
X

serdo nossas simulagoes.

. o~ e e s - T
Seja uma condigdo inicial (w,,u,)e I’ com w, =7"'x,, x,=(2 0 0 0) e u,=0.
Consideraremos y=1 como padrdo. Utilizaremos o método de integracio numérica

Dormand-Prince (ode45 Matlab), com tamanho de passo varidvel e tolerdncia relativa

RTOL=1e-4.
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Observe que o eixo vertical na préxima figura identificado por “numérica - analitica”

significa krr{lla)i}(wk (r)- ka) para cada 7. Veja expressao analitica da solucgao (4.10).

Figura 4.7

T1=Identidade, condig&o inicial sobre a variedade
1 T T T T T T T T T

Método |
0.8 —— Método I |4

0.6 1

0.4} 1

0.2+ 4

0

0.2+ 4

numérica - analitica

0.4+ 4

0.6 4

-0.81 1

Rl . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t

Para este experimento trivial os estados w gerados numericamente por ambos 0s

métodos acompanharam exatamente a solugdo analitica.

Figura 4.8

T1=Identidade, condic&o inicial sobre a variedade
1 T T T T T T T T T

Método |
0.8 Método Il |4

0.6 1

0.2r 4

h(x(t))

y=

0.2+ 4

0.4+ 4

-0.6 q

1 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t

Veja que o desvio em relacdo a variedade foi nulo para ambos os métodos, o que

reforca a simulacdo anterior.

N

Utilizaremos agora uma condic¢do inicial com um erro numérico em relacdo a variedade,
(Wo.ity)& T com W, =T,"'%,, §,=( 2 10 107 10™) e i, =10".
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Figura 4.9

20 T
Método |
—— Método Il

h(x(t))

y

Observamos que ambos os métodos foram capazes de acentuar o erro da condicio

inicial nos primeiros 10s de simulacdo. O Método I apresentou um pico de quase de duas
(k) _

.. z k+1
vezes o erro original. Lembrando que no neste método l.(”

V(i.k)e ({L...m}.{0,...p,—2}) e que a condico inicial estd fora da variedade, i.e YW 20,

(k+1)

Vi

instantaneamente a se aproximar da variedade, sem aumento de erro inicial, e ainda mais

2, . . . (k . P e e e
se afastard ainda mais de zero enquanto yf )'> 0. Contrariamente, o Método I iniciou

répido do que o Método I para y=1.
Note também que a tolerdncia relativa utilizada poderia ser refinada para suavizar o

bico observado no Método I por volta de 2s na Figura 4.9.

Vamos analisar o resultado da mesma simulacao anterior para ¢ >10.

Figura 4.10a Figura 4.10b
x10° Ti= Idenndade erro numérico na condlgao |n|0|al . x10° T1=Identidade, erro numérico na condigéo inicial
1L ]
1 M [n M
\ \ ‘ ’\
ST ﬂ
AR
ol A ﬁ H I
W R
I i
J i \\ H\ ‘\‘ i
h ‘H‘VUMJ R
160 260 360 460 560 660 760 860 960 1000 0 100 200 360 460 560 660 760 860 960 1000

t t
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Ap6s o transitério, o Método II apresentou ruido da ordem de 10~ e Método I de 10™°, 100

vezes maior. Notamos também um erro médio diferente de zero para ambos os métodos.

Analogamente ao experimento da Figura 4.7, veremos aqui o comportamento das

solugdes numéricas em relacdo a solucdo analitica que, apesar do erro numérico na condicio

inicial, consideramos igual a w(t)=

Figura 4.11a

x10°
20

T1=Identidade, erro numérico na condig&o inicial
T T T

W -

o
T

numérica - analitica

Método |

—— Método Il

20

25

Figura 4.11b
X 10'5 T1=identidade, erro numérico na condicao inicial
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A Figura 4.11a confirma os resultados exibidos na Figura 4.9, mostrando que, além do

desvio h(x) relativo a variedade, o estado do sistema também foi corrigido assintoticamente.

Ao contrario da Figura 4.7, temos que os dois métodos na Figura 4.11b exibiram erro

médio diferente de zero em relagdo a solugdo analitica. A préxima figura auxiliard a entender

este fendmeno.

Figura 4.12

2.01

1.96 N

1.95-

— — Meétodo |
—— Método Il

1.94
0
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De fato, ambos os métodos levaram o sistema a convergir para uma solugcdo na

variedade, ainda que nesta solugdo w(z,)#w,, devido a presenga do erro numérico na

condi¢do inicial. O estado w, convergiu para aproximadamente 1.95 no Método I e no

Meétodo II para 1.97.

Deseja-se estudar o comportamento destes métodos para matrizes mal condicionadas e

para isso escolheremos

1 2 3
- 4 5 6 7
" |7 8 9.00000001 10

11 12 13 14.00000001

Considere (w,,u,)e ' definida anteriormente.

. .
Figura 4.13a Figura 4.13b
x 10° T1 mal condicionada, condigéo inicial na variedade x 10° T1 mal condicionada, condigao inicial na variedade
2 T T T T T T T T T 3 T T T T T T T T T
~ Welodol
1.5¢ 1 2+
1+ 4 1t ’ i
0.5+ = ot ‘ M
=
) '
| | J |
-0.5¢ H 2t
-1 I I I I I I I L I -3 I I 1 L L 1 L L 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t :
O experimento numérico ilustrado pelas figuras 4.13a-b mostra que mesmo para uma
T, mal condicionada, os métodos acompanham aproximadamente a restricdo. Desta vez temos
que o Método I apresenta ruido em y da ordem de 10~ e Método I de 107°.
Comparando com as Figuras 4.10a-b, constatamos que os dois métodos sofreram
perda de acuidade com a utilizacdo de uma 7, mal condicionada, entretanto, o Método 1I

continua obtendo melhor resultado (aproximadamente 10 vezes mais preciso que o Método I).



Capitulo 4: Experimentos Numéricos 34

Figura 4.14

T1 mal condicionada, condigéo inicial na variedade
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Apesar de a saida y na simulacdo da Figura 4.13 seguir aproximadamente a restri¢ao,
o estado x,, correspondente a dindmica zero, distanciou-se da solu¢do analitica atingindo uma
diferenca da ordem de 10™" em 7=1000 nos dois métodos. Este experimento foi refeito com

refinamento da tolerdncia relativa do passo de integracio até 107, sem modificacio

qualitativa no comportamento de x,. Concluimos entdo que a andlise da saida y em relagdo a

restricdo nao € suficiente para atestar a qualidade dos métodos.

Tentaremos entdo outro ensaio, diminuindo gradativamente a estabilidade numérica

das matrizes. Seja a familia de matrizes (veja que o exemplo anterior equivale a 7,,)

1 2 3 4

_— 4 5 6 7

o178 9410 10
11 12 13 14+10*

Estudaremos o comportamento de x, para diferentes valores de k .

Tabela 4.15
k rcond(7,;, ) ferlgft))é()]'xl ~2 ()€ T
Método I Método II
0 1,44E-03 2,16E-04 2,22E-04
1 1,39E-04 2,22E-04 2,22E-04
2 1,38E-05 2,39E-04 2,23E-04
3 1,38E-06 2,20E-04 2,18E-04
4 1,38E-07 2,63E-04 2,86E-04
5 1,38E-08 2,712E-04 2,42E-04
6 1,38E-09 5,46E-03 3,18E-03
7 1,38E-10 3,62E-02 2,86E-02
8 1,38E-11 2,89E-01 1,75E-01
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Utilizamos o numero de condicionamento rcond como medida de estabilidade de

matrizes. Se uma matriz T é bem condicionada rcond(T) serd préximo de 1, caso contrério,
rcond(T') se aproximard de 0.

Notamos que até k =5 o erro de x, foi da ordem de 107™*. A partir daf, o erro comeca
a crescer acompanhando o crescimento de rcond.

Ademais, para um k fixo e uma condicdo inicial na variedade, este experimento nio
detectou diferenca de acuidade maior do que 3,00E-05 entre os métodos, ao analisar o estado

x, numérico versus analitico.

Exibem-se abaixo os resultados de testes comparando a saida y com a restrigao.

Observe que optamos por k€ {1,..,5} para que o erros decorrentes de x, ndo prejudicassem o

experimento.
Tabela 4.16
Método 1
K (vT/O,IZO)eEF (WO,MO)EF
ET1=max|y| | EE1= max |y| | E1= max |y

0 1,88E-04 2,27E-06 2,16E-06
1 1,88E-04 2,21E-06 2,22E-06
2 1,88E-04 2,62E-06 2,39E-06
3 1,88E-04 2,26E-06 2,19E-06
4 1,88E-04 2,37E-06 2,49E-06
5 1,88E-04 2,54E-06 2,22E-06

Tabela 4.17

Método 1T
k (vT/O,IZO)eEF (WO,MO)EF
ET2= max|y| | BE2= max |y| | E2= max |y

0 1,00E-04 7,38E-07 1,21E-07
1 1,00E-04 7,39E-07 1,74E-06
2 1,00E-04 7,37E-07 9,04E-07
3 1,00E-04 7,36E-07 1,92E-06
4 1,00E-04 7,04E-07 9,14E-06
5 1,00E-04 1,25E-06 1,27E-05

Os erros de transitério para condi¢do inicial com erro numérico, ET1 e ET2,
mantiveram-se constantes, independente dos valores de k escolhidos. Estes erros foram

equivalentes aos ilustrados na Figuras 4.9 e Figura 4.11a.
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Os erros em regime estaciondrio para (vT)O,IZO ) ¢ I', EE1 e EE2, diferiram no maximo

em 1,14E-05 dos erros de saida para condi¢@o inicial na variedade. Isto significa que ambos

os métodos conseguiram corrigir o erro inerente a (Wo,ﬁo)e I', levando o sistema

aproximadamente para a solu¢do gerada por (w,,u,)e T .

O préximo quadro, proveniente das Tabelas 4.16-17, nos permite comparar de maneira

mais direta a qualidade dos métodos.

Tabela 4.18
k EE1/EE2 E1/E2
0 3,07 17,88
1 2,99 1,28
2 3,56 2,64
3 3,07 1,14
4 3,36 0,27
5 2,03 0,18

Em média, EE1 é 3 vezes maior que EE2. Outro fato interessante ¢ que E1/E2

apresentou maior varidncia que EI1/E2 e o segundo método foi melhor que o primeiro

somente para k € {0,..,3}.

Queremos estudar agora o comportamento dos métodos para diferentes valores de ¥,
escolhemos para as préximas simulacdes 7. Lembrando que continuamos a utilizar o

método de integracio numérica Dormand-Prince com tolerancia relativa do passo de

integracdo le-4.

Figura 4.19a Figura 4.19b

x 10° Método I, T15, condigéo inicial fora da variedade x 10° Meétodo Il, T15, condig&o inicial fora da variedade

h(x(t))

y=
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Como esperado para ambos os métodos (vide comentidrios de (3.7) e (2.39)), a

velocidade de convergéncia aumenta com J. Entretando, uma rdpida convergéncia para a

varidade também requerer uma rdpida dindmica de Y @ o que pode acarretar problemas

numéricos.

Analisaremos melhor este experimento, cujo intervalo de simulacdo foi e [0,1000],

através das tabelas abaixo (novamente toma-se x, =2 como solucdo analitica). A influéncia

de y sobre a restricdo y consta na Tabela 4.20 e sobre x, na Tabela 4.21.

Definimos ¢ como o menor 7 tal que |y(t)|<ep Vt>7, de maneira andloga,

definimos 7~ como o menor 7 tal que |x1 (t)| <e,Vi>r .

Tabela 4.20
TP = Tempo de = . = max
14 Processamle)nto e fefg%%o] | y| t v ’e[oe’l’*] | y|
Meétodo I | Método II | Método I | Método II | Método I | Método II | Método I | Método II
1 1,33 1,24 2,54E-06 | 1,25E-06 | 10,994 5,418 1,88E-04 | 1,00E-04
2 2,50 2,36 3,13E-06 | 1,41E-06 4,203 2,419 1,34E-04 | 1,00E-04
4 4,98 4,80 6,24E-07 | 1,37E-06 2,835 1,209 1,12E-04 | 1,00E-04
8 10,25 9,52 4,82E-07 = 2,28E-06 1,398 0,605 1,04E-04 | 1,00E-04
16 21,66 18,99 3,65E-07 | 1,21E-06 0,771 0,302 1,01E-04 | 1,00E-04
32 45,00 37,86 1,10E-07 | 2,42E-06 0,349 0,151 1,00E-04 | 1,00E-04
64 97,62 71,59 1,10E-07 | 4,53E-06 0,215 0,049 1,00E-04 | 1,00E-04
128 223,29 151,25  3,45E-08 = 4,32E-06 0,115 0,025 1,00E-04 : 1,00E-04
256 521,60 279,29 | 1,77E-08 | 1,53E-05 0,056 0,012 1,00E-04 | 1,00E-04
Tabela 4.21
y |G =medialx[-2 12, = max |x =2, F & = g[lof};ﬁlxl ~é,
Meétodo I | Método IT | Método I | Método I | Método I | Método II | Método I | Método II
1 5,00E-02 | 3,01E-02 | 2,71E-04 | 1,89E-04 10,994 5,418 5,00E-02 | 3,01E-02
2 3,70E-03 | 1,50E-02 | 2,92E-04 : 8,61E-05 4,203 2,419 6,34E-03 | 1,50E-02
4 1,05E-02 : 7,50E-03 @ 2,67E-04 . 1,23E-04 2,278 1,209 1,05E-02 : 7,51E-03
8 1,58E-02 | 3,80E-03 | 2,99E-04 | 1,21E-04 1,398 0,396 1,78E-02 | 3,77E-03
16 1,81E-02 i 1,90E-03 | 3,10E-04 | 8,11E-05 0,771 0,198 3,85E-02 | 1,91E-03
32 1,91E-02 | 1,00E-03 | 2,83E-04 | 5,69E-05 0,349 0,099 8,05E-02 | 9,81E-04
64 1,96E-02 | 5,13E-04 @ 3,00E-04 @ 6,21E-05 0,215 0,027 1,68E-01 | 5,13E-04
128 1,98E-02 | 2,76E-04 @ 2,68E-04 : 5,69E-05 0,115 0,013 3,37E-01 | 2,76E-04
256 1,99E-02 | 1,52E-04 | 2,20E-04 | 8,17E-05 0,056 0,003 6,87E-01 | 1,52E-04
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Observamos que o tempo de processamento (TP) nos dois métodos cresce com ¥,

além disso, o TP para o Método I cresce aproximadamente duas vezes mais rapido do que

para o Método I1.

O erro de y em regime permanente (e,) para o Método I decresce com o aumento de
y e para o Método II € aproximadamente constante com média 3,78E-06. E o erro de x, em
regime permanente (é,) oscila ao redor de 2,79E-04 e 9,53E-05 para os métodos I e II,
respectivamente.

Temos que e f descrecem exponencialmente com o aumento de ¥ nos dois
métodos e que o Método II atinge ¢ e 7 mais répido que o Método I.

O erro cometido durante o transitério (e,) para o segundo método decai com Y,
atingindo o erro da condigdo inicial y(%(x,))=1,00E-04 para y>32, ao passo que no
segundo método e, € constante igual 1,00E-04.

Os resultados mais importantes deste experimento referem-se aos erros de transitério
(é,) e médio (e,) relativos a x,. Para o Método II, ¢, e ¢, tendem a diminuir com o
aumento ¥, em contrapartida, estas medidas aumentam com ¥ no Método I.

Portanto, se desejamos melhorar caracteristicas de convergéncia para a restricao e que
a solucdo a ser seguida na variedade tenha condi¢do inicial real mais préxima da condicdo

inicial dada, devemos optar pelo Método II para esta classe de problemas.
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Exemplo 2: Péndulo

Consideremos o problema do péndulo simples sem amortecimento, ilustrado na figura

abaixo, onde m € a massa fixada na extremidade inferior do fio de comprimento L, g € a

aceleracdo da gravidade, A ¢ a tensdo no fio e 8 € a coordenada angular contada a partir da

vertical no sentido anti-horario.

Figura 4.22

D N
N

mg

<

Escolhemos m =1 e chegamos a seguinte formulacdo do problema

’f:_’“ (4.11)
y=-Ay—g
X +y -L'=0
Reescrevermos (4.11) como
X=X
X, =—ux
i=f(xu . !
) 1oy 4.12)
y=h(x)=0
X, =—ux,— g
y=xf+x§—L2

y:xlz+x22—L2 iy(o)

Veja que 5’(()) = 2(x1x2 + x3x4) = y(l)

y(l) :2|:(x22+x§)_(x12+x32+x3g)u:|i y(2)

Entdo p=2, Yy = (y(o), y(l), y(z)) conforme Algoritmo 3.1.

Note que para este exemplo simples a escolha de x para completar y até uma

base de R* ndo é tdo trivial como no exemplo anterior.
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O sistema para o Método I (vide 4.3 e 4.4) é

Consideraremos ¥ =1 como padrdo. Utilizaremos o método de integracdo numérica

Dormand-Prince (ode45 Matlab), com tamanho de passo varidvel e tolerdncia relativa

RTOL=1e-4. Assumiremos também para as simulagdes L =1, g=9.8.

Seja uma condigdo inicial (x,,u,)e T com x,=(1 0 0 0) e u,=0.

Avaliaremos o resultado da simulacdo apds o transitério.

Figura 4.23a

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
t

Assim como para o Exemplo 1, verificamos que tanto o Método I quanto o Método 11

mantiveram o erro relativo a restricao préximo de zero.
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Os erros apresentados foram respectivamente da ordem de 10~ e 107*, entretanto, a
distribuicdo do segundo método foi homogénea e isto ndo aconteceu com o primeiro método.
Outro fato importante é que a distribuicdo dos erros ndo se concentrou ao redor de

zero, mas sim em torno de 1.7¢—3 para o primeiro método e 1.4e—4 para o segundo. Este

fendmeno também ocorreu no exemplo linear (vide Figura 4.10a-b)
Segue abaixo a mesma simula¢do para ¢ perto da origem.

Figura 4.24

20

y=h(x(t))

.,‘J\\ o VeV oYt aVataVasaViase

------ Método |
—— Método Il

Sabendo que o periodo do péndulo € dado pela expressao [7]

_ | ¢xi2 d¢
r=al; 2 (4.13)
\/1— sen’¢

Averiguaremos se os estados gerados pela simulacdo acompanham a solug@o analitica

g
sen -~

medindo a diferenga absoluta entre os angulos & e 6,, ap6s o tempo de simula¢do igual

t=T. O célculo da integral eliptica acima serd feito numericamente, até uma precisdo da
ordem de 107,
Para esta mesma condicao inicial, tanto para o Método I quanto para o Método II

obtivemos |9T —00| = 2,40E-03.

Seja agora uma condigdo inicial (%,,i,)e I,

%, =(-1.00005 0 0 0 ) ei,=0.1.
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Veremos a simulacio para ¢ perto da origem.

.
Figura 4.25
0 x 10° Péndulo, erro numérico na condig&o inicial
— — Método | N
185 | — Método Il AN
/ - \
1.6 ~ \
“ N / \\/ . N
1.4 B /
’ \ ,/ i \
/ \
1.2+ , v

h(x(t))

Ambos os métodos acentuaram o erro da condicdo inicial e apresentaram ruidos

semelhantes ao da Figura 4.24 aproximadamente apds ¢ = 3s

Seguem os resultados desta simulag¢io apds o transitdrio

t
Podemos notar que as Figuras 4.26a-b sdo muito semelhantes as Figuras 4.23a-b,

concluimos dai que, para este exemplo, o erro em relacdo a variedade em regime estaciondrio

ndo foi afetado pelo erro numérico na condicdo inicial.
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A medida de proximidade da solu¢do analitica |9T - 00| foi coletada, obtendo 8,30E-03
para o primeiro método e 7,40E-03 para o segundo. Notamos que um erro na condicao inicial

de cerca de 1,00E-04 originou |0T —00| aproximadamente 8 vezes maior do que para uma

condicdo inicial justa na restricao.

Ainda com (X,,i,)& ", estudaremos o efeito de ¥ neste problema ndo linear, de
maneira semelhante ao que fizemos no Exemplo 1.

Figura 4.27a Figura 4.27b

x 10™ Método I, Péndulo, condigéo inicial fora da variedade x 10™ Método Il, Péndulo, condlgao inicial fora da variedade
20 T T T T T T T T T 2

h(x(t)

y=

Para o Método I, podemos ver que o aumento de ¥ leva a solugdes mais préximas da
restricdo. Ao analisar o Método II perto da origem, percebemos a principio que o crescimento
de ¥ impde uma velocidade maior de convergéncia, por outro lado, erros numéricos podem

prejudicar a precis@o deste método.

Vejamos a tabela abaixo para mais informacdes sobre este ensaio.

Tabela 4.28
TP = Tempo de |9 _0| e _max| | ePé max| |

V4 Processamento T r[0.3] [3.100]
Meétodo I | Método IT | Método I | Método II | Método I | Método II | Método I | Método II
1 2,03 2,69 8,30E-03 | 7,40E-03 | 1,35E-03 | 1,75E-04 | 2,00E-03 | 2,14E-04
2 2,08 2,77 3,90E-03 | 8,50E-03 | 3,13E-04 | 1,45E-04 | 4,90E-04 | 1,81E-04
4 2,30 2,78 2,30E-03 | 6,80E-03 | 1,86E-04 | 1,38E-04 i 1,92E-04 | 1,69E-04
8 3,17 3,34 1,60E-03 | 4,10E-03 = 1,00E-04 | 1,36E-04 | 6,29E-05 | 1,42E-04
16 5,38 4,53 1,80E-03 | 2,60E-03 | 1,00E-04 . 1,00E-04 | 2,74E-05 | 8,02E-05
32 9,05 7,17 1,20E-03 | 2,90E-03 | 1,00E-04 : 1,00E-04 | 1,71E-05 | 5,81E-05
64 20,45 10,78 1,00E-03 | 1,50E-03 = 1,00E-04 | 1,00E-04 @ 1,13E-05 | 5,19E-05
128 27,61 18,31 5,00E-04 | 9,00E-04 | 1,00E-04 | 1,00E-04 | 5,23E-06 | 5,45E-05
256 48,36 26,72 4,00E-04 = 5,00E-04 i 1,00E-04 1,00E-04 | 3,50E-06 @ 8,25E-05
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O tempo de processamento (TP) continuou crescendo com . E o TP do Método I

cresceu aproximadamente duas vezes mais rapido que para no Método I1.

A distancia entre a solugdo numérica e a analitica, medida por |6?T —490|, diminuiu

exponencialmente com J para ambos os métodos. Temos que primeiro método foi um pouco

mais preciso que o segundo, excetuando-se y=1.

O erro de transitério (e,) diminuiu exponencialmente com p, atingindo o erro

numérico da condicdo inicial para ¥ =8 no primeiro método e para ¥ =16 no segundo.

O erro em regime permanente (e, ) também diminuiu exponencialmente com ¥ nos
dois casos. Observamos que para y={1,2,4} o e, foi menor para 0 Método II e que para

valores mais altos de ¥ o Método I foi mais preciso.



Conclusao

Com base na teoria, foram elaborados algoritmos que geraram um sistema explicito,
tanto pelo Método I quanto pelo Método II, a partir de um sistema semi-implicito dado num
formato especificado no trabalho.

Utilizando estas ferramentas, foram feitos experimentos numéricos que concordaram
com os resultados tedricos de convergéncia estudados.

Verificou-se que ambos os métodos foram capazes de corrigir assintoticamente os
erros numéricos em relacdo a restricdo, mesmo para sistemas possuindo matrizes mal
condicionadas ou nio linearidades.

Com o exemplo de matrizes mal condicionadas, pode-se concluir que a anélise
somente da saida em relagd@o a restricdo ndo € suficiente para aferir a qualidade dos métodos,
pois os estados afetados pela dinadmica zero podem diferir da soluc¢do analitica, mesmo com
erro de saida préximo de zero.

Vimos que, abaixo de determinado fator de estabilidade, os dois métodos passaram a

divergir igualmente da solucdo analitica, acompanhando o decrescimento do nimero de

condicionamento (rcond ). E que o fator de velocidade de convergéncia ¥ também modifica a

estabilidade do sistema. Constatamos neste exemplo que o Método II € de fato mais preciso
que o Método I, principalmente porque ele reduz o erro em relacdo a solug@o analitica.

No exemplo do péndulo, o aumento de ¥ ocasionou a melhora de caracteristicas de

convergéncia para a variedade e para a solucdo analitica, de maneira bastante semelhante em
ambos os métodos. Contudo, observamos que o segundo método foi um pouco melhor que o
primeiro para ¥ >1.

Estudos subseqiientes podem ser feitos para analisar diversos outros aspectos destes
problemas. A aplicagdo de teoria de métodos numéricos com o objetivo de prever a acuidade
dos métodos é um deles. Outro estudo possivel € sobre a complexidade computacional para a
geracdo das solugdes.

Generalizacdes destes algoritmos também poderiam ser desenvolvidas de forma a lidar
com sistemas variantes no tempo, restricdes de saida dependentes explicitamente da entrada

ou sistemas nao completamente determinados.



Apéndice

Encontram-se neste apéndice a prova do Teorema 2.12 e os codigos fonte

desenvolvidos em Matlab utilizados para as simulagdes.

Teorema 1.12 Sejam piz p;, denominado grau relativo do sistema, e a aplicacdo
i=1

S:X — R’ definida por
(h (x). Lok (%) 27 (x) By (%) By (5, K7, () (1.20)
Quando a propriedade (1.14) € vdlida para o sistema (1.1), entdo

posto S (x)=p (1.21)
Prova

Suporemos por absurdo que, para algum x,€ X , 0 rank § (x) # p . Para isso os vetores

dh, (xo),deh1 (xo),...,dL’;‘_lh1 (xo),dh2 (xo),...,dhm (xo),...,dL’;”_lhm (xo) (A.1)

devem ser linearmente dependentes. Isto equivale a existéncia de nimeros reais nio todos
nulos ¢, i€ {l,..m}, k={0,..,p,—1}, tais que

m p;—1

Z Zcikdl‘]}hi (%)=0 (A-2)
i=1 k=0
m p;—1
Aplicando o campo vetorial g (.) a fungdo z chkL’} A
i=l k=0
m pi—1 m p;—1 m
k k
(ZZ il J <ZZckaf (%) 8 >:Zcip,._lbij(x) (A3)
i=1 k=0 i=l k=0 i=1

Onde b, (x) € a matriz de desacoplamento (1.13).

Salienta-se que a ultima passagem de (A.3) € vilida pela definicdo de nimero caracteristico
(1.9), ja que, para Lk, (x)=0, ke {l,...p,—-2}.

A expressdo (A.3) anula-se quando nela substituimos (A.2), entretanto a hipétese (1.14) diz

que  postob(x)=m, Vxe X. Para que isto aconteca =0, ie{l,..,m}.

ip,—1
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Deste modo (A.2) reduz-se a

ALy (x,) =0 (A.4)

m p;—2
Aplicando o campo vetorial [g v ] .) afuncdo z z c, L f A

i=l k=0

L, [szzck h ( j (A.52)

i=l k=0

m P2 m pi—2
(ZZ% ; J (ZZc,k : J (A.5b)
i=1 k=0 i=1 k=0

O primeiro termo de (A.5b) é igual a zero, pois Lh (x)=0, ke{l,..,p,—2}. Entdo,

utilizando o mesmo argumento que em (A.3), (A.5a) equivale a

m 2
g, (szclkl’l}ﬂhx J Zcxp -1 z] (A6)

i=l k=0

Novamente, a expressdo (A.6) anula-se quando nela substituimos (A.2), entretanto (1.14) diz
que posto b(x) =m, Vxe X . Para que isto acontega c,, , =0, i€ {1,..,m}.

A repeti¢do deste raciocinio implica em ¢, =0, i€ {l,..,m}, k={0,.., p, —1}. Concluimos

entdo a tese (1.21) de que rank S(x)=p.
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Caédigo fonte do Algoritmo 3.1

function[Y, YP, JY, JYP, pl] = TransformaCoordenadas (f,

%$Inicializando varidveils auxiliares
= [1; JYy = [1;

[1; Jgyp = [1;

[1;

T =
lae]
(]l

[n, aux] = size(f);
[1, aux] size (h);

%$Construindo JY, JYP, Y, YP, p

for i=1:1
k = 0;
h_ = h(i);
jhu = jacobian(h_, u);
while (all(jhu == 0))
Y = [Y; h_];
jhx = jacobian(h_, x);
JY = [JY; jhx];
h_ = jhx*f;
jhu = jacobian(h_, u);
k =k + 1;
end
p = [p; kI;
YP = [YP;
h_J;
jhx = jacobian(h_, x);
JYP = [JYP;
jhx jhul;
end

Coédigo fonte do Algoritmo 3.3

function[R] = CoordenadasComplementares (JYb)
[rho, n] = size(JYb);
[g, r] = gqr(JY¥b');

R = g(:, (rho+l):(n))"';

h,

Xy

u)
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Caédigo fonte do Algoritmo 3.4

function[] = ConstroiImplementacaol (gama, f, h, x, u, cte, vcte)

%$Inicializando variaveis

v = []; Yaux = []; xu = [x; ul; 1 = length(u);
ConstroiFuncao('gama', gama, [], [] , I[] )
ConstroiFuncao ('f"' , £ , Xu, cte, vcte);
ConstroiFuncao('h' , h , X , cte, vcte);

[y, yp, JY, JYP, p] = TransformaCoordenadas(f, h, x, u);
ConstroiFuncao ('JY' , JY , xu, cte, vcte);

%$Separando YP = a(x) + b(x)u

a = valor (YP, u, zeros(l,1));

b = valor(YP - a, u, ones(l,1));

$Construcao da Realimentacao de estado
invb = inv(b); alfa = —-invb*a; beta = invb;

for i=1:1;
v=[v; —-CoefPoli(p(i),gama)* Y (sum(p(l:length(p)<i)) + 1l:p(i))];
end

feedback = alfa + beta * v;

ConstroiFuncao ('feedback', feedback, x, cte, vcte);

for i=1:1;
for k=1l:p(i)-1
Yaux = [Yaux; Y(sum(p(l:length(p)<i)) + k + 1)1;
end
Yaux = [Yaux; a(i) + b(i,:)*u(i)];
end
ConstroiFuncao ('Yaux', Yaux, xu, cte, vcte);

Cadigo fonte de funcgoes auxiliares do Algoritmo 3.4
function[fx] = Valor(f, x, x_)
%Calcula o valor de f(x) no ponto x_

[n, aux] = size(x);
string = '[';

for i=1l:n
if (i==n)

string = strcat(string, char(x(i)), '=', num2str(x_(i)));
else
string = strcat(string, char(x(i)), '=', num2str(x_(i)), ',");
end
end
string = strcat(string, ']');

fx = maple('eval', f, string);
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function[fatn] = Fatorial (n)
if (n==0)
fatn = 1;
else
fatn = prod(l:n);
end
function[alfa] = CoefPoli(n, gama)
alfa = zeros(l,n);

for r=1:n
alfa(n-r+l) = Fatorial(n)/( Fatorial(r) * Fatorial(n-r)) * gama’r;
end

function [] = ConstroiFuncao(out, f, x, cte, vcte)
fid = fopen(strcat(out,'.m"), 'w');
fprintf (fid, strcat ('function [out] = ', out, '(x)'));

[n, m J=size(f);
[k, aux]=size(x);

$Estruturando as variaveis simbdélicas como um vetor numérico
if (k>0)

fprintf (fid, strcat ('\n\n', char(37), 'Recuperando variaveis
simbdélicas\n'));

for i=1:k
fprintf (fid, strcat (char(x(i)), '=', 'x (', num2str(i), ")', ';\n'"));
end
end

$Atribuindo valor as ctes
[k, aux ]=size(cte);

if (k~=0)
fprintf (fid, strcat ('\n\n', char(37), 'Atribuindo valores as constantes\n'));
for i=1:k
fprintf (fid, strcat (char(cte(i)), '=', num2str(vcte(i)), ';\n'"'));
end
end

$Escrevendo funcgao
fprintf (fid, strcat ('\n\n', char(37), 'Escrevendo a funcdo\n'));

fprintf (fid, strcat('out', '=zeros(', num2str(n), ',', num2str(m), ');\n\n'));

for i=1:n

for j=l:m
if isnumeric(f (i, j))
fprintf (fid, strcat('out', '(',num2str(i), ',', num2str(j), ')=', num2str(£(i,3j)),';\n"));
else
fprintf (fid, strcat('out', '(',num2str(i), ',', num2str(j), ')=', char(f(i,3)),"';\n"));
end
end
end

status = fclose(fid);
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Caédigo fonte do Algoritmo 3.6

function[fxb] = F1l(xb)
$Método I

ub = feedback (xb); xub = [xb; ub];

JYb = JY(xub);
R = CoordenadasComplementares (JYDb) ;
Tb = [R;
JYb];
taub = [R*f (xub);
Yaux (xub) ];
fxb = Tb\taub;

Caédigo fonte do Algoritmo 3.7
function[] = ConstroiImplementacaoIl (gama, £, h, x, u, cte, vcte)

%$Inicializando varidaveis

r

xu = [x; ul;

ConstroiFuncao('gama', gama, [], [] , [] ) ;
ConstroiFuncao('f' , £ , xu, cte, vcte);
ConstroiFuncao('h' , h , x , cte, vcte);

[y, yp, JY, JYP, p] = TransformaCoordenadas(f, h, x, u);
ConstroiFuncao('Y' , Y , xu, cte, vcte);
ConstroiFuncao ('JY' , JY , xu, cte, vcte);
ConstroiFuncao ('YP' , YP , xu, cte, vcte);

)

ConstroiFuncao ('JYP' , JYP , xu, cte, vcte

Caédigo fonte do Algoritmo 3.9

function[fxub] = F2(xub)
$Método II

JYDb JY (xub) ;
R = CoordenadasComplementares (JYDb) ;
JYPb = JYP (xub) ;

[m , aux] = size(JYPb); [rho, n] = size(JYDb);
Tb = [ R, zeros (n-rho, m);

JYb, zeros(rho , m);

JYPDb];
taub = [R*f (xub);

—gama*Y (xub) ;
—gama*YP (xub) ];

fxub = Tb\taub;
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