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SOLUTION SKETCHES
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Disclaimer FEsta € uma analise nao-oficial de alguns problemas de juizes “on-
line”. Qualquer erro no sequinte texto € minha culpa. Se vocé encontra algum
erro ou sabe como resolver algum desses problemas de forma diferente, estarei
muito feliz de saber :D. Pode enviar um e-mail a gomez.renzo@gmail.com

ou meu blog. ANTES DE LER A SOLUCAO A CERTO PROBLEMA, TENTE-
LO MAIS UMA VEZ.

Tabela 1: Problemas

OJ ID Nome
UVa 882 The Mailbox Manufacturers Problem
Live Archive 4367 | Think I'll Buy Me a Football Team
SPOJ INTERVAL Intervals
SPOJ ESJAIL Escape from Jail
Live Archive 4704 Stringer
Live Archive 4970 Enter The Dragon

A. THE MAILBOX MANUFACTURERES PROBLEM

Denotemos por dp[k][i][j] o nimero minimo de foguetes necesséarios para encontrar, no
pior caso, quanto pode aguentar uma caixa postal, se temos k caixas disponiveis, e sabemos
que o numero de foguetes esté entre i e 5. Entao, pelo enunciado do problema sabemos que

dp[1][i][j] = L - iGTh,

Notemos que, quando testamos um valor ¢ < ¢ < j de foguetes, podem acontecer dois
eventos: a caixa quebra ou nao quebra. Se ela quebrar, entao usamos ¢ + dp[k — 1][¢][¢ — 1]
foguetes. Caso contrario, usamos ¢ + dp[k][¢ + 1][j] foguetes. Como estamos procurando
esse nimero no pior caso, devemos considerar a maior dessas duas quantidades. Assim,
chegamos a seguinte recorréncia.

1, se1i =7,

dplk][i][j] = { min{max{dp[k — 1][¢][¢ — 1],dp[k][¢ + 1][j]} + £:i < ¢ < j}, caso contrario.

Na expressao anterior, se £ = i consideramos que

max{dp[k — 1][i][£ — 1], dp[k][¢ + 1][;j]} = dp[K][¢ + 1][5]-
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De forma similar, se £ = j,
max{dp[k — 1][i][¢ — 1], dp[k][¢ + 1][]} = dp[k — 1][é][¢ —1].

Segue uma implementacao dessa ideia no seguinte link.

B. THINK I wiLL Buy ME A FOOTBALL TEAM

Seja V' o conjunto de todos os bancos. Seja f(u,v) o monto de dinheiro que deve pagar
o banco u para o banco v. Entao, para cada banco u, denotemos por

d(w) = 3 flu,0) = 3] f(v,u).

veV veV

Note que, se d(u) > 0, entdao o banco u deve pagar mais dinheiro do que recebe e, vice-versa
quando d(u) < 0. Considere os conjuntos A = {v e V : d(v) > 0}, B={veV :d(v) <0}
e C = V\(A u B). Pelas restri¢oes do problema sabemos que

dldw) =D d(v) =S.

vEA vEB

Além disso, o monto minimo de transferéncia entre os bancos ndo pode ser menor do
que S. Agora, vamos mostrar que sempre podemos achar uma solucdo onde é transferido S
de dinheiro. Para isso, criamos uma rede de fluxo com conjunto de vértices V', cada vértice
com demanda d(u), arcos entre todo par de vértice u,v € V de capacidade inferior f(u,v)
e superior +00. Como toda capacidade superior é +o0 e toda capacidade inferior é menor
do que +00 sabemos que esse problema tem um fluxo vidvel que satisfaz essas restrigoes
(Teorema de Hoffman). Qualquer fluxo nesse grafo pode ser decomposto em caminhos
aumentadores. Um caminho aumentador P nessa rede deve ser da forma (a,...,b), onde
a € Aebe B. Além disso, cada caminho nos indica como fazer cada transferéncia.
Basicamente, se a capacidade de P é x, indica que devemos transferir x de a para b.
Entao, é suficiente calcular d(u) para cada banco e imprimir ) _, d(v). A ideia deste
problema era usar a intuicao sem necessidade de mostrar que sempre existe essa solugao

minima. Um exemplo de implementagao desse algoritmo segue no seguinte link.

C. INTERVALS

Se consideramos ¢; = 1 para i = 1,2,...,n, este problema é conhecido e admite a
seguinte solugao gulosa.

Algoritmo COVER-INTERVALS(Z,n)

1 Seja I o vetor de intervalos I; = [a;, b;].

2 Ordenar I de forma nao-decrescente segundo b;.
3 C—U

4 parai < 1 atén faga

5 se C' n I, = J entao

6 C — Cu{b;}

7 devolva C
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Para mostrar que esse algoritmo devolve o niimero minimo de elementos que sao necessa-
rios para “cobrir” (intersectar) todos os intervalos, vamos fazer uma prova por contradigao.
Suponha que existe uma solu¢ao 6tima que tem cardinalidade menor a C' (solugao gulosa).
Dentre todas as solugdes 6timas possiveis tome uma solucdo C* com o maior prefixo em
comum com C. Suponha que C e C* estao ordenados de forma crescente.

Observagao: Dados conjuntos C' = {x1,z2,...,2x} € C* = {y1,y2,...,Ym}, 0 maior
prefixo comum é o méaximo indice j, 0 < j < min{k, m}, tal que z; = y; parai =1,...,j
e Tjr1 # Yj+1 (se j =0, entdao x1 # y1).

Seja j o tamanho do prefixo comum entre C' e C*. Seja I, o primeiro intervalo que
nao é coberto pelo conjunto {z1,...,x;}. Pela forma como ¢é feita a escolha gulosa temos
que xj41 = b,. Além disso, sabemos que 3,1 também deve cobrir I,.. Logo, a, < yj+1 < by,
ja que yj41 # xj41. Notamos que C' = C* —{y;+1} + {41} também é uma solugao 6tima,
ja que todo intervalo que era coberto por y;j41 também é coberto por xj.1 em C*. Porém,
chegamos a uma contradicao com a escolha de C*, ja que C’ tem um prefixo comum com C
maior do que C*.

Agora, para resolver o problema inicial podemos usar um algoritmo similar ao caso
anterior. A seguir, mostramos um algoritmo que resolve o problema.

Algoritmo COVER-INTERVALS2(I,¢,n)

1 Seja I o vetor de intervalos I; = [a;, b;] e ¢ o vetor de restrigdes associado.

2 Ordenar I de forma nao-decrescente segundo b;.

3 C—o

4 parai < 1 atén faga

5 se |C' N I;| < ¢; entao

6 k«—c; — |C N Ii|

7 Seja J; < I; o conjunto de inteiros “mais & direita” disjunto de C' tal que
|J| = k.

8 C—Cu JZ‘

9 devolva C

Com um argumento semelhante ao caso anterior podemos mostrar que esse algoritmo
esta correto. Na parte da implementacao, precisamos

1. Encontrar a cardinalidade da intersecao de C' n I;.

2. Percorrer de direita para esquerda os elementos “livres” de I;.
Para a parte 1 podemos usar uma BIT ou Segment Tree e para a parte 2 podemos usar
union-find. Outra forma de implementar essa ideia é manter um vetor de intervalos “livres”
e “usados” junto com um vetor de somas parciais (veja uma implementagao dessa ideia no
seguinte link).

D. ESCAPE FROM JAIL

Quando fazemos uma busca no grafo dado pelo enunciado, devemos ter cuidado de
marcar que posi¢oes que precisam de uma chave (que ainda nao temos) podemos atingir.
Para dessa forma, recomegar uma busca a partir dessas posi¢oes quando tenhamos a chave
necessaria. Se em algum momento chegamos & posicao N —1, entdo o problema tem solugao.
Caso contrario, nao tem solu¢do. Veja uma implementagao dessa ideia no seguinte link).
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E. STRINGER

Em primeiro lugar, seja f; o nimero de ocorréncias da i-esima letra do alfabeto na
. , . . N
palavra que queremos construir. Além disso, seja S = )., fi, o tamanho dessa palavra.
Notemos que o nimero de palavras totais que podemos gerar com fi, fa,..., fn & (veja
mais sobre o nimero multinomial)

"= (ot otv)
a f17f27"'afN ‘

Agora, fagamos umas contas. Por exemplo, o nimero de palavras que comegam com a é

. _( S—1 )
L (f1_1>7f27'-'7fN .

Note que, se 1 > K, entao temos certeza que a palavra buscada comeca com a. Neste caso,
caimos numa instancia menor do mesmo problema, queremos gerar a palavra na posi¢cao K
com S —1 letras e frequéncias f1 —1, fo, ..., fn. No caso em que z1 < K, temos certeza que
a palavra que buscamos nao comecga com a. Além disso, caimos no problema de encontrar a
palavra na posicao K —x1, que comega com uma letra maior do que a e com as frequéncias
dadas. Isso ja nos d&4 um algoritmo para gerar, letra por letra, a palavra na posicao K

Agora, para calcular o nimero multinomial, podemos guardar numa matriz os expoentes
de uma fatoracdo em primos do nimero z! para x = 1,...,50. Uma implementacgao dessa
ideia segue no seguinte link).

F. ENTER THE DRAGON

Para cada t; # 0, seja f(i) = max{l < j < i :t; = t;}. Entdo, o problema se reduz a
achar para cada t; # 0, um t; = 0 tal que f(i) < k < i. Este problema pode ser resolvido
por um algoritmo guloso que a cada passo escolhe um ¢, = 0 tal que k é o menor possivel.
Logo, usando um set podemos achar um tal indice a cada iteracdo, caso nao existir, o
problema nao tem solu¢ao. Também podemos fazer essa busca usando “union find”. Uma
implementagao dessa ideia segue no seguinte link).
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