MAT122 - Algebra Linear - 2019 - Fisica Noturno

Lista de Exercicios 10: Independéncia Linear, Geradores, Base, Mudanca de base
1. Verifique se os conjuntos dados sao LI ou LD. Se for LD, expresse um dos elementos como combinagao
linear dos demais.

IR 2 11 12 -1 My ®)
: 001 —1 |1 23|24 s|[""

(b) {2z — 2% 4z + 222} C Pa(R)

(c) {2322 — L,z + 2,23 + 22 — 2 — 3} C P3(R)

2. Cristina precisa saber se o conjunto de fungdes F = {z,xsenz,cosz} C C(R) é LI ou LD. Com esse
objetivo, ela considerou a relagao ax + frsenx + ycosx = 0, para saber se necessariamente os coe-
ficientes «, 8,7 deveriam ser todos nulos. Atribuindo a z os valores 0,5 e 7, ela obteve o sistema
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(a) Resolva o sistema encontrado.

(b) Cristina pode concluir que F' é LI? Explique!
3. Verifique se o conjunto de fungoes {1, sen z, cos? x, sen (2z), cos(2z)} C C(R) é LI ou LD.

4. Se f e g sao funcdes em C(D(R), o espaco vetorial de todas as funcoes com derivadas continuas em R, o
f(@)  g(x)

f(z) g'(x)
Hoéné-Wronski (1776 — 1853)). Prove que se W(z) nao é identicamente nulo, entao {f, g} é LIE|

determinante W (x) = ‘ ¢é chamado Wronskiano de f e g (em homenagem a Jésef Maria

5. Verifique se o conjunto de fungdes {e?,e?*,e3*} ¢ C?)(R) é LI ou LD.
6. Verifique se o conjunto de fungoes { sen z, cos z, sen (2z)} € C?(R) é LI ou LD.

7. Verifique se os conjuntos S7 e Sy dados geram o mesmo subespacgo do espaco vetorial V':

(a) Si={[1 0 0o]7,[0 1 0]T},S.={[1 1 0]F,[1 —1 0]}, V=R?
(b) S; = {sen?t,cos’t, sentcost}, So = {1, sen (2t),cos(2t)}, V =C(R) = {f : R — R|f é continua}
(C) S = {1’tvt27t3}v Sy = {1a 1+¢1- t2’1 —1- t2}7 V= PS(R)

8. Seja E = {ej,ea,e3} uma base do espago vetorial V e seja v um vetor qualquer de V. O conjunto

A= {v,v—e1,v—ez,v — ez} pode ser linearmente independente? Justifique.
9. Determine uma base e a dimensao de cada um dos subespacos abaixo:

(a) S={lz v z w]TeR |z —y=w,2—3y+w=0}

1O resultado pode ser generalizado para n funcées fi, f2, ..., fn em C("*U(R). Nesse caso, o Wronskiano é dado por
fil@)  fa(@) - ful@)

fi@)  fyle) - fo(@)

(2) =

fl(n—l) f2(n—1) f”gn—l)
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(b) §={pePsR)|p(1)=p(-1) =0}

(C)S={

1 -2
(d) S= {A € M(R) | A comuta com a matriz [ L3 ] }

) S={[z y 2 w t]T eR |z +y—az+3w+t=0,2r—y+ 2+ 2aw+ 5t = 0}, sendo a um

numero real fixado.

2a a+2b
0 a-b»b

| a,b € R} C My(R)

Seja B = {1,2 — x,2% + 1,1 + 2 + 23}. Verifique que B ¢é uma base para o espaco P3(R) e determine as

coordenadas do polinémio p(z) = 2°

. 2 1 2 -1 0 0 0 0
Se.]aB: ’ ’ ’
0 0 0 0 1 2 )

(a) Verifique que B é uma base de M>(R).

em relagao a base B.

(b) Determine os valores de m,n,r, w para que as matrizes P =

r 1
2 s

1 e@Q=[m n n m]T; sejam
iguais.

Considere o subespago S de P3(R) dado por S = ger {3 — 22+ 1,23 + 22—z, 2% + ba? + 2+ 2}. Determine

b para que S tenha dimensao 2.

Seja S o subespaco de R® gerado por
A={0 2 -1 0 1]70 0 3 -1 2]7 0 4 -5 1 0]}
eseav=[0 m —-m 1 1]7.

(a) Determine uma base para S.
(b) Determine todos os valores de m para os quais v € S.

(c) Sev ¢S, éverdade que ger {AUV}={[z y 2z s t]T eR®|z2=0}?

Determine os valores de b € R para os quais o polinomio p(t) = 4t2 + 2t + 4 pertenga ao subespago de
P5(R) gerado pelos polindmios py (t) = b(t + 1), pa(t) = 1 — bt? e p3(t) = 1 + bt + bt2.

Seja S o subespaco de R® gerado por
A={10 -1 20" [2 1300701 -5 4 0710 —11 10 0]}

(a) Determine uma base B para S que esteja contida em A.

(b) Complete a base B para uma base de R®.
1 1 . 2

, de R® e seja v = .
1 -1 3

(b) Determine a matriz de mudanga de base Pe. de B para C.

Sejam B a base canonica e C a base C = {

(a) Encontre [v]g e [v]c.

(c) Use sua resposta ao item (b) para calcular [v]¢ a partir de [v]g e compare com a resposta encontrada

no item (a).



s ([ [ Thee={[2] [ 2]} mmsereeme-| 2]

(a) Encontre [v]g e [v]c.
(b) Determine a matriz de mudanga de base Pe. de B para C.

(c) Use sua resposta ao item (b) para calcular [v]¢ a partir de [v]g e compare com a resposta encontrada

no item (a).

1 0 0 1
18. Sejam B a base canonica e C a base C = 11, 11,]0 de R? e seja v = 0
1 1 1 -1

(a) Encontre [v]g e [v]c.
(b) Determine a matriz de mudanga de base Pe. de B para C.
(c) Use sua resposta ao item (b) para calcular [v]¢ a partir de [v]g e compare com a resposta encontrada
no item (a).
19. Sejam B = {1+ x + 22,z + 2%, 2%} e C = {1, 2,22} bases de P2(R) e seja p(x) = 1 + 2.
(a) Encontre [p]g e [plc.
(b) Determine a matriz de mudanga de base P p de B para C.

(¢) Use sua resposta ao item (b) para calcular [p]¢ a partir de [p]g e compare com a resposta encontrada

no item (a).

1 2 2 1 1 1 1 0
20. Sejam B a base canoénica de Ma(R), C = { l 1 , [ ] , l ] , [ 1 } uma outra base,

0 -1 10 0 0 1
. 4 2
e seja A = .
0 -1

(a) Encontre [Alg e [Alc.
(b) Determine a matriz de mudanga de base Pep de B para C.

(c) Use sua resposta ao item (b) para calcular [A]¢ a partir de [A]g e compare com a resposta encontrada

no item (a).

1 2
21. Sejam B e C duas bases de R%2. Se C = { [ ) 1 , [ 5 1 } e a matriz de mudanga de base de B para C é

1 -1
Perp= , determine B.
-1 2
22. Sejam B e C bases de Py(R). Encontre C sabendo que B = {z,1+x,1—x+2?} e que a matriz de mudanca
100
da base B para C é Peg = 0 2 1
-1 1 1

Algumas respostas:

1. (a) LL; (b) LD, 4z + 222 = —2(2x — 2%) + 8(x); (c) LD, 2 + 2?2 —2 — 3 =1(2®) + 1(22 + 1) + (—=1)(z + 2)



. (a) a=p=7=0; (b) sim!

. LD, cos?z=13-140- senz +0- sen (2z) + 3 cos(2z)

2

4. Se af(x) + Bg(x) = 0 para todo x (fungao constante), entao af’(x) + B¢'(x) = 0 para todo z. Logo, para
af(x) + z) =0
cada z real fixado, tem-se um sistema homogéneo nas incégnitas a e 3: Ji( ) ﬂg/( )
af'(z) +Bg'(z) =0
Se houver algum zg tal que o sistema s6 admita a solugao nula, entao essa serd a tnica solugao de todos
os sistemas (pois nenhuma outra solucao servird para r = xp) e as fungdes f e g serdo LI. Portanto, se
W (zo) # 0 para algum ¢, o sistema terd apenas uma solugdo, a nula, e {f, g} serd LL
5. LI pois W(0) # 0.
7. (a) sim; (b) sim; (c) ndo, pois t3 ¢ ger (Sa)
8. Nao.
9

. (a) dim S =2; (b) dim S = 3; (¢) dim S =2, (d) dim S = 2;
1

(e) dim S =3, base: {{[-2 1 0 0 1]7,[%*t 2 1 o 07 [=22=2 226 ¢ 1 0]7}

10. pls=[-3 1 1 0]

11. b)ym=3n=1r=4s=-2

12. b= -3

13. (a) {[0 2 —1 0 1]7,[0 0 3 —1 2]7}; (b) m =6; (c) ndo
14. b#0eb#2

15. (a) {[1 0 —1 2 0]%,[2 1 3 0 0],[0 1 —5 4 0]7};

b){[1 0 —1 2 0]7,[2 1300701 -5 407,000 10]7,[0000 1]}

2 5 1 1
16. (a) [v]s = ];[V]CZ [ 2 ];(b) Peep = [ 2 ]
| 3 —3 : T3
1] ! 10
18. (a) [v]g = 0 |;vle=]| =1 [;(b) Peen=| —1
i -1 | i -1 0 -1 1
1] 1 100
19. (&) [pls=| -1 |;[Ple=] 0 [;(b) Pees=|1 1 0
i 1 | i 1 1 1 1
4 : 1 0 —2 -1
2 0 0 0 2 0
20. (@) (Als= | o [ilAle=| [0 Pes=g| o . ]
-1 5 3 -2 —4 -1
wo- {52}
-1 4
22. C = {p1,p2,p3}, sendo pi(x) = 1 -2 — 1(1;) +2(1 — 2 + 2?), pa(z) = 1(1 —2) — 1(1 —x + 2?), e
p3(z) = —1(1 —2) + 2(1 — = + 2?).



