MAT122 - Algebra Linear - 2019 - Fisica Noturno

Lista de Exercicios 7: Matrizes Semelhantes e Diagonalizagao

1. Em cada caso, determine o polinémio caracteristico, os autovalores e autovetores associados. Se A for

diagonalizavel, determine uma matriz inversivel P tal que P"'AP = D e exiba a matriz diagonal D:

1 3 [ 9 1 [

a) A= b) A= B A=| 0 5 0
@a=| 2] ma=| 2 (©

L 40 -2

3 4 9 (11 0 (7 4 16

dA=|1 -2 2 @A=1]1 1 -1 f)A=|2 5 -8

1 -5 5 01 1 2 2 -5

2. E dada uma diagonalizacao da matriz A na forma P~'AP = D. Determine quais sdo os autovalores de A

e seus autovetores associados:

1 1 1
Lol L1 3303 0 1 6 0 0
3 _
~13 _Lito 922 1 o0|l=]|0 -2 0
5 3 3
s -3 3% 3 3 1 3 -1 -1 0 0 -2
3. A matriz A = 3 . é diagonalizavel? Justifique.
(2 2 1
4. A matriz A= | 1 1 0 | é diagonalizavel? Justifique.
1 -2 =2

5. Prove que se A é diagonalizdvel entdo AT é também diagonalizavel.

6. Mostre que, para qualquer matriz quadrada A, os polondmios caracteristicos de A e de AT sdo iguais.

Conclua que A e AT tém os mesmos autovalores.
7. Dé um exemplo de matriz 2 x 2 tais que A e AT tenham autoespacos distintos.
8. Prove que se A = 0 é um autovalor de A entdao A nao é inversivel.

9. Seja A uma matriz inversivel. Mostre que se A é um autovalor de A entdo A # 0 e 1 ¢ um autovalor de
AL

10. Suponha que A seja um autovalor de A e seja a um nimero real qualquer. Mostre que A — a é autovalor
da matriz A1 = A — al. Como vocé compara os autovetores de A e de A; associados a A e a A — «

respectivamente?
11. Seja A um autovalor de A. Mostre que:

(a) para cada nimero real k, kA é um autovalor de kA.
(b) A2 é um autovalor de A2

(c) 3—2X+5)% é um autivalor de 31 — 2A + 5A?.



-1

12. Mostre que a matriz A = é diagonalizdvel. Use esse fato para calcular A'C.

13. Se A~ = A e )\ é um autovalor de A mostre que A = +1.
14. Se A? = A e \ é um autovalor de A mostre que A =0 ou A = 1.

15. Determine todos os valores de k para os quais A é diagonalizavel:

11 k ko1
(WA= k] (b)A_-O ) (c)A—_l .

10 k 1k 0 11
@A=|0 1 0 ©A=|0 2 0 OA=|1 1 k

00 1 00 1 11 k

Algumas respostas:

1. (b) pa(A) = A2 — X\ — 6; autovalores —2 e 3; autovetores associados: [1 4]7 e [-1 1]7 respec.;

P = i 71 1; = [ =20 ] Observe que a solugdo nao é udnica. Poderiamos ter escolhido
pP= _1 ] e, nesse caso, a matriz diagonal seria D = l i 5 | Confira!
(d) pa(A) = A% — 602 + 11\ — 6; autovalores 1, 2 e 3; autovetores associados: [1 1 1]7,[2 1 1]T e
1 21 1 00
[1 1 2]Trespec;P=|1 1 1|;D=|0 2 0
11 2 0 0 3
(f) pa(A) = A3 — 7A% + 15X\ — 9; autovalores 1, 3 e 3; autovetores associados: [2 1 1]7,[4 0 1]T e
2 4 -1 1 00
-1 1 0/%5P=|10 1[;D=|0 3 0
1 1 0 0 0 3

4. Nao é diagonalizdavel. H& dois autovalores: 3, de multiplicidade 1 e —1, de multiplicidade 2. Como o

autoespaco associado a A = —1 tem dimensdo 1, ndo é possivel formar uma base de R? com 3 autovetores.

2
7. Conlfira quais sdo os autovetores de A =

] e compare com os autovetores de AT,

10. Se Av = Av para algum v néo nulo, entdo A1v = (A —al)v=Av—av = Av —av = (A — a)v. Portanto,

se v é autovetor de A ele também é autovetor de A;.

12. A0 =

35.839 —69.630
—11.605 24.234

15. (b) k = 0 (d) qualquer k real (f) qualquer k real, pois o polinémio caracterfstico é —\3 + (2 + k)A%; os
autovalores s@o A; = 0 (multiplicidade 2) e Ao = k + 2. Para qualquer k sempre serd possivel encontrar 3
autovetores LI, a saber v1 = [—k, 0 1]7 0o =[—1 1 0]7,v3=[1 1 1]T, 0 que garante que sempre serd

possivel encontrar uma matriz P inversivel tal que P~1AP seja diagonal.



Exercicios complementares

A0 .. 0 w0 ... 0
0 X ... 0 0 po ... O

1. Sejam D = L ) e B = ) L . duas matrizes diagonais. Determine
0 0 ... X\ 0 0 ... pun

D+ E, DE, det(D) e D* para k > 1 inteiro. Justifique sua resposta.
2. Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que:

(a) A ~ A para toda matriz quadrada A. (propriedade reflexiva)

(b) Se A ~ B entao B ~ A. (propriedade simétrica)

(¢) Se A~ Be B~ C entao A ~ C. (propriedade transitiva)
Sugestao para (c): Sabemos que existem matrizes inversiveis P e Q) tais que A= P"'BPe B = Q~'CQ.
Substituindo B tem-se A = P~HQ'CQ)P = (P~'Q~1)C(QP). Como o produto de matrizes inversiveis

é uma matriz inversivel e P~1Q~! = (QP) ™!, escrevendo R = QP, podemos concluir que A = R"!CR e,

portanto, A ~ C.

Definigao: Uma relacdo que satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva é chamada relagao de
equivaléncia.

O exercicio anterior nos mostra que a semelhanga de matrizes é uma relacao de equivaléncia.
3. Prove que se A e B matrizes quadradas semelhantes entdo det(A4) = det(B).

Definicao: O trago de uma matriz A = (a;;) de ordem n x n é a soma dos elementos de sua diagonal principal,

isto é tr (A) =a11 +asz + ...+ ann.

4. Prove que se A e B sdo matrizes n X n entao:
(a) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
(b) tr(kA) = ktr (A) para todo nimero k
(c)

5. Prove que se A e B matrizes quadradas semelhantes entdo tr (A) = tr (B).

-+

r(AB) = tr (BA)

Sugestao: tente usar o item (c¢) do exercicio anterior!

6. Suponha que A1, Ag, ..., A, sejam os autovalores (podendo incluir repeti¢oes) da matriz A de ordem n X n.
Prove que
det(A) = A1 - Ag--- Ay e tr(A) =X+ X+ + Ay

Sugestao: o polindmio caracteristico de A pode ser escrito na forma (—1)"(A — A)(A — A2) -+ (A — An).

Encontre o termo independente e o coeficiente de A~ ! desse polinémio.



