Capitulo 2

Os Postulados da Geometria
Neutra

Os objetos bésicos, com os quais desenvolveremos a geometria sao chamados
de pontos, retas e planos. E claro que temos uma compreensao intuitiva do
que sao esses objetos, representando-os por desenhos ou outra representacoes
graficas, mas o desenvolvimento da teoria independe de qualquer imagem ou
representacao das ideias correspondentes. Por outro lado, desenhos ajudam
a compreensao do texto.

Para fixarmos a notacao, a menos de mencao explicita, usaremos le-
tras romanas maitsculas A, B, C, ..., para indicar pontos, letras romanas
mintsculas a, b, ..., para indicar retas e letras gregas mintsculas 7, ¢, ...,
para indicar planos.

Na Geometria Plana utilizamos apenas pontos e retas, e na Geometria
Espacial utilizaremos os trés tipos de objeto.

A Geometria é o estudo de certas relagoes entre esses objetos, que serao
definidas mediante postulados, ou seja, assercoes acerca dessas relagoes, a
partir dos quais serao deduzidas proposicoes, que sao também assercoes ac-
erca das relagoes.
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2.1 Alguns modelos de geometrias

Para estimular um melhor entendimento dos conceitos introduzidos, inclusive
suas limitagoes, apresentamos a seguir uma série de exemplos de geometrias
que aparecerao de modo recorrente neste livro.

Exemplo 1: O plano da Geometria Analitica Plana é o conjunto
R? dos pares ordenados de nimeros reais (os pontos). As linhas sio as retas
r={(z,y) € R? : ax + by = c}.

Exemplo 2: Geometria Analitica Espacial: ¢ o conjunto R? das
triplas ordenadas de nimeros reais (os pontos). Os planos sdo os conjuntos
m={(r,y,2) € R®:ax + by + cz +d = 0}, com a, b e ¢ nem todos nulos,
e as retas sao os conjuntos intersecgao de dois planos 7 = {(x,y,2) € R? :
a1r+ by +ciz+d =0} em = {(z,y,2) € R®: apw + boy + oz + dy = 0},
tais que a tripla (aq, b1, ¢;) nao seja um multiplo da tripla (as, be, ca).

Exemplo 3: O plano da Geometria Hiperbdlica Plana ¢é o conjunto
H? = {(z,y) € R? : y > 0}. As linhas sdao de dois tipos: verticais ¢, =
{(z,y) € H: z = a} ou arcos de circunferéncia £, = {(z,y) € H: (z —p)*+
2 _ 2
Yy =r}

Exemplo 4: Um modelo da Geometria Hiperbdlica Espacial: ¢é o
conjunto H? = {(z,y,2) € R®* : z > 0}. Os planos sao de dois tipos, os
verticais m = {(z,y, 2) € H: ax + by + c = 0} ou semiesferas 7 = {(z,y, 2) €
H: (z —p)® + (y — q)* + 22 = r?}, e as retas sdo intersecgoes de dois desses
planos (resultando em smi-retas verticais e semi-circunferéncias verticais).

Exemplo 5: O plano de Moulton ¢ o conjunto R?, com linhas das
forma ¢, = {(z,y) € R? : x = a} (verticais), ou £, = {(z,y) € R? : y =
maz + b}, com m < 0 (linhas retas de inclinagoes negativas) ou da forma
o = 1(T,y) € R% y=2mx+b sex <0ey=mx+bsex >0} com
m > 0, (linhas quebradas e de inclinacoes positivas quando passam pelo eixo

Oy).

Exemplo 6: O plano “rasgado” é o conjunto 7 = {(z,y) € R% z < 0
ou x > 1} e suas linhas sdo da forma {(z,y) € 7 : ax + by = c}.
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2.2 Postulados de Incidéncia ou Conexao

A primeira relagao é a de incidéncial (ou conexao), “-I.”, que relaciona
pontos com retas e com planos, e também retas com planos: P -1-r (P
incide em r), P -1- 7 (P incide em 7) e r - I - 7 (r incide em 7). A
interpretacao dessa relagao nos modelos que encontraremos a seguir é a de
que o ponto P esta na reta r, ou que o ponto P estd no plano 7, ou que a
reta r estd no plano 7.

Postulado I: Para cada par de pontos distintos P e (), existe uma tnica
reta r, tal que P -1- 7 e @ -I-r. Denotamos tal reta por rpg, quando for
conveniente lembrar desses pontos.

Um outro modo, mais informal de dizer a mesma coisa, é que, dados
dois pontos distintos P e (), existe uma unica reta determinada por P e (@),
denotada rpg, ou seja, rpg € a Unica reta em que esses pontos estao.

Postulado II: Dados trés pontos P, () e R nao colineares (ou seja, nao
incidem numa mesma reta), existe um tunico plano 7, tal que P -1- 7w, Q -1- 7

eR-1-m.

Informalmente, dados trés pontos nao colineares (isto é, ndo na mesma
linha) P, @ e R, existe um tunico plano contendo P, ) e R. Tal plano sera
denotado por mpgrg.

Postulado III: Dados dois planos distintos 7 e p, se existir um ponto
P,talque P -1-me P -1- p, entao existe uma unica reta r, tal que r - 1- 7
er -1 p.

Isto é, se dois planos distintos tém algum ponto em comum, entao existe
uma Unica reta contida em ambos.

Postulado I'V: Para todo ponto P, toda reta r e todo plano 7, se P -1- r
er -I-m entao P -1- 7.

Isto serve para garantir que se P estiver em r e r em m, entao P estara

em 7.

Postulado V: Toda reta contém pelo menos dois pontos; todo plano
contém pelo menos trés pontos nao colineares (isto é, ndo na mesma reta).

'De incidir, do latim incidere, que significa cair em, ou cair sobre.
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Postulado VI: Existem pelo menos quatro pontos nao coplanares (isto
¢, ndo no mesmo plano).

Esses dois ultimos postulados servem para descartar geometrias sem pon-
tos ou retas.

Exemplo 7: Uma Geometria Projetiva Plana é uma geometria de
incidéncia que também satisfaz mais dois postulados: cada linha tem pelo
menos trés pontos e, dadas duas linha distintas r; e 9, existe um tnico ponto
comum as duas linhas.

Exemplo 8: Uma Geometria Projetiva Espacial é uma geometria
de incidéncia que também satisfaz: cada plano é modelo de uma geometria
projetiva plana e para cada par de planos distintos m; e 7y, existe uma tnica
retar,tal quer -I-mer -1- m.

Exercicio 2: Mostre que m = {A, B,C, D, E, F,G} com ¢; = {A, B,CY},
ty = {A,D,E}, t3 = {A,G,F}, ly = {C,G,D}, 5 = {C,F,E}, ls =
{B,G,E} e l; = {B, D, F} é uma geometria projetiva. (Verifique se valem
todos os postulados.)

Usando apenas estes postulados, resolva os exercicios a seguir.

Exercicio 3: Mostre que se duas linhas distintas se intersectam, entao
elas se intersectam em exatamente um ponto.

Exercicio 4: Mostre que existem pelo menos 6 linhas e 4 planos numa
geometria de incidéncia.

Exercicio 5: Mostre que existem pelo menos trés linhas distintas nao
concorrentes (isto é, existem retas rq, 7o e r3 distintas e que nao contém um
mesmo ponto P.)

Exercicio 6: Mostre que dado um ponto P, existem pelo menos duas
linhas distintas contendo P.

Exercicio 7: Mostre que se dois pontos distintos A e B estao no plano
7, entao a linha r4p esta toda contida no plano .
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Exercicio 8: Mostre que, dada a reta r e o ponto P que nao esteja em
r, existe um tunico plano m, tal que P -1- wer -1- 7.

2.3 Postulados de Ordem

Agora vamos enriquecer um pouco mais nossas geometrias, impondo uma
relacao de ordem entre pontos de uma mesma linha. Para isto, definimos
uma relacao ternaria entre pontos denotada por A — B — C' e falamos que “o
ponto B esta entre os pontos A e C” (ou que A é oposto a C' em relagao a
B) e deve satisfazer os seguintes postulados.

Postulado VII: Se A — B — (', entao A, B e (' sao colineares e dois a
dois distintos. Veja representacao grafica na Figura 2.1.

A B C

Figura 2.1: Representacao grafica da relagcao A — B — C.

Este postulado diz que a relagao de ordem implica a colinearidade dos
pontos envolvidos e que a ordem ¢é estrita.

Postulado VIII: Se A— B — C, entao C — B — A.

Este diz que a relacao de ordem é simétrica.

Postulado IX: Dados B # D, existem A, C, E € rgp tais que A—B—D,
B-C—-DeB-D-FE.

Este corresponde ao segundo postulado de Euclides, que todo segmento
de reta pode ser estendido indefinidamente. Também diz que a relagao de
ordem de pontos é densa.

Postulado X: Dados os ponto A, B e C, pontos distintos e incidentes
a uma mesma reta r, entao exatamente uma das relacées A — B — C, ou
A—C—BouB— A-—(C éverdadeira.

Este diz que a relacao de ordem de pontos é total, ou linear, ou seja, nao
pode haver ramificagoes das retas.
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Com essa nocao de ordem de pontos em uma reta, podemos definir o
segmento AB como sendo o conjunto de todos os pontos C' entre A e B,
incluindo também os extremos do segmento, ou seja, os pontos A e B.

Dada uma reta r e um ponto O -1- r, e também dois pontos A -1 re
B~_I-> r, tais que A — O — B, podﬂ?s também definir as semi-retas O A
e OB, como sendo os conjuntos OA = {P -1-r P =0, ou P = Aou
O—-P— A, ouO—A—P}eO—B> ={P-1-m P=0,ouP = Bou
O—-P—-B,ou0O—-B- P}.

Exercicio 9: Mostre que, dada uma reta r e um ponto O -1- r, e também
dois pontos A -1-re B -1- r, tais que A — O — B, entao, para todos os
pontos D € OA e E € OB , entao AO =0D e OB =O0OF .

Exercicio 10: Mostre que o segmento AB é a interseccio das semi-retas
_—
AB e BA .

2.3.1 O Postulado de Pasch

O postulado de Pash, que estudaremos presentemente, também é um pos-
tulado de ordem. Foi introduzido pelo matematico alemao Moritz Pasch
(8/11/1843-20/09/1930), em sua obra Vorlesungen tber Neuere Geometrie
(1882). Ele pode parecer “6bvio”, mas é necessério, como o modelo do plano
rasgado vai demonstrar.

Postulado XI: (Pasch) Dados os pontos A, B, e C' nao colineares e uma
linha 7 no plano mape (isto é, r -1+ mapc), distinta da reta r4p, se D € 7 é
um ponto tal que A — D — B, entdo ou r intersecta AC ou r intersecta BC'
(ou seja, existe um ponto P -1- mape, tal que, ou P =C,ou A— P —C ou
B — P — (. Veja os diagramas da Figura 2.2.

Esse postulado tem uma implicacao importante sobre a topologia do plano

ou do espaco das geometrias neutra, euclideana e hiperbdlica, no sentido que
vamos tornar explicito a seguir.

Dizemos que um conjunto A do espaco é convexo se, para todos os pares
de pontos P e (Q em A, o segmento PQ) esta todo contido em A.

Proposicao 1 (Separag¢do nos planos) Dada uma linha v contida num
plano 7, existem conjuntos Hy e Hy em 7 (chamados de lados de r em 7)
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C

.
C
r
P
P
A DB A D B A /D B

Figura 2.2: Diagrama para o Postulado de Pasch.

tais que Hy e Hy sao converos, HHNr =, HoNr=3 e HHNHy, =T e
cada ponto do plano w estd em Hy, ou em Hy ou em r; se P € Hy e QQ € Hy
entao o segmento PQ) intersecta a linha r num ponto R.

Demonstracao:

Acompanhemos a demonstragao com o diagrama da Figura 2.3.

A

Figura 2.3: Separacao de um plano.

Seja P € m um ponto fora de r e sejam H, ={Qer:PQNr=0g}e
Hy={Qern:Q&rePQNr+#a}.

Entao HiNHy, = HiNr = HyNr =, e todo ponto do plano ou esta
em r ou em H; ou em Hy. Falta mostrar que Hy e Hy sao convexos e que
dados A € Hy e B € H, 0 segmento AB intersecta r.
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Vamos mostrar que H; é convexo. Para tanto, sejam A, B € H,, A # B,
e suponhamos que A # P e B # P (os casos em que A = P ou B = P
ficam para os leitores). Queremos mostrar que todos os pontos de AB estdo
em H;. Se A, B e P estao numa mesma linha r45, entdao ou A — B — P ou
A—P—BouB—A— P. Mostre que em nenhum destes casos, AB pode ter
ponto nem de H, e nem de 7. Se A, B e P ndo sao colineares, seja D € AB
tal que A — D — B. Sabemos que r ndo intersecta nem AP e nem BP (por
qué?). Se D € r entdo r intersectaria AB, e por Pasch, deveria intersectar
AP ou BP. Portanto D & r. Se D € H,, entdo r intersecta DP. Por Pasch,
aplicado aos triangulos AADP e ABDP, terfamos que r intersectaria AP
ou BP (por qué?), uma contradicdo. Portanto, todos os pontos de AB estao
em H.

Vamos mostrar agora que Hy é convexo. Sejam A', B’ € Hy, A" # B'.
Precisamos mostrar que todos os pontos de A’B’ estdao em H,. Novamente
temos dois casos, a saber, A’, B’ e P sao colineares. Entao ou A’ — B’ — P
ou B'— A’ — P. (Mostre que nao pode ocorrer A’ — P —B'.) Se A’— B'— P,
pela definicdo de H, existe um ponto R € rNB'P, tal que B'— R— P. Como
rap = T'prp, 0 Unico ponto de encontro de r com r4 g é R. Como A'—B'—R,
os pontos de A'B’ estdo todos em Hy (por qué?). Suponhamos agora que
A’, B' e P sejam nao colineares. Consideremos o triangulo AA’B'P. Pela
definicao de H,, r intersecta ambos os lados A’P, no ponto R e B'P, no
ponto S. Vamos mostrar que nenhum ponto de A’B’ pode estar em 7. Seja
T e AB', A/ —T —B'. SeT € r, podemos ter R— S —-T, R—T — 8
ou S — R —T. Vamos considerar o caso R — S — T, deixando os outros
dois para os leitores. Consideremos o AA’RT, com a linha rg p; temos que
Tpip £ Tar =Tap erpp # rag=rap (pois A/, B e P nao sao colineares);
portanto rg/p nao encontra nem A'R e nem A'T (por qué?); como encontra
RT no ponto S, temos uma contradicdo ao postulado de Pasch. Aplicando
Pasch aos tridngulos AA'TP e ATB'P, temos que TP intersecta r (por
qué?) e, portanto T' € Ho, pela definicao de Hy. Portanto Hy é convexo.

Agora sejam A” € H, e B” € H,. Precisamos mostrar que A”B" in-
tersecta r num ponto R. Se A” = P, pela definicao de H,, A"B" = PB"
intersecta . Se A”, B"” e P nao sao colineares, como B”P intersecta r e
A"P ndo intersecta r (por qué?), por Pasch no triangulo AA”"B"P, A’B"
intersecta r num ponto R, como queriamos. Se A”, B” e P sao colineares,
como B’P intersecta r (pela definicao de H,), seja R este ponto em comum.
Temos que B” — R — P e, como A” € rgp, A” € H, A” 2 P, A” # R e
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A" # B, temos que, ou P — R — A” (que nao pode ocorrer, pois A € Hy, que
é convexo), ou P— A" — R, ou A” — P — R, o que implica que A”B” encontra
r em R, como queriamos. ]

Definimos o interior de uma semi reta AB como o conjunto int (A—g) )
dos pontos P € AB tais que P # A (a semi reta menos o vértice); interior
de um segmento AB como o conjunto int (AB) dos pontos P € AB tais
que P # A e P # B; o conjunto que é a uniao de duas semi-retas OA e O—B>,
sendo que O, A e B sao trés pontos nao colineares, é chamado de angulo
e o interior do angulo ZAOB como o conjunto int (ZAOB) obtido pela
intersecao Hqy N Hy, sendo H; o lado de rop contendo A e H; o lado de rog4

contendo B. Veja uma representacao grafica de um angulo ZABC' na Figura
2.4.

C C,”’

a) b)

Figura 2.4: Representacao grafica do angulo ZABC' e de seu interior.

Exercicio 11: (O Teorema das Barras Transversais) Mostre que, se P €
int (LABC') entdo BP intersecta AC' num unico ponto F' com A — F — C.
Veja a figura 2.5.

Proposicao 2 (Separagao do espago) Dada um plano 7, existem con-
Juntos G1 e Gy (chamados de lados de ) tais que Gy e Gy sao convezos;
GiNm=9, G Nm=J eG NGy =3 e cada ponto do espago esti em Gy,
ou em Gy ou em w; se P € G1 e Q € Gy entdo o segmento PQ intersecta o
plano ™ num ponto R.
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A

B C

Figura 2.5: Teorema das Barras Transversais.

Demonstragao: Veja a figura 2.6.

G;

Figura 2.6: Separacao do espago.

Seja P um ponto fora de 7 e sejam Gy = {Q : PQNrn=02}e Gy ={Q:
QémePQNT # o}
Para provarmos que G é convexo, sejam A e B pontos de ;. considere o

plano & = PAB (ou um plano « contendo P, A e > B, caso sejam colineares).
Se a N = &, como um plano é convexo, entdo AB C a C G (por que?).
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Caso aNm # &, sejam Hy e Hy os lados da linha a N no plano a. Entao
Hy =GiNaou Hy =G Na (por que?). Portanto AB C G (por que?).

O mesmo tipo de argumento mostra que G também é convexo e as demais
afirmacoes. Os leitores sao convidados a preencher os detalhes. ]

2.4 Postulados de Congruéncia

Agora introduzimos uma nocao de medida de comprimento na geometria,
pela nocao de congruéncia de segmentos, que é a relacao AB = CD entre
segmentos AB e C'D, cujas propriedades sao descritas pelos postulados a
seguir.

Postulado XII: Dados dois pontos distintos P e () e uma semi-reta AB ,
existe um unico ponto C' € AB tal que AC' = PQ.

Este postulado diz que o plano ou o espaco é homogéneo, no sentido que
ele se comporta do mesmo modo em qualquer parte.

Postulado XIII: Dados A, B, C, D, E e F, temos AB = AB e, se
AB=CD e AB = EF, entao CD = EF.

Essa é uma relagao de equivaléncia.

Postulado XIV: Se A— B—-C,P—-Q — R, AB = PQ e BC = QR,
entdo AC = PR.

Dados trés pontos nao colineares A, B e C, lembramos que o angulo
ZABC é o conjunto BA U BC . O ponto B é o vértice do angulo.

Exercicio 12: Most_rg que se O, A e B forem trés pontos nao colineares,
e D for um ponto de OA , com D # O, e E um ponto de OB , com E # O,
entao LZAOB = ZDOFE.

Primeiro postulamos a construcao de angulos e iniciamos a postulacao da
relacao de congruéncia entre angulos, denotada ZABC = ZDFEF e repre-
sentada graficamente na Figura 2.7.

Postulado XV: Dados o angulo ZAOB, uma semi-reta PQ e um_d_o_s)
lados H; de rpg num plano contendo rpg, existe uma tUnica semi-reta PR
tal que R € Hy e ZAOB = ZRPQ.
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Figura 2.7: Representacao grafica da congruéncia de dois angulos.

Agora comparamos angulos.

Postulado XVI: Dados os angulos ZABC, /DEF e /GHI, temos
/ABC = ZABCe,se ZABC = /DEF e ZABC = Z/GHI, entao ZDEF =
/GHI.

Dadas duas triplas ordenadas de pontos nao colineares (A, B, C) e (D,
E, F), dizemos que a correspondéncia A — D, B — E, C' — F é uma con-
gruéncia de triangulos entre AABC e ADEF (aqui a ordem em que apare-
cem os pontos ¢ importante — veja a Figura 2.8), se AB = DE, AC = DF,
BC = EF, /BAC = /EDF, /ABC = /DEF ¢ /ACB = /DFE. Deno-
tamos este conceito por AABC = ADFEF e insistimos que dizer AABC =
ADEF é diferente de dizer NAACB = ADEF.

Ce * A

Figura 2.8: Congruéncia de triangulos.

O préximo postulado ¢ o critério Lado-Angulo-Lado (LAL) de congruéncia
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de triangulos, que relaciona congruéncia de segmentos com congruéncia de
angulos de um modo muito particular.

No Livro I dos Elementos de Euclides, este enunciado é a Proposigao
IV. Sua demonstracao depende de um postulado nao enunciado de que duas
circunferéncias cuja soma dos raios é menor que a distancia entre os cen-
tros encontram-se em dois pontos. Ou, como é usado neste livro, dado um
triangulo AABC e um segmento DE = AB, entdo existe um ponto F tal
que ANABC = ADEF.

Postulado XVII: (LAL) Dados os triangulos AABC e ADEF, se
AB=DFE, AC =DF e /BAC = ZEDF, entao AABC = ADEF.

Veremos mais adiante que os conhecidos critérios de congruéncia de trian-
gulos, o LLL (Lado-Lado-Lado), ALA (Angulo-Lado-Angulo) e LAAo (Lado-

Angulo-Angulo oposto) também sao vélidos (na geometria neutra).

2.4.1 Angulos retos

Uma familia de angulos muito importante em geometria sao os angulos
retos. O angulo ZAOB é reto se, dado o ponto C, tal que C'— O — A, entao
/ZAOB = ZCOB.

Proposicao 3 Fxistem angulos retos.

Demonstragao: Num plano 7, escolhemos uma reta r, dois pontos dis-
tintos A -1-re O -1-r, e mais dois pontos B e B’ em lados opostos de 7
em relacdo a r, e tais que ZAOB = ZAOB' ¢ AB = AB'. Veja o diagrama
da figura 2.9.

Seja C' -1- r, tal que C' -1- rgp. Por LAL, ZACB = ZACB’, que é,
portanto, um angulo reto. O

Exercicio 13: Aponte quais postulados foram usados em cada passagem
dessa demonstracao.

No caso da demonstragao, dizemos que as retas r = r ¢ e rgp sao per-
pendiculares e que o ponto C' é o pé da perpendicular, e denotamos

TrAC 1 BB’
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B

B’
Figura 2.9: Existéncia de angulos retos.

2.4.2 Comparacao de angulos

Dados o angulo ZAOB e um ponto C no interior de ZAOB, dizemos que
o angulo ZAOC é menor do que o angulo ZAOB e denotamos ZAOC <
/ZAOB.

Mais geralmente, dizemos que o angulo ZA’O’C" é menor do que o angulo
/AOB, se existir um ponto C' no interior do angulo ZAOB, tal que ZA'O'C" =
ZAOC, e denotamos tal fato por ZA'O'C' < ZAOB. A notacao ZCPD <
ZAOB significa que, ou ZOPD < LZAOB, ou ZCPD = ZAOB.

Um angulo agudo é um angulo menor do que um angulo reto e um
angulo obtuso ¢ um angulo maior do que um angulo reto.

Exercicio 14: Mostre que ZAOB < ZAOB, e que, se ZAOB < ZCPD
e ZCPD < ZEQF, entao ZAOB < ZEQF.

2.5 Postulados de Completitude

Um dos postulados nao mencionados na obra de Euclides aparece ja em sua
primeira proposicao: construir um triangulo equilatero. Sua demonstragao é
simples, usada em qualquer curso de desenho: dado um segmento AB (um
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dos lados do triangulo equildtero a ser construido), posicionamos a ponta
seca do compasso em A, com abertura até B e tracamos uma circunferéncia
de centro em A; fazemos o mesmo com a ponta seca em B e abertura até A
e tracamos outra circunferéncia; cada um dos pontos de encontro das duas
circunferéncias determina o terceiro vértice do triangulo equildatero desejado.
Acompanhe a construcao no diagrama da Figura 2.10.

Cc

Figura 2.10: Euclides, Elementos, Livro I, Proposicao 1: a construcao de um
triangulo equilétero.

Uma suposicao intuitivamente “dbvia” nessa argumentacao é que as duas
circunferéncia realmente se encontram. No entanto, hoje em dia sabemos
que essa suposicao nao é 6ébvia e nem derivavel dos outros postulados.

Exemplo 9: A Geometria Analitica Racional (Plana): O objetivo
deste exercicio é demonstrar que essa suposicao pode até ser falsa. O plano
aqui é o conjunto Q* = {(z,y) € R? : 2,y € Q}, os pontos de R?, cujas
coordenadas sdo racionais. Tomando A = (0,0) e B = (0,1), entao os
pontos de encontro das circunferéncias de raio 1 e centros A e B sao C' =
(1/2,v/3/2)e(1/2,—/3/2), que nao tém todas as suas coordenadas racionais
e, portanto, nao fazem parte do plano.

Exercicio 15: Verifique que valem todos os outros postulados de geome-
tria plana na Geometria Analitica Plana Racional.



22 CAPITULO 2. OS POSTULADOS DA GEOMETRIA NEUTRA

Assim, precisamos de um postulado que garanta que tais construcoes
funcionem.

O postulado de completitude que adotaremos é uma imitacao da com-
pletitude (Dedekind) de R, que passamos a explicar.

O conjunto R dos nimeros reais ¢ Dedekind? completo, que é a seguinte:
dados dois subconjuntos nao vazios X,Y C R, tais que, para todos z € X e
y € Y, vale a desigualdade x < y (resumidamente, X < Y'), entao existe um
elemento r € R, tal que, para todo x € X ey € Y, temos que z < r < y.
Essa propriedade é basica no estudo de fungoes continuas em R. S6 para
comparar, o conjunto dos niimeros racionais Q nao tem essa propriedade: se
X={re€Q rv<V2}eY ={ycQ: y>+2}, entdo o tinico ntimero real
que poderia ficar entre X e Y é v/2, que néo estd em Q.

Imitando essa descrigao em termos de pontos e retas, postulamos:

Postulado XVIII: (Completitude de Dedekind) Dada uma linha
r, suponha que X e Y sao conjuntos nao vazios de pontos de r, tais que
XNY =2, XUY =r, e para todos os pontos A,B,C € r,se A— B—-C
eA,CeXentaoBe Xese A—B—Ce A C €Y, entao B € Y. Entao,
neste caso, ex1steg1 ponto O € r e semi-retas opostas OA e OB , tais que
A-—O—-B,int(OA)C X, int(OB)CYeOe€XouOeY.

Este postulado tem muitas conseqiiéncias importantes. Vamos comecar
com a propriedade de “arquimedianeidade”.

Proposicao 4 Toda linha é arquimediana, ou seja, para qualquer conjunto

de pontos {4, : n € Z} tais que A, 1A, = A,A,1 (para todo n € 7Z)

de uma linha r, e para todo ponto P € r, existe algum n € Z, tal que
e

Pe A A, .

Demonstragao: Sejam

X = U AnA,_1 (unido de semi-retas),

nEL

Y = ﬂ AnA, 1 (interseccao das semi-retas opostas).
neL

2Richard Dedekind, matematico alemao que introduziu esse conceito.
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Observe que X NY = @ e X UY = r (por que?). Agora suponha que
AC € X e A— B — (. Entao existe alguma semi-reta A,A, 1 tal que
AC e AA L nAn_1 . Portanto B € A,A,_1 (por que?), ou seja, B € X. De
modo similar, mostramos que se A,C € Y e A— B —C,entao B €Y (faca
isto).

Suponha que Y # @. Pelo postulado da continuidade, existe u_Ponto
O € r e semi-retas opostas OA e OB tais que o interior de OA esta
contido em X e o interior de OB est4 contldo emYeOeXouOEeY. Se
O € X, existe uma semi-reta A An 1 contendo O. Mas dai, A,,1 — O — A,
contrario ao fato que interior de OA esté contido em X e o interior de (ﬁ
esta contidoem Y. Se O € Y, sejaC € r tal_qye Ag—C—=0e CO = AyA,.
Como Ay — C' — O, C esta na semi-reta OA e C' # O. Portanto C' esta
no interior desta semi-reta, o que implica que C' € X. Portanto existe uma
semi-reta A, A, 1 contendo C. Como A,A, 1 = A, 14, = AgA; = CO, o
ponto O estaria em A, 1A, , contrario a hipétese de que O € Y (lembre-se
de que X NY = g).

Portanto Y tem que ser vazio, ou seja para todo ponto P € r, existe
_—
algum n € Z, tal que P € A, A,11 . O

2.5.1 Razao de segmentos

Um conceito importante que a completitude traz é a nocao de razao de
segmentos, que passamos a definir.

Dizemos que o segmento AB ¢ menor do que o segmento C'D se houver
um ponto F, tal que A — B — F ¢ AF = CD, e denotamos tal fato por
AB < CD. Escreveremos AB < CD se AB < CD ou AB = CD.

Observe-se que, se A — B — C, entao AC < CB.

Dizemos que o segmento PQ é uma soma dos segmentos AB e CD se
existir um ponto R, tal que P — R — () e uma das duas condigoes abaixo
valer:

1. AB=PRe(CD = RQ; ou

2. AB=QRe(CD = RP.
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Neste caso denotaremos o segmento P() como AB + C'D. Observe que isto
nao é uma func¢ao, no sentido em que o segmento P nao é univocamente
determinado. Mas isso nao sera problema.

Definiremos agora a multiplicacao de segmentos por um nimero
inteiro. Se n € N, n > 1, definimos a notacao n - AB por recursao em n:

1. 1-AB = AB;

2. (n+1)-AB=n-AB+ AB.

Ou seja, n - AB é o segmento obtido pela soma de AB com ele mesmo n
vezes (ou melhor, sdo todos os segmentos que representam tal soma).

Proposicao 5 Dados dois pontos distintos A e B, existe um unico ponto
E no segmento AB, tal que BC == AC, isto €, existe o ponto médio do
segmento AB.

Demonstragao: Escolhemos um plano qualquer 7, tal que A -1- 7 e
B -1- 7. Entao a reta ryp também incide em 7, e separa o plano em dois
lados n; e ny. Escolha um ponto C' - I - 7, no lado n; e outro ponto D no
lado oposto (12), de modo que ZCAB = /DBA e AC = BD. Por LAL,
AABC = ABAD. Pela Proposicao das Barras Transversais, o segmento
CD intersecta o segmento AB em um ponto E, tal que A — F — B. Usando
novamente LAL, concluimos que AAEC = ABED. Isto quer dizer que E é
o ponto médio desejado. U

Na verdade, podemos definir a notacdo AE = (1/2)---AB. Podemos
fazer o mesmo com qualquer n € N, n > 0.

Primeiramente observemos que:

Exercicio 16: Dados dois pontos distintos A e B, e dadon € N, n > 1,
existe um ponto C, tal que n - AC < AB. Verifique esta afirmacdo, com a
sugestao de escolher k € N, tal que 2¥ > n e iterando k vezes a obtencdo do
ponto médio de um segmento.

Proposicao 6 Dados dois pontos distintos Ae B, e dadon € N, n > 1,
ezxiste um unico ponto C no segmento AB, tal que AB = n - AC. Podemos
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denotar o segmento® AC como (1/n) - AB.

Demonstracao: Se n =1, entao C' = B.

Suponhamos que n > 1 e definimos X = {P € AB: P =A,ou P—A—B,
oun-AP < AB}eY ={Q € AB: Q= B,ou A—B—Q, ou AB < n-AQ}.

E facil ver que esses conjuntos satisfazem as hipéteses do postulado da
completitude. Claramente X e Y nao sao vazios e, pela propriedade de
arquimedianeidade, os conjuntos X e Y satisfaem as demais hipdteses.

Portanto, existe um ponto C', tal que P—C — (@), para todo P € X e todo
@ €Y. Verifiquemos que este ponto C' resolve a proposicao.

Claramente, temos que A — C'— B. Portanto, vale uma, e somente uma,
das possibilidades: n- AC < AB, oun-AC = AB, ou AB < n-AC. Temos

que descartar a primeira e a ultima.

Trataremos apenas da primeira, deixando a tultima possibilidade como
exercicio.

~Suponha que P € X seja tal que A— P — B, esejaT, talque A—T—B
e AT = n- AP. Seja W um ponto, tal que P — W — B en-PW <TB.
Entao n - AW < AB e, portanto W € X. Isso quer dizer que C' ¢ X.

Como C ¢ Y (exercicio!), a tinica possibilidade que sobrou é que n- AC =
AB, como queriamos.

O

Agora, se A = m/n € Q for um niimero racional, podemos definir \-AB =
m-((1/n) - AB).

Exercicio 17: Mostre que, A = m/n € ~Q for um nimero racional,
também vale a igualdade A - AB = (1/n)- ((m-AB). Observe que o primeiro
membro da igualdade é o que foi definido acima.

Usando a ideia de limite (ou aproximacgoes sucessivas), podemos agora
definir a multiplicacdo de um segmento AB por um ntumero real A € R.

Qualquer nimero real A > 0 pode ser escrito em expansao decimal, A =
ag,aias ..., comag € Nea; € {0, 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8 9}, para i > 1,

30s leitores desavisados podem sentir a tentacdo de realizar uma construcdo simples,
envolvendo a nocao de semelhanga de triangulos. No entanto, veremos mais adiante que
essa nogao é, na verdade, equivalente ao quinto postulado de Euclides, que nao pode ser
usado ainda.
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significando que

00 N
ay . Qg
A= oot ) qgr =0t dm )
k=1

k=1

ag

’ . . N
Vamos chamar o niimero (necessariamente racional) Ay = ag+>_;_4 1g%,

que é o truncamento de X\ até a N-ésima casa decimal.

Transportando essa ideia para a geometria, definimos a multiplicagao
de segmento por niimero real. Definimos o segmento AAB (com A e B
dois pontos distintos) como sendo o segmento AC assim determinado: seja
X ={{P  -1-rap:0uP—-A—B,ouP = Aou, para algum N € N,
AP <Ay -AB}eY ={P -1- rup: para qualquer N € N, \y - AB < AP},
Certamente o par de subconjuntos de 45, X e Y, satisfazem as hipoteses do
Postulado da Completitude de Dedekind e, portanto, existe um ponto C', tal
que, para todos os pontos P € X e Q € Y, vale a relacao P — C' — (). Ainda
mais:

Exercicio 18: Mostre que se D -1- r4p e para todos os pontos P € X
e Q €Y, valer arelacaio P — D — @, entao D e C' coincidem.

Exercicio 19: Mostre que se A = m/n € Q, A > 0, entao essa ultima
definicao produz o mesmo segmento A- AB que a multiplicacdo de segmentos
por nimero racional.

Por fim, definimos a razio de segmentos AB <+ CD (em que A # B e

C # D) como sendo o niimero real (positivo) A, tal que AB = CD.

O Postulado XII* garante que sempre existe essa razao de segmentos:

Proposigao 7 Dados os quatro pontos A, B, C e D, tais que A # B e
C # D, entao existe um unico numero real positivo X, tal que AB = CD.

Demonstragao: O Postulado XII permite-nos obter um ponto E' € AL ,
tal que AE = CD. Seja A\ = AB + AFE. O

4Dados dois pontos distintos P e () e uma semi-reta AB , existe um unico ponto
C € AB tal que AC = PQ.
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2.5.2 Introducao de coordenadas

A nocgao de razao de segmentos pode ser usada para algebrizar a geometria,
introduzindo coordenadas, da seguinte maneira.

Réguas Graduadas

Proposicao 8 (Réguas Graduadas) Para cada linha r, existe (pelo menos)
uma fungao bijetora f, : v — R, tal que A — B — C' se, e somente se, f.(B)
estd entre f.(A) e f.(C), na ordem de R e AB = CD se, e somente se,
|faB(B) = fap(A)| = |fep(D) — fep(C)|, sendo fap uma fungdo para rap

e fop uma fungao para rop. (Uma tal funcao f,. € chamada de sistema de
coordenadas (ou régua graduada) da linha r.)

Demonstracao: Seja r uma régua, e O -1- r um ponto qualquer. Es-
colhemos outro ponto P -1- R, distinto de O. Definimos f, : r — R por:

L f.(0) = 0;
2.5¢QeOP,eQ+#0, f(Q) =0Q = OP;
3.s¢eQ -I-Re@Q—0—P, f(Q)=—-0Q +~ OP.

Observemos que f,.(P) = 1, fixando-se, assim, uma unidade de medida.

Para qualquer outra reta s, escolhemos um par de pontos O' e P em s,
tais que OP = O'P’ e definimos f; do mesmo modo que f,, normalizando

fs(O)y=0e fo(P) =1.

Certamente essas réguas satisfazem as condi¢oes desta Prpoposicao. [

Transferidores

Podemos também introduzir medida de angulos, de modo a preservar os
postulados de congruéncia. A ideia é similar ao que fizemos com as retas,
mas apresnta algumas diferencas essenciais.

Dizemos que o angulo ZAOB ¢é a soma dos angulos ZCPD e ZEQF se
existir um ponto G no interior do angulo ZAOB, tal que ZAOG = ZC'PD
e ZGOB = ZEQF'. Denotamos tal fato por ZAOB = ZCPD + ZEQF
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Observemos que nem todo par de angulos podem ser somados. Por ex-
emplo, se os angulos ZCPD e ZEQF forem retos, nao existe um angulo®
que seja sua soma.

Exercicio 20: Mostre que todo angulo obtuso é a soma de um angulo
reto com um angulo agudo.

Podemos multiplicar angulos por alguns ntimeros reais, comecando pelos
nimeros racionais:

Definimos a multiplicacao de um angulo ponn € N, ZAOB =n-ZCPD,
por recursao:

1.n=1. ZAOB =1-ZCPD se, e somente se, ZAOB = Z/CPD;

2. n—n+1l: ZAOB = (n+1)-LCPD se ZAOB =n-ZCPD+ ZCPD.

Definimos, neste caso, ZCPD = (1/n) - ZAOB.

Para r = m/n € QQ, um nimero racional (positivo), definimos ZAOB =
(m/n)- ZCPD =m-((1/n) - LZCPD.

Para definirmos a multiplicacao de ZC'PD por um numero real A > 0,

procedemos de modo similar ao caso de multiplicacao de segmentos por .

Comecemos com o caso em que 0 < A < 1. Escrevemos, novamente,

) N
A= "10 1& (aqui ag = 0) e seus truncamentos Ay = ag + Y, 70

Proposicao 9 Dados um angulo ZAOB e um numero real A, tal que 0 <
A < 1, entao existe um unico ponto C, tal que A — C — B e, para todos o0s

pontos P e Q, tais que A— P —C — Q — B, vale que:

1. existe N € N, n >0, tal que ZAOP < \y - ZAOB;

2. para todo N € N, N >0, \y - ZAOB < ZAOQ.

Demonstragao: Novamente, uma aplicacao do Postulado da Completi-
tude, e fica como exercicio. Il

5Com a definicdo que estamos usando: a figura composta por duas semi-retas distintas
- . S
e nao colineares OA e OB'.
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Podemos, neste caso, definir a multiplicacao do angulo ZAO B pelo niimero
real A (0 < A < 1) como sendo qualquer angulo congruente ao angulo ZAOC
da proposicao. Definimos a razao entre os angulos ZAOC ¢ ZAOB como
sendo esse numero A e denotamos A = LZAOC +~ ZAOB.

Isto jaé suficiente para introduzir a nocao de medida de angulos, ou seja,
de transferidores.

Proposicao 10 (Transferidores) Eziste uma fun¢io que associa a cada
angulo uma medida entre 0 e 180 (medida em graus), tal que angulos congru-
entes tém mesma medida, angulos retos medem 90, e se ZCPD = ZAOB +
LEQF, entao m(LCPD) = m(LAOB) + m(£LEQF).

Demonstracao: Vamos chamar de m a funcao desejada.

Associamos primeiramente a todos os angulos retos o ntimero real 90
(medida em graus).

Seja ZAOB um angulo reto. Entao m(ZAOB) = 90.

Para todo angulo agudo ZCPD, seja A = ZCPD + ZAOB. Associamos
ao angulo ZC'PD a medida m(ZCPD) = 90\.

Para todo angulo obtuso ZC'PD, escrevemos ZCPD = ZAOB+ ZAOC,
com ZAOB reto e ZAOC' agudo. Definimos m(£ZCPD) = 90 + m(£LAOC).

Agora fica facil mostrar que se Z/CPD = ZAOB + ZEQF, entao vale a
igualdade m(ZCPD) = m(LAOB) + m(£LEQF). (Exercicio.) O

Uma Geometria Métrica é uma geometria com régua graduada e um
transferidor, ou seja, em que fizemos a escolha de uma régua para cada linha
e uma medida de angulos.

O préximo capitulo tratara da Geometria Métrica Neutra, postulando a
existéncia das réguas e transferidores.

2.5.3 Outras nogoes de completitude

Como ja observamos anteriormente, na obra de Euclides aparece implicita-
mente em sua primeira proposicao, de como construir um triangulo equilatero,
que o par de circunferéncias, uma de centro A e abertura (ou raio) AB, e
outra de centro B e mesma abertura, encontram-se em pelo menos um ponto.
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Uma grande parte dos Flementos de FEuclides desenvolve as chamadas con-
strucoes com régua e compasso. Para justificar essas construgoes, nao é
necessario todo o poder contido no Postulado de Completitude de Dedekind,
mas um bem mais fraco:

Postulado de Completitude Euclideano: Dados quatro pontos dis-
tintos A, B, C' e D, incidentes a um plano I1, e tais que A—/ = B—C—/ =D
(istoé A—B—-CeB—-C—-D,oudA—B—-DeC=D,ouA-C—-De
A= B,ouainda A= B e C = D), entao existe um ponto £ -1- 7, tal que
AE = AC e DE = BD.

Falando de outro modo, a circunferéncia de centro A e raio AC' tem um
ponto em comum com a circunferéncia de centro D e raio BD. Observe que
qualquer segmento que represente a soma de segmentos AC' + BD é maior
do que o segmento AB.

Uma leitura cuidadosa do Primeiro Livro dos Elementos de Euclides
mostra que esse postulado é suficiente para justificar as construgoes em que
se deve apelar para um postulado de completitude.

Exemplo 10: Para verificarmos que esse postulado é realmente mais
fraco do que o Postulado de Completitude de Dedekind, consideremos o con-
junto R((X)) das séries formais na varidvel X e com poténcias racionais, ou
seja, expressoes da forma

oo
FX) =) apXt
k=—N

com L, N € N fixos, e cada a; € R, ordenado da seguinte maneira: se f(X) =
Sy aXPl e a_y <0, entdo f(X) < 0; se a_pr > 0, entdo f(X) >
0; mais geralmente, se f(X) = S50 apX*E e g(X) = S50y b XHY
(podemos trocar os denominadores L e L’ e acrescentar coeficientes nulos, se
necessario, e ficar com expressoes para f e g com um mesmo denominador, L
nos expoentres de X ), entao f(X) < g(X) se, e somente se g(X)— f(X) > 0.
Aqui, essa diferenca é feita por monomios, (by — ap)X*/*, considerando a
possibilidade de alguns dos coeficientes ser zero.

Por exemplo 0 < X X < 1/n, para cadan € N, n > 1; dai, X! =
1/X > n, para todon € N; X/2 < X etc.

A soma e produto de tais séries é feita formalmente, de modo analogo
a soma e ao produto de polinomios (observe que, no produto de f(X) com
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g9(X), escrevendo M = N, completando com coeficientes nulos se necessério,

L . : k-+M :
cada mondémio X*/* terd como coeficiente a soma > jif v @ibr—j; veja a
ilustragao na Tabela 2.1).

ap XM 4y XCMIDL 4
b XM by XCMADE 4 %
anrbo e XM (@ prinbonr + boprprap) X CPMFD/E 4

Tabela 2.1: Produto de duas séries

Os pontos do modelo de geometria (plana) que estamos desenvolvendo
agora sao os pares ordenados de elementos de R((X)). As retas sao as
solugoes (z,y) € R((X))? de equagoes ax + by + ¢ = 0, com a, b, c € R((X))
ea®+b*#0.

A relacao de incidéncia é a pertinéncia do ponto ao conjunto solucao da
equacao de uma reta.

A relacgao de ordem entre trés pontos imita aquela da geometria analitica,
e pode ser descrita como: se a # 0 na equagao da reta r : ax + by +cz =0
(que nao pode ser paralela ao eixo das abscissas — ou da primeira coordenada
dos pontos), a ordem entre trés pontos distintos nessa reta é a ordem obtida
da ordenada (segunda coordenada); analogamente, se b # 0 na equagao da
reta r : ax + by + ¢z = 0 (que nao pode ser paralela ao eixo das ordenadas —
ou da segunda coordenada) a ordem entre trés pontos distintos nessa reta é
a ordem obtida da abscissa. Fica como exercicio a verificacao= de que nao
ha contradi¢ao no caso em que tanto a # 0 quanto b # 0, com o usos de cada
um desses critérios.

A relagao de congruénciade segmentos é dada por: se A = (a1,az), B =
(b1,bs), C = (c1,¢9) € D = (dy,ds) forem quatro pontos desse plano, entao
AB = CD se, e somente se,

(b1 — a1)® + (by — a2)® = (c1 — dv)* + (ca — da)*.

A relacao de congruéncia de angulos usa a idéia da lei dos cossenos, que
serd explicada mais adiante. Basta aceitar aqui a féormula ZAOB = ZCPD,
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sendo que A= <a17a2)7 0 = (01702)7 B = (blab2)7 C = (cla02)7 P = (p17p2)
e D = (dy,ds) se, e somente se,

(a1 — 01)(b1 — 01) + ((12 — 02)(()2 — 02)
\/(&1—01) (ay — 09) 2\/(171—012+ (by — 02)?

(c1 —p1)(d P1)+( )(dz p2) ‘
V(e —p1)?+ (e )2\/( p1)? + (do — p2)?

Com isso, este é um modelo da geometria neutra, com a excecao do
Postulado da Completitude de Dedekind. E um projeto interessante fazer a
verificacao de cada postulado de geometria neutra plana nesse modelo.

Exercicio 21: Mostremos que nesse modelo nao vale o Postulado da
Completitude de Dedekind. Tomemos a reta r de equagao y = 0 (o eixo
das abscissas). Seja X = {(x,0) - 1. r : existe m € N, tal que x < n} e
Y = {(x,0) -I- r : para qualquer que seja n € N, x > n}. Postulado da
Completitude de Dedekind. Verifique que nao existe nenhum ponto P -1- r,
tal que X < P <Y.

Para mostrarmos que nesse modelo vale o Postulado de Completitude Eu-
clideano, precisamos primeiro verificar que podemos extrair uma raiz quadrada
de uma série, obtendo também uma série.

Proposicao 11 Seja f(X) = Y50, anX*t € R((X)), tal que a_y > 0.
Entao eziste g(X) € R((X)), tal que g*> = f.

Demonstragao: Se escrevermos g(X) = > 70 b X* D) escrevemos a
expressao para g(X)?, e comparamos os coeficientes com os de f(X), obtendo
um sistema recorrente de equagoes:

b2y = a_nr, ou b_yy = \/a_ar;

2b_pr11b_pr = 0 (coeficiente de X (~M+1/(2L) " que ndo aparece em f(X)),
ou seja, b_pr1 = 0;

2b_pr2bnr 0% 4 = 2b_prpoboy = a1, OU b_pi0 = a—pria//a—r;
Q(b_M+3b_M + b_M+2b_M+1) = Qb_M+3b_M = 0, ou seja, b_M+3 = 0.

Esse padrao ja nos permite antever que b_js490r11 = 0, para todo k € N.
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Assim, suponhamos que ja tenham sido obtidos os valores de b_p; o,

para 0 < k < N. Da equagio comparando os coeficientes de X ~M+N+1
obtemos que
b _ St bonrparb sy ok
—M+2(N+1) Ty .
Com isto, obtemos g = \/f. O

Com isto, podemos resolver qualquer equagao de segundo grau (com dis-
criminante nao negativo) em R((X)), e isso ¢ o que usaremos para mostrar
que nesse modelo vale o Postulado da Completitude Euclideana.

Proposigao 12 ados quatro pontos distintos A, B, C' e D em R((X))?, tais
que A— /=B —C — / = D, entao existe um ponto E € R((X))?, tal que
AE = AC e DE = BD.

Demonstracao: Mostremos primeiramente essa assercao para o caso em
que A = (0,0), B = (b,0), C = (¢,0) ¢ D = (d,0), com b,c,d € R((X)) e
0 <b<c<d Umdos pontos desejados é solucao de duas equacoes de
segundo grau 2 + y? = ¢® e (x — d)? + y* = b?, o que se reduz a resolver a
equagao (r —d)?— (2> — ) =V, oux = (*+d*—V*)/2d e y = /% — 22,
que sabemos ser possivel operar em R((X)).

O caso geral é andlogo a esse, pois podemos escrever A = (ay,a3), B =
(b1,b2), C = (c1,c9) € D = (dy, da) e resolvermos o par de equagoes (z—ay)*+
(y—a2)? = (c1—a1)’ +(c2—a)? e (x—d1)* +(y—da)* = (b1 —d1)*+ (b —da)?,
isolando 2 da primeira equacao e substituindo na segunda. O

Uma outra possibilidade para o Postulado da Completitude é devido ao
Matematico e Logico Polonés Alfred Tarski, e sera discutido na Segao 7.4.



