Capitulo 4

Geometria Euclideana

4.1 Introducao

Chamamos de Geometria Euclideana a geometria descrita pelos postulados ja
enunciados, e mais o chamado quinto postulado de Euclides, cujo enunciado
(modernizado) é o seguinte:

(O Quinto Postulado de Euclides) Dados A, B € ¢, C,D € /y
e B,C € /3, tais que A e D estdo do mesmo lado de 3 e m(LABC) +
m(£DCB) < 180, entdo ¢; e {5 se encontram num ponto P no mesmo lado
que A em relagao a /3.

Figura 4.1: O Quinto Postulado de Euclides.
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Esse postulado contrasta com os outros no sentido que seu enunciado
¢ um tanto mais complexo que os demais. Por uma questao mais estética
do que logica, muitos geometras consideravam que tal enunciado deveria ser
derivado de outros mais simples e de conhecimento imediato. Mas, durante
dois milénios, nao se considerou a possibilidade da necessidade desse enunci-
ado (ou de outro equivalente) como novo postulado, havendo diversas tentati-
vas de deriva-lo a partir dos outros postulados de Euclides. Hoje sabemos que
essas tentativas estariam fadadas ao fracasso. Entretanto, muitas proposicoes
importantes foram descobertas como frutos desse esforco.

Neste capitulo vamos desenvolver a geometria euclideana, apontando um
aspecto um tanto surpreendente: qualquer enunciado que somente valha
nessa geometria é, de fato, equivalente ao quinto postulado. Nos préximos
capitulos, mostraremos que a negagao do quinto postulado, tomada como
novo postulado, da origem a chamada geometria hiperbolica. Por um argu-
mento logico simples, posemos mostrar que todo enunciado véalido apenas na
geometria hiperbdlica é equivalente a esse novo postulado.

4.2 Preliminares

No préximo capitulo estudaremos a teoria das paralelas, em que dois tipos de
quadrilateros convexos ocupam um lugar importante. Introduziremos aqui
apenas os resultados necessarios a este capitulo.

Sejam A, B, C' e D quatro pontos distintos, tais que os interiores dos
segmentos AB, BC', CD e DA sejam disjuntos. Neste caso, dizemos que
um quadrildtero ABC'D em um plano 7 é o conjunto dos pontos {P € 7 :
Pc AB,ou P € BC,ou P € CD,ou Pec DA}. Cada um dos segmentos
AB, BC, CD e DA é chamado de lado do quadrilatero. Diremos que esse
quadrilatero é convexo se para todos os pontos P e () em lados distintos de
ABCD, o interior do segmento PQ nao contém nenhum ponto de ABCD.

_ Um quadrilatero ABC'D ¢ chamado de quadrildtero de Saccheri se AB =
CD e oa angulos ZABC e ZBCD sao retos.

Exercicio 95: Seja ABC'D um quadrilatero de Saccheri. Mostre que se
E for o ponto médio de AB e F for o ponto médio de BC', entao o segmento
EF é perpendicular aos lados AD e BC.
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b) 9

a)

Figura 4.2: a) quadrildtero convexo; b) quadrilatero concavo; c) nao é
quadrildtero.

B] F c

Figura 4.3: Quadrilatero de Saccheri. O lado AD foi desenhado curvo, para
evitar a ilusao de que sejam retangulos.

Com a notacao do exercicio, o quadrilatero EFCCD é chamado de qua-
drilatero de Lambert.

4.3 Quadrilateros e Paralelismo

Vamos provar varias formas equivalentes do chamado postulado das parale-
las. E possivel mostrar que toda proposicao que pode ser provada com este
postulado, mas nao sem ele, na verdade é equivalente a este postulado. Por
exemplo, toda a teoria de semelhanca de triangulos depende deste postulado
e, portanto, todas as proposicoes desta teoria serao equivalentes ao postulado.

Exercicio 96: Mostre que sao equivalentes
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(a) (O Postulado de Euclides) Dados A, B € ¢,,C,D € lye B,C € {3,
tais que A e D estao do mesmo lado de 3 e m(LABC) +m(£DCB) < 180,
entao /1 e {5 se encontram num ponto P no mesmo lado que A em relagao a

ls.

(b) (Euclides, Elementos, Livro I, Prop. 29) Se A e D sao pontos do
mesmo lado de rge e rap é paralela a rop, entdo m(ZLABC)+m(£DCB) =
180.

(c) (Euclides, Elementos, Livro I, Prop. 30) Para todas as linhas /1,
ly e U3, se {1 é paralela a 5 e {5 é paralela a (3, entao ¢; é paralela a, ou
coincide com, /3.

(d) (Euclides, Elementos, Livro I, Prop. 31: O Postulado de
Playfair) Dada uma linha ¢ e um ponto P ¢ {, existe uma unica ¢’ 5 P
paralela a /.

(e) Existem uma linha ¢ e um ponto P ¢ /¢, tal que existe uma tnica
¢’ > P paralela a /.

(f) (Euclides, Elementos, Livro I, Prop. 32) Para todo AABC vale
m(ZLA) +m(£B) +m(£LC) = 180.

(g) Existe um AABC tal que vale m(ZA) +m(£B) + m(£C') = 180.

(h) Todo quadrilatero de Saccheri é um retangulo (isto é, todos seus
angulos internos sao retos).

(i) Existe um retangulo.
(j) Todo quadrildtero de Lambert é um retangulo.

(k) Para todo quadrildtero convexo JABCD, vale m(ZA) + m(4B) +
m(£C) 4+ m(£D) = 360.

(1) Existe um quadrildtero convexo JABCD, tal que m(ZA)+m(£B)+
m(£C) + m(£D) = 360.

(m) (Teorema de Tales) Se C ¢ AB mas C estd na circunferéncia de
diametro AB, entao ZACB é reto.
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Figura 4.4: Triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia.

(n) Se ZACB é reto, entdo C estd na circunferéncia de diametro AB.

(o) Existem A, B # AeC ¢ AB tais que ZACB é reto e C' estd na
circunferéncia de diametro AB.

(p) Se C ¢ AB mas A, B e C estdo numa circunferéncia de centro O e O
e C' estao do mesmo lado em relagao a 745, entdo m(LAOB) = 2m(ZLACB,).

Solugao e/ou Sugestao: As equivaléncias entre (f), (g), (h), (i), (),
(k), (1) e (m) e (n) ja foram provadas anteriormente (onde?) e as implicagdes
(d) = (e), (k) = (1), (m) < (n) = (o) sao faceis (verifique).

(a) = (b): se A e D sao pontos do mesmo lado de rpc e rap é par-
alela a rop, por (a), m(ZLABC) + m(£DCB) > 180. Mas se m(£LABC') +
m(£DCB) > 180 seus suplementares satisfazem a hipdtese de (a) e, portanto
rap nao pode ser paralela a rcp. Portanto m(LABC) + m(£DCB) = 180.

(b) = (c¢): suponhamos que /1, {5 e {5 sejam trés linhas distintas, tais que
(1 é paralela a l5 e {5 é paralela a f3. Sejam B € {1, C' € (5, e E € {5 distintos e
colineares (por que existem tais pontos?). Entdao ou B—C—FE,ou B—E—C,
ou C' — B — E. Trataremos apenas o caso em que B —C — F, sendo os outros
analogos. Sejam A € {1, D € {5 ¢ F' € {3 do mesmo lado em relagao a rpc.
Por (b), m(ZABC) + m(£DCB) = 180 e m(£DCFE) + m(£LFEC) = 180,
e como m(£DCB) + m(£LDCFE) = 180, m(£LABC) + m(ZFEC) = 180, ou

seja, ¢ é paralela a {5 (por qué?).

(¢) = (d): sabemos que, dada uma linha ¢ e um ponto P ¢ ¢, existe pelo
menos uma ¢ > P paralela a £, por exemplo, se @ € { ¢é tal que PQ L ¢,
podemos tomar ¢ 1. PQ) e P € ¢'. Neste caso, se ¢ 5 P nao é perpendicular
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Figura 4.5: Semelhanca de triangulos.

a PQ), entdo, por (c), £ ndo pode ser paralela a ¢ (por qué?). Portanto ¢’ é
a Unica paralela a ¢ e contendo P.

(d) = (a): Sejam A e D pontos do mesmo lado de rg¢, e suponha que
m(£LABC)+m(£DCB) < 180. Por (d), rap e rcp nao podem ser paralelas
(por qué?) e portanto se encontram no mesmo lado de rgc em que ocorrem
estes angulos alternos internos (por qué?).

(e) = (i): sejam £ e P ¢ {, tal que existe uma tnica ¢ > P paralela a ¢
e seja Q € £ tal que PQ L ¢. Seja R € (, R+# Q e seja S tal que [S|QPSR.
Entao rpg é paralela a £ e por (e), [S|QPSR é um retangulo (por qué?).
(h) = (d): parecido com o caso (e) = (i). (Faca.)

(0) = (g): Se O é o ponto médio de AB, compare os angulos de AOAC,
AOBC e ANABC.

(f) = (p) = (g): compare os angulos de AACB e NAOB.

4.4 Triangulos e Paralelismo

Exercicio 97: (Semelhanca de triangulos) Dois triangulos AABC e
ADEF, tais que ZA= /D, /B = /F e ZC = /F sao ditos semelhantes,
em simbolos, AABC ~ ADEF.

Mostre que AABC ~ ADEF se, e somente se, AB/DE = AC/DF =
BC/EF.

Solugao e/ou Sugestao: Temos que AABC = ADEF se, e somente
se, AB/DE = AC/DF = BC/EF = 1.
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Se AABC # ADEF e AABC ~ ADEF, construlndO@la congruente
de ADFEF, podemos supor que A = D, E € AB eF € AC', sao tais que
NABC ~ AADE, mas NABC # AADE. Entao OBCFFE é convexo e a
soma de seus angulos é 360 (por qué?). Ou seja, (a) implica o exercicio 189
(1), que é equivalente ao exercicio 189 (k).

Suponha que AABC ~ ADEF e que AB/DE =1 € Q, r # 1. Vamos
mostrar que AB/DE = AC/DF = BC/EF = r. Escreva r = m/n, e sejam
Ay = A Co= A, Aps € AB’ tal que Aj_1 — A, — Apsr e d(Ap, Apsy) =
(1/n)d(A, B), Cxs1 € AC’, tal que ZAA,Cy = ZABC (por que existem tais
pontos?). Entao AA; Az+1cz+1 ~ AABC (por qué?). Por inducdo em n,
mostre que AyA/A1A = CLA/C1A = k.

Suponha que AABC ~ ADEF e que AB/DE = r ¢ Q. Aproxime r
por 7, € Q e use a parte acima.

Exercicio 98: Mostre que os seguintes enunciados também sao equiva-
lentes ao postulado das paralelas:

(a) Existem dois triangulos AABC e ADEF semelhantes e nao congru-
entes.

(b) Para todo par de triangulos AABC' e ADEF, /A= /D, /B=/E
se, e somente se, AB/DE = AC/DF = BC/EF.

(c) Para todo par de triangulos AABC e ADEF, se ZA= 4D, /B =
/ZE, entao LC = /LF.

(d) (Homotetia) Dados AABC, um ponto O e r > 0, sejam D € OA
EcOB eFeOC tais que OD =rOA, OF =rOBeOF =rOC. Entao
AB/DE = AC/DF = BC/EF.

Solucao e/ou Sugestao: Suponha (a) e sejam AABC e ADEF tri-
angulos semelhantes e nao congruentes. Construmdo 001&> congruente de
ADEF, podemos supor que A = D, F € AB e F € AC |, sao tais que
ANABC ~ ANADE, mas AABC # AADE. Entao OBCFFE é convexo e a
soma de seus angulos é 360 (por qué?). Ou seja, (a) implica o exercicio 189

(1)
(c) = (a): dado AABC, seja D um ponto tal que A — D — B, e seja
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E € AC, tal que ZADE = /ABC (por que existe tal ponto?). Por (c),
AABC ~ AADE, mas AABC # AADE.
Pelo exercicio anterior, (b) < (¢) < (d) sao simples (faga).

Exercicio 99: Mostre que os seguintes enunciados também sao equiva-
lentes ao postulado das paralelas:

(a) Se ly L by, by L U5 e l3 1 £y, entao ¢1 Ny contém pelo menos um
ponto.

(b) Se ZAOB é agudoe O ¢ ¢ L OA’, entdo ¢ intersecta OB .

(c) Se ¢y e {5 sdo concorrentes e distintas e se 3 L {1 e £4 L {5, entdo /3
e ¢, sao concorrentes.

(d) Existe um angulo ZAOB agudo, tal que, para todo P € int (LAOB),

existe linha ¢ 5 P que intersecta ambos os lados do angulo, mas nao o vértice.

(e) Para todo AABC, as suas mediatrizes sdo concorrentes (o ponto
comum as trés mediatrizes é o circuncentro).

o

Figura 4.6: O circuncentro e ortocentro de um triangulo.

(f) Todo triangulo pode ser inscrito numa circunferéncia.

(g) Para todo AABC, as suas alturas sdo concorrentes (no ponto chamado
de ortocentro de AABC.
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Solugao e/ou Sugestao: Primeiro provaremos que o Teorema de Tales
(exercicio 189 (m)) implica (a). Sejam €1 L lo, by L U3, b3 L 0y, A € by N L3,
Metnly, Nelsntly, BEAM ,A—M—-Be AM = MB, C € AN,
A—N—-Ce AN = NC. Entao AABC é retangulo em ZA. Pelo Teorema de
Tales, A estd na circunferéncia de diametro BC. Se O € BC é o ponto médio,
este também é o centro da tal circunferéncia. Considerando os triangulos
ANOAB e AOAC, que sao isdsceles, {1 e {4 encontram-se em O (por qué?).

(a) = (b): Suponha que nao vale (b), ou seja, existe um angulo ZAOB
agudoe O € ( L OA , tal que ¢ nao intersecta OB’. Podemos supor que
Ael. Sejam C—0O—A, CO = 0A, e D do mesmo lado que B em relacao a
roa. Sejal L ros e C €. Entao ¢/ nao encontra oD’ (por qué?). Se G € ¢
e H € ¢ sdo tais que [S|AGHC, entao vale a hip6tese do angulo agudo (por
qué?). Usando o exercicio 186, podemos entao encolher um angulo ZA’O'B’,

e e ——
tal que m(ZA'O'B’) < 45 e tal que existe £ L O"A" que nao encontra O'B’ .
Usando o exercicio 185, podemos concluir que nao vale (a).

(b) = (a): Suponha que nao vale (a). Sejam €1 L ly, by 1 l3 e 3 L {4,
mas /1 N{y = &. Podemos supor que se A € {1Nly, B € lyNl3e C € l3NLy,
entdo AB = BC (por qué?). Portanto, se D € int (ZABC) e m(Z/ABD) =
45, entao 3N BD =2 (por qué?), e portanto nao vale (b).

(b) = (c): podemos supor que A € 1 N¥{y e que A nao esteja nem em
/3 e nem em /4. Sejam B € {1 N{l3 e C € lyN{y. Se m(LBAC) = 90 entao
(a) implica (c). Se m(£LBAC) > 90 tanto {3 como {4 encontram a bissetriz
de ZBAC, por (b). Conclua que 3N ¥y # &. Se m(£LBAC) < 90, por (b),
{3 encontra AC , formando um angulo agudo. Portanto deve encontrar ¢,.
(Faga os detalhes.)

(d) = (b): Se nao valesse (b), como acima exposto, valeria a hipétese do
angulo agudo, portanto, dado ZAOB agudo, existe ¢ tal que « = m(LAOB)/2
¢ o angulo Maralelismo de £ e O. Isto implica quese ' 3 O e 'NOA + O,
entdo ' NOB = @ (por qué?).

(b) = (d), (¢) & (e) & (f) e (c) & (g) sao simples (faga).
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4.5 'Triangulos Retangulos e Paralelismo

Exercicio 100: Mostre que os seguintes enunciados também sao equivalentes
ao postulado das paralelas:

(a) (Teorema de Pitagoras) Dado AABC, com /A reto, temos AB?+
AC? = BC?.

(b) (Lei dos Cossenos) (Dado o angulo ZAOB, se for reto, defin-
imos cos(ZAOB) = 0, se for agudo, fazemos a constru¢ao APOR, com
d(O,R) = 1 e PR 1L OR e definimos cos(ZAOB) = d(O, P); se ZAOB
for obtuso, definimos cos(ZAOB) = — cos(£BOC), sendo ZBOC' o suple-
mentar de ZAOB.) A Lei dos Cossenos diz: dado AABC, temos AB* —
2 AB AC cos(/BAC) + AC? = BC*.

B F

Figura 4.7: Lei dos cossenos.

(c) Dado AABC, com /A reto, seja D € BC, tal que AD | BC, entio
AD? = BD - DC.

(d) (Euclides, Prop. 1-48) Dado AABC, se AB* + AC? = BC?, entéao
LA é reto.

Solugao e/ou Sugestao:
(b) = (a) < (c) é simples. (Faga.)

(a) implica um caso da reciproca do Teorema de Tales (exercicio 189 (0)).
Sejam B — D — C, BD = BC, seja A fora de BC e tal que AD 1 BC e
ZBAC sejareto (por que existe tal ponto?). Entdao AABC é isdsceles (prove
que AB = AC) e retangulo em ZA. Por (a), 2 AB? = AB? + AC? = BC? =
4 BD?. No AADB, que ¢ retangulo em /D, por (a), AB*> = AD? + BD?,
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donde segue que AD = BD, ou seja, A estd na circunferéncia de diametro
BC.

(a) = (b): Das equivaléncias do exercicio 190, concluimos que se AABC
tem ZA reto, entdo cos(£B) = AB/BC. Vamos mostrar que isto implica
(b). Para isto, dado AABC, qualquer, com ZA agudo; seja D € rac tal que
BD | 74¢. Usando (a) nos tridangulos convenientes, obtemos (b).

(a) = (d): Seja D tal que ZCAD é reto e AD = AB. Por (a), AB®* +
AD? = BD?, ou seja BD = BC. Por LLL, AABC = AADC e, portanto
/BAC é reto.

(d) = (a): Dado AABC, com ZA reto. Seja d = vV AB? + AC?. Entao
d < AB + AC e, portanto existe um triangulo ADEF tal que DE = AB,
DF =AC ed=d(E,F). Por (d), £D é reto. Por LAL, AABC = ADEF.
Portanto AB? + AC? = BC?.

Para terminar as equivaléncias, mostre que o exercicio 191(?) (b) implica

(d).

4.6 Construcoes com régua e compasso 11

A partir de agora assumimos o postulado das paralelas.

Com isto, valem todas as proposicoes equivalentes a este postulado, cita-
dos na secao anterior.

Dado um segmento OF como referéncia de unidade de medida, dizemos
que um ponto A é construtivel (com régua e compasso) se o segmento OA
for obtido de OF com um numero finito de operacoes de interseccio de
linhas e/ou circunferéncias determinadas por pontos construtiveis. (Uma
circunferéncia é determinada por seu centro e por um ponto dela.) Um angulo
ZAOB é construtivel se O é construtivel e existem pontos construtiveis C' e

D tais que ZAOB = ZCOD.

Na geometria analitica, dizemos que o ponto A = (a,b) é construtivel se
for construtivel a partir de OF, sendo que O = (0,0) e £ = (1,0).

Agora vamos estudar algumas construcoes com régua e compasso que
valem na geometria euclideana (e s6 nela), como expostos nos Elementos
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de Euclides, nos Livros III e IV. Para isto, comegamos com algumas pro-
priedades de circunferéncias (dos Livros II e IIT).

Observacao: Todas as construgoes no resto desta secao sao com régua
nao graduada e compasso. Lembramos que um poligono regular é um
poligono convexo com todos os lados congruentes e todos os angulos congru-
entes.

Exercicio 101: Dado o segmento AB, determine (com régua e compasso)
€ AB, tal que AC*> = AB - (CB. (Para isto, construa um segmento

D1
—C -

Q

B, tal que AB=2AD, e F, tal que D — A — F, e DE = BD:; seja
B, tal que AC' = AFE; mostre que este é o ponto procurado.)

NN

Figura 4.8: Construcao do ponto C, tal que AC? = AB - CB.

Exercicio 102: Dados A, B € C¢, e A— D — B, mostre que AD - DB =
r? — C'D? (Use o Teorema de Pitdgoras nos triangulos convenientes.)

Exercicio 103: Dados A, B, € C¢, e P no exterior de C¢,, tais que
A — B — P, mostre que sao equivalentes:

(a) AP BP = PQ?

(b) 7pg é tangente a Cc,.

Exercicio 104: Mostre que se HABCD ¢ convexo e A, B,C,D € Cp,,
entdo m(ZLA) + m(£LC) = m(£B) + m(£D) = 180. (Para isto, mostre que
/DAC = /DBC, ZCAB = ZCDB, etc.)
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Figura 4.9: Quadrilatero inscrito: oo+ = 5+ 6.

Exercicio 105: Dados A, B, € C¢, e P no exterior de C¢,, tais que
A—B— P erpg é tangente a C¢,, mostre que ZPQB = ZBAQ. (Para isto,
considere primeiro o caso em que AQ é um diametro e depois use o exercicio
anterior, no caso genérico.)

Exercicio 106: Construir um triangulo isésceles cujos angulos da base
medem o dobro do terceiro angulo. Para isto, dado o segmento AB, ache
C tal que A —C — B e AC* = AB - CB; seja D € Cagap), tal que
d(A,C) = d(B, D); mostre que o triangulo procurado ¢ AABD. (Para esta
ultima afirmagao, seja Cp s a circunferéncia circunscrita ao AABQ); mostre
que ZPQB = /BAQ, ZAPQ = ZAQP, /PBQ = ZBPQ e, portanto
LAQB = ZBAQ), etc.)

Exercicio 107: Dada uma circunferéncia Cp,, mostre que um pentdgono
regular inscrito em Cp, (todos os vértices na circunferéncia) é construtivel.
(Construa primeiro um triangulo isésceles com angulos da base medindo 72,
ARST, inscrito em Cp,; mostre que a base deste triangulo é o lado do
pentagono procurado.)

Exercicio 108: Dada uma circunferéncia Cp,, mostre que um pentagono
regular circunscrito a Cp, (todos os lados sao tangentes a Cp,.).

Exercicio 109: Mostre que um hexagono regular de lado construtivel
dado é construtivel.
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Figura 4.10: Construcao de triangulo isésceles, culo angulo da base mede
72°.

Figura 4.11: Construgao de pentagono regular inscrito em uma circun-
feréncia.

Exercicio 110: Mostre que um poligono regular de 15 lados inscrito em
Cp, é construtivel. (Inscrever AABC' equildtero e um pentdgono regular
com um dos vértices A em comum, etc.)

Exercicio 111: Mostre que se um poligono regular de n lados é con-
strutivel, entao um poligono regular de 2n lados é construtivel.
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Exercicio 112: Extraindo uma raiz quadrada! Dado um segmento
OU como referéncia de unidade de medida, e um segmento AB, tal que AB =
AOU, para construir um segmento PQ, tal que PQ = v AOU, inscreva em
uma circunferéncia um triangulo retangulo de hipotenusa AC medindo A+ 1
e tal que tenha altura sobre o ponto C.

Figura 4.12: Extraindo a raiz quadrada: CD? = AC - BC.

Exercicio 113: O circulo de Carlyle. Como resolver uma equagao
de segundo grau, com régua e compasso. Queremos resover a equacio 2 —
sx + p = 0, conhecendo segmentos que megam |s| e [p|. Para facilitar a
descricao, vamos fazé-la em R? (na geometria analitica). Sejam A o ponto
(0,1) e B = (s,p). A interseccdo do circulo de diametroAB (chamado de
circulo de Carlyle da equagdo) com o eixo x pode conter no maximo dois
pontos Hy = (21,0) e Hy = (22,0), com z; < 3. Mostre que os nimeros
r1 e Ty sao as raizes da equacao. Intterprete a condigao do discriminante
A = s> —4p > 0 para a existéncia de rafzes (reais) em termo da distancia do
centro do circulo de Carlyle ao eixo x.

Exercicio 114: (K. F. Gauss, Séc. XIX) Mostre que um poligono regular
de 17 lados é construtivel.

Para tal constru¢ao devemos obter um angulo § medindo (360/17)°. Aos
19 anos de idade, o jovem Carl F. Gauss obteve a seguinte férmula:

16cos<$):—1+\/1_7+ 34— 217 +

2\/17+3\/1_— \/34 — 2v/17 — 24/34 + 2V/17.
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Figura 4.13: Resolvendo a equacao x? — 3z + 2 = 0 com o método do circulo
de Carlyle.

Figura 4.14: O poligono regular de 17 lados.



